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Es sabido que las funciones analí- 
ticas se emplean con frecuencia 
en distintas disciplinas teóricas y 
aplicadas: en la teoría analítica de 
los números, ecuaciones diferencia- 
les, geometría, hidromecánica, me- 
cánica celeste, etc. El conocimiento 
de los principios fundamentales de 
la teoría de las funciones analíticas 
es una premisa indispensable en la 
educación matemática moderna. 
Actualmente esta teoría se ba de- 
sarrollado tanto que resulta difícil 
abarcar en un solo libro todas 
sus múltiples ramificaciones. Entre 
las diversas obras que se han escrito 
sobre esta disciplina, la «Teoría 
de las funciones analíticas» de 
A. I, Markushévich posee una serie 
de méritos particulares. En primer 
lugar, abarca un amplio material, 
debido a lo cual se edita en dos 
tomos. Por otra parte, es accesible 
para aquel que mo conozca aún 
los elementos de la teoría de las 
funciones de variable compleja y 
desee emprender un estudio indivi- 
dual de la misma. Además, consi- 
deramos que es una de las obras 
más completas y mejores de la teoría 
on cuestión. Para poder compren- 
derla basta con tener log conoci- 
mientos que se exigen en los dos 
primeros cursos de la Facultad de 
Matemáticas de la Universidad. 
Puede ser útil también para los 
que preparan la tesis doctoral y 
deseen especializarse en teoría de 
funciones. Posiblemente, para al- 
gunos lectores esta obra servirá de 
punto de partida para ampliar sus 
investigaciones sobre algún tema. 

El autor expone en este curso 
tanto los elomentos de la teoría de 
las funciones analíticas como sus 
secciones modernas. Las demostra- 
ciones de los teoremas y, en pe- 


neral, las cuestiones más difíciles, 
se analizan con todo detalle y de 
manera muy razonada. 

11 libro contiene numerosos 
ejemplos que, frecuentemente, 
ilustran los temas que son objeto de 
estudio. En muchos casos estos ojem- 
plos desempeñan un papel decisivo, 
comprobando que el teoroma ostu- 
diado pierde su valor en condicio- 
nes más moderadas. 

Al final del segundo tomo y como 
apóndice, se incluye un artículo del 
mismo aulor «Sobre la base en el 
espacio de las funciones analíticas». 
Los enunciados y teoremas expues- 
tosíen él se deben también al 
profesor Markushévich. 

Al final de cada tomo se inserta 
una amplia bibliografía sobre los 
distintos problemas estudiados. 

Esperamos que la edición espa- 
ñola de esta obra sea bien acogida. 
Al final del primor tomo de la pre- 
sente edición española inchiimos un 
apéndice del traductor—«Seudopo- 
linomios ortogunales»—en el que 
so hace una generalización de los 
polinomios de Legendre, expuestos 
en el libro. 

Quedaremos muy agradecidos 
a todos aquellos que deseen dar- 
nos su opinión acerca de la traduc- 
ción. 


pa E 


E. Aparicio Bernardo 


PREFACIO 
A LA 
EDICION 


ESPAÑOLA 


En el presente curso de «Teoría de 
las Funciones Analíticas» en dos 
volúmenes se han recopilado las 
lecciones dadas a lo largo de varios 
afñios por el autor en la facultad 
Mecánico-Matemática de la Uni- 
versidad Lomonósov de Moscú. 
Abarca con suficiente amplitud la 
teoría de las funciones de una varia- 
ble compleja, incluyendo las 
transformaciones conformes, inter- 
polación de las funciones por poli- 
nomios, olementos de la teoría 
de las funciones armónicas y subar- 
mónicas, fundamentos de la teoría 
de las funciones enteras y mero- 
morfas, el concepto de superficie de 
Riemann y prolongación analítica. 

El lector que desee estudiar los 
importantes problemas de la teoría 
modefna de las funciones analíticas 
de varias variables complejas de- 
berá' consultar otros libros. 

El autor espera que su obra será 
útil para los que deseen estudiar 
una de las partes más interesantes 
del análisis clásico y de la teoría 
de las funciones. 

Ys para mí sumamente grato que 
a las ediciones en ruso, inglés 
y chino venga ahora a sumarse esta 
edición en uno de los idiomas uni- 
versales, como es el español. 

Aprovecho la ocasión para ex- 
presar mi sincero agradecimiento al 
traductor, E. Aparicio, por su esme- 
rada y competente traducción. 


A, Markushévich 
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CAPITULO 
PRIMERO 


CONCEPTOS 
FUNDAMENTALES 


$ 1. EL OBJETO DE LA TEORIA 


t.t. La disciplina matemática que ge expone en este lihro lleva 
dos denominaciones: teoría de las funciones ana- 
líticas y teoría de las funciones de varia- 
ble compleja. Cada una de éstas está justificada. 

Una función de variable real, definida en cierto intervalo (a, b) 
sellama análitica en un punto z, de este intervalo, si en un entorno 
de este punto la función se puede expresar en forma de la suma de 
una serie de potencias convergente, dispuesta según las potencias 
de x — zp: 


o +41 (2 — Zo) + a (8 —2Z0) 4... +an (I—x)"+-... 


Una función que es analítica en cada uno de los puntos del inter- 
valo se llama analítica en este intervalo. Todas las funciones ele- 
mentales que se estudian en el análisis son analíticas en toda la 
rerión de su definición, a excepción, posiblemente, de algunos pun- 
tos. Por ejemplo, un polinomio P,, (1) =p FA +... +4pt”, 
la función exponencial e*, las funciones trigonométricas (son z 
y cos 1), son analíticas en todos los puntos, puesto que para cual- 
quier xy subsisten los desarrollos: 


W Pip (20) Pino (=0) 
Pala) = Pad O a) O a 


. xo 
Ay laa) + “e... + q (a —20)" + E 
T 
sen | 219 +"= 
Sen < = sen to + > (I—2Y+.-.. Pa oi 7 PO o 


cos (20+2 $) 


> Ñ n! E (1—2p)" + ...1 


COS L -= 008 Lo — > (129) + ...+ 
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a 1 pe 
la función 7 es analítica para 2=%a, puesto que 


A A: 
az" a—zp 4 —_E—2%0 E 
a— o 
1 


1 1 n 
== A Pd Za A 2)" Y 


si —2 |<1: la función Y zx es analítica para 250, 
puesto que 
1 
1 = 
Vi=3(1+2)"= 
1 1 A 1 
O Tls—i1)... [| —n»n+1 
7 PR e 3 € ) le ) x 
pun n— 
x=; nl. zo Él 
xX(IAY+..., 
si xyy0 y ¡E <1s la función Inx es analítica en todo el 


campo de su definición, puesto que 
a FE" Y EN E 
inz=Inzy+In (1 + a ) =1m20 +2, (1 — Zo) 


q PY +. A a) + o 


e 


si 2>0 y | =2 |[<t, etc. 

Como el cid de las principales operaciones algebraicas 
y analíticas (suma, resta, multiplicación, división, derivación 
e integración), efectuadas con las series de potencias, se expresa 
también, generalmente *), por una serie de potencias convergente, 
es posible hacerse ahora una idea de la amplitud e importancia de 
la clase de las funciones analíticas. En realidad, su importancia 
es todavía mayor puesto que son también analíticas, en los corres- 
pondiontes intervalos, por ejemplo, las. funciones analíticas de 
funciones analíticas, las funciones inversas a las analíticas, las 
funciones que satisfacen a una ecuación de la forma 


PAD DÍ (+. + Pta) 1f (21 =0 


*) En el caso de la división, son excepcionales solamente los puntos ais- 
lados en los que se anula el divisor. 
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(ecuación algebraica de grado n con respecto a f(x)) o a una ecua- 
ción de la forma 


Po (1) 1 (2) + ps (2) LEl 4. ... + po (2) EL = (2) 


(ecuación diferencial lincal de orden n con respecto a f (x)), donde 
PoÍt), - - -, Pa (2), q (1) son funciones analíticas. 

Por lo tanto, no os de extrafiar que todas las clases más importan- 
tes de funciones que aparecen en el análisis clásico y en sus apli- 
caciones a los problemas de mecánica y física, sean analíticas 
a excepción de algunos puntos singulares de estas funciones. 

De aquí se deduce la extraordinaria importancia que tiene un 
estudio especial de las propiedades generales de las funciones ana- 
líticas. 

1.2. A pesar de lo amplia que es la clase de funciones analíticas, 
ésta forma solamente una parte regular de la clase de funciones 
infinitamente derivables (o sea, de las funciones 
que poseen derivadas de cualquier orden). Aquí demostraremos la 
siguiente proposición: una función f (x), definida en un entorno de 
un punto xp, es analítica en este punto cuando, y sólo cuando, se cum- 
pien las condiciones: 

1) ésta es indefinidamente derivable en cierto entorno de este punto, 
2) existen unos números positivos O y M tales, que para cualquier x 


del intervalo (tq — 6, to + 0) y para cualquier natural k, se verifican 
las desigualdades: 


kl 
(<< ME (1.2:1) 


Demostración. Las condiciones son necesarias. En efecto, 
si f(x) es analítica en el punto zp, en cierto intervalo (2—P, 
Zo + p) se expresa por una serie de potencias 


f(1) 20 +40, (229) + +. Ha(I—)" ++...  (1.2:2) 


que, comd es sabido por el análisis, admite derivación término a 
término la cantidad de veces que se desee, de modo que existen 
derivadas de cualquier orden A, expresables también por series de 
potencias: 


JO (2) = det ay + EDI (a 9) e LEER (o mr 


(1.2:3) 


(| z—zx0] <p). Fijemos d de manera que sea: 0 < 26 <p. Entonces, 
la scrie (1.2:2) convergerá |para z==zx¿+20; por consiguiente, 
lim a,(20)” =0, de donde se deduce que la sucesión (a, (20)”) es 


n=» a 
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acotada, O sea, 
| an (26)" | < M' (1=0, 1, 2, ...). (1.2:4) 


Acotemos ahora 7 (x) | en el intervalo (x3—ó6, zo+06); apli- 
cando (1.2:3) y las desigualdades (1.2:4), obtenemos: 


atinada ED ttral 5+ ELA |n221 d+... 


(+01 td Mi. E «REY M' 
de! AR A 
”.s Gr TT TN 1! MUST CT 21 25) +2 qn 
kl M' , kt (+4) (42) 1 
AA e] 
44M" 1 q 0A+D , El 
ETT ( +) =2M"- 


Ahora no quoda más que poner 24M” = M para obtener las dosi- 
gualdades (1.2:1). 

Demostremos que las condiciones del teorema son suficientes. 
Sea f(x) una función indefinidamente derivable cn el intervalo 
(Zo — 0, To + Ó), y Supongamos que se cumplen las desigualdades 
(1.2:1). Escribamos f(x) según la lórmula de “Paylor con el tér- 
mino complemenlario en forma de Lagrange: 


[0 (2) + E a — ld A ES 


x (oa E a — 29)". (1.2:5) 
Se tiene: 


AA (3) Mn) 3% |e—zp| y” 
¡E - |lr— 2 <= PET | 2— £o | =M( ==) , 
y, por consiguiente, el término complementario tiende a cero 
cuando R—=>00, si |z—x)|<óÓ. De esto se deduce que en el 
intervalo (13 —Ó, +6) la función f(x) se expresa en serie de 
potencias: 


13)=1) + ama A a 


es decir, es analítica en el punto zo. 

El criterio de analiticidad establecido en este teorema es satis- 
factorio en el sentido de su determinabilidad absoluta y su per- 
fección. Sin embargo, resulta muy incómodo para las aplicaciones, 
así como para las cuestiones teóricas, puesto que está basado en el 
conocimiento del comportamiento de las derivadas de cual- 
quier orden en cierto entorno del punto dado (desigualdades 
(1.2:1). 
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1.3. El mérito de Cauchy consiste en haber desarrollado los 
fundamentos de la teoría general de las funciones analíticas saliendo 
al campo de la variable compleja. Para las funciones analíticas 
esta salida se efectúa de un modo simple y natural. No hay más que 
generalizar los principios básicos de la teoría do límites al campo 
de los números complejos y observar que la serio 


a (TZ)... Fan (r—z) +..., 


que es convergente para todos los valores de la variable real z que 
cumplen la condición | x — zo | < p, sigue siendo convergente tam- 
bién para todos los valores «de la variablo compleja 2 = r + iy que 
cumplen la condición |2 — Zo | <P y, por consiguiente, dotormina 
una función de la variable compleja z que se puede considerar como 
la prolongación (0 generalización) de la función analítica 
de variable real al campo de los números complejos. Ya hace mucho 
que sc empleaban prolongaciones de este género. Estas son bien 
conocidas en el álgebra para el caso de polinomios donde, por cierto, 
no se necesitan estudiar las cuestiones do convergencia, sino que 
es suficiente establecer las reglas de las operaciones algebraicas sobre 
los números complejos, y también en el curso de análisis, por ejem- 
plo, para el caso de la función exponencial e*, donde de un modo 
semejante se deduce la fórmula clásica de Euler 


e*—cosx=+isenz. 


El mérito histórico de Cauchy, mencionado anteriormonte, no 
radica on que él comenzó a reemplazar en las series de potencias 
la variable real zx por la variable compleja z. Esto ya lo hacían 
antes, en el siglo XVII. Su mérito consisto en quo Cauchy fundó 
una teoría sistomática de las funciones de variable compleja, seme- 
jante a la teoría de las funciones de variable real (aquí tenemos 
en cuenta el análisis clásico), que incluye la teoría de límites, el con- 
cepto de descontinuidad, la derivada, la integral y la teoría do 
series. Con esto, quedó claro el hecho fundamental de que el concepto 
do función de variable compleja, analítica en un recinto G, es decir, 
de función que admite una representación de la forma 


' f (2) =4+4, (2-2) +... +an(2=2)" +... (1.3:1) 


en cierto entorno de cada punto z, del recinto (todos los números que 
figuran aquí son complejos y, en particular, reales), coincide total- 
monte con el concepto de función derivable en el mismo recinto. 
Uno de ellos implica ol otro, y la existencia de la derivada primera 
de la función f (z) da lugar a que la función sea desarrollablo en scrie 
de potoncias. Ya se vio en el apartado 1.2 lo complicada que es la 
relación entre la derivabilidad do la función y su analiticidad cuando 
nos limitamos solamente a valores reales de la variable indepen- 
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diente. La salida al plano complejo tione también mucbas más ven- 
tajas ante el estudio de las funciones en el campo real solamente. 
£n particular, aquí se observa que las propiedades de analiticidad 
309 pueden caracterizar también muy sencillamente considerando 
la integral de la función compleja f (2), o estudiando sus desarrollos 
en series de polinomios arbitrarios, etc. 

Esta pluralidad de propiedades y relaciones simples entre ellas 
sirven de verdadero fundamento de la teoría de las funciones analí- 
ticas de variable compleja, llamada también frecuentemente teoría 
de las funciones de variable compleja. Desde luego, las conclusiones 
/btenidas acerca de las funciones analíticas de variable compleja 
aclaran también, particularmente, las cucstiones roferentes a las 
funciones analíticas de variable real en las que se convierten las 
primeras funciones cuando los nÚmEeros 4p, . . ., Gu, -» +», Zo, Cn la 
expresión (1.3:1) son reales y a la variable z se le atribuyen valo- 
res reales. 

El presente curso está dedicado a la teo- 
cia de las funciones de variable compleja. 


$ 2. LOS NUMEROS COMPLEJOS 


2.1. Se suponen Conocidos por el curso de álgebra *) los nú - 
meros complejos, su representación geométrica y las ope- 
raciones con los mismos. Para facilitar la lectura, haremos aquí 
un resumen de las definiciones y conclusiones fundamentales rela- 
tivas a log números complejos. 

Todo número complejo es de la forma a + bi, donde a y b son 
números reales. El primero de ellos sc llama parte real, y el 
segundo, parte imaginaria del número complejo. Desig- 
nando a + bi mediante c, escribiremos: 


a=Rec y b=Imc, 


donde Re sun las primeras letras de la palabra latina realis (real) 
e Im son las primeras letras de la palabra imaginarius (imaginario). 
Dos números complejos se suponen iguales cuando, y sólo cuando, 
son iguales las partes reales e imaginarias por separado. Un número 
complejo con la parte imaginaria igual a cero: c =a + 0-1, se 
escribe así: c = a, y se identifica con el número real a. En particular, 
el número O + 0.í se identifica con el cero. Por lo tanto, los núme- 
ros reales representan un caso particular de los complejos. Un número 
<omplejo con la parte real igual a cero: c = 0 + b-i, se escribe 
así: c = bi. Si también b = 0, entonces, c es como antes igual a cero 
la =b =0). Si b0, el número c se llama imaginario 


*) A.Kurosch, Curso de digebra superior, Editorial MIR, Moscú, 1968. 


$ 2. LOS NUMEROS COMPLEJOS 17 


puro. Ln particular, cuando b = 1 resulta la unidad ima- 
ginaria: 1-¿=¿ En general, un número complejo a + bi 
sellamaimaginario, sisu parle imaginaria es distinta de coro. Por 
lo tanto, los números imaginarios puros representan un caso parti- 
cular de los imaginarios (que corresponden al caso, en que la parle 
real es igual a cero). 

Los números complejos forman un cam po*). Eslo significa 
gue para ellos están definidas las operaciones de sumar y multi- 
plicar, cumpliéndose las leyes conmutativa, asociativa y distributiva 


Y 
IZ1 
Y 
e ds 
T 
FIG. 1 


(para la multiplicación con respecto a Ja suma), y adomás, para 
la suma existe la operación inversa: la resta, y para la multiplica- 
ción, la operación inversa: la división. En otras palabras, las ccua- 
ciones 4 += by a-z='b siempre tienen solución con respecto 
a la incógnita x (esto último con lá condición complementaria de 
que a 0). 

Los números O y 1 se llaman cero y unida sd, respectiva- 
mente, del campo de números complejos. Desde el punto de vista de 
las operaciones en el campo de Jos números complejos, todo número 
imaginario puro bi puede ser 'interprectado como el producto del 
número rcal b por la unidad imaginaria ¿, y todo número complejo 
a + bi, como la suma del número real € y el número imaginario 
puro bi. | 

2.2. Lo más sencillo para representar geométricamente los núme- 
ros complejos son log puntos o los vectores del plano, en el que se 
ha clegido un sistema cartesiano de coordenadas rectangulares. 
Por imagen geométrica del número complejo e = a + bi se puede 
tomar con igual ventaja, tanto el punto de abscisa a y ordenada ) 
(cn este caso, el número a + bi se llama afijo de osle punto, 
que proviene de la palabra latina af fizus; que significa sujeto a algu) 
como el vector cuya proyección sobre el eje de abscisas cs igual 
a a y su proyección sobre el ejo de ordenadas, igual a b, 


*) O sea, un cuerpo conmutativo. (Nota del T.) 
2—1108 
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Empleando el idioma geométrico se puede hablar entonces del 
punto o del vector, en lugar de hablar del número complejo corres- 
pondiente. 

Conservando para la abscisa y ordenada las designaciones ordi- 
narias x e y, escribiremos frecuentemente los números complejos 
en la forma z= x + iy. El plano, cuyos puntos (o vectores) se 
ulilizan para representar geométricamente a los números complejos, 
lo llamaremos plano complejo, o bien z-pla no; cl eje 
de abscisas, eje real, y cl eje de ordenadas, eje imagí- 
nario. Está claro que los números reales se representan por puntos 
del eje real (o por vectores paralelos al mismo); los números imagi- 
narios puros, por puntos del eje imaginario (o por vectores paralelos 
al mismo), y, en general, los números imaginarios, por puntos no 
situados en el eje real (o por vectores no paralelos al mismo). Si 
un número complejo cs diferente de cero, su punto determinativo 
os distinto del origen de coordenadas. lón esle caso, para su determi- 
nación, además de las coordenadas cartesianas r e y pueden utili- 
zarse también las polares: el radio vector r > 0 y el ángulo polar (PD 
(que se determina salvo un cntero arbitrario, múltiplo de 2x). 

Con respecto al afijo del punto 3 = zx + iy, estos números se lla- 
man módulo y argumento, respectivamente, y se desig- 
nan del siguiente modo: 

r=|z|, M=AÁrg2. 


Para z=0 el módulo es igual a 0, mientras que el argumento 
no está definido (carece de sentido). 
Como, evidentemente, 


z=rcossb e y=rsen0, 


so tiene 
== 2 + iy =r (cos OD -+ ¿sen 0). 


Hemos obtenido la expresión de un número complejo en coorde- 
nadas polares (o, como suele decirse, la forma trigono- 
métrica del número complejo). Es comprensible que el módu- 
lo de un número complejo es al mismo tiempo la longitud del vector 
que representa a este número, mientras que el argumento, es el 
ángulo que forma este vector con la dirección posiliva del eje real 
(determinado, como siempre, salvo un entero arbitrario, múltiplo 
de 21). 

E los valores del argumento del número z =* O, existe uno, 
y sólo imo, comprendido entre —n y +x (posiblemente, incluyendo 
este último valor). Este se denomina valor principal 
del argumento y se designa mediante arg z. Así, pues, 


—n5NÁÚAIEz<n 
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y 
Árgz=argz+ 2nx, 


donde n recorre todos los números enteros (0, +1, +2, ...). 
Señalemos las relaciones: 


21=Va+y, 
o _/y 
lg (arg 2) =$ ; 


De esta última se puede sacar la conclusión que el arg z coincide 
con uno de los valores de Arctg z. Designando el valor principal 
de Arclg z , osea, el valor comprendido entre — 5 y 5 (incluyendo, 
pusiblemente, este último), mediante arctg 5 , lendremos: 

arg 2=arctg + ; si z>0, 
argz=a pargl, si 20, y 0, 


argz=—a+artgH, si z<0, y<0, 


argli=>, si z=0, y >0, 
arg2=—=3. si z=0, y<O. 


Los números complejos + iy e x — iy se llaman conju- 
gados (entre sí). Estos se representan por puntos simétricos con 
respecto del eje real, y son iguales entre sí sólo cuando son números. 
reales. Si x + ty = z, el número conjugado con éste se designa. 
mediante z: 2 — iy = 2. 

Como el conjugado con r — iy es zx + ly, resulta (2) = z. 

De Ja definición misma do números conjugados se deduce que sus 
módulos son iguales y los valores de sus argumentos se obtienen 
uno del otro permutando sus signos, o sea, son opuestos. Obsérvese, 
por otra parte, que siz= zx <0O0, entonces, 2 = x < 0, y los valores 
principales de los argumentos de los números z y z son igualcs 
entre si: 

AIEZ=AIBZ=1. 

2.3. Las operaciones sobre los números complejos se efectúan 

según las siguientes reglas: 


24 +22 = (21 + 22) + i (y, + ya), 


24-22 = (T¿T2 — Y; Yo) + i(ToYo + ToY 1), 
2e 
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de donde so obtienen las reglas para las operaciones inversas: 


34 — Z2¿= (21 —Y2) — 1 (Y, — Yo), 
1 HR y UR (tel) 
.2 2 > 


23 + y 


Si los números complejos 2, y 22 vienen expresadus cm coorde- 
nadas polares 


2, =r,(c05 DP, +¿senQ,), 22=ry¿(cos DM, + ¿sen Do), 


las reglas de la multiplicación y división proporcionarán los 
siguientes resullados: 


z "Za =rir2 [cos (0D, + Doa) + ¿sen (0, + Do)]. 


e = + cos (D,— 04 ¿sen(D, —0)] (1240). 


os decir, al multiplicar dos números complejos se mulliplican sus 
módulos y se suman sus argumentos, mientras que al dividirlos 
se dividen sus módulos y se restan sus argumentos. 

Todas estas operaciones tienen un significado peométrico sen- 
cillo. Representando z, y zz por vectures del plano complejo sacamos 
la conclusión de que la suma z, + z2 $e represénta por la diagonal 
del paralelogramo construido subre los vectores z, y 22. Para repre- 
sentar geométricamente la diferencia es conveniente representar 
los puntos z, y z2 por puntos (o, lo que al fin y al cabo se reduce 
a lo mismo, por vectores que parten del origen de coordenadas). 
Entonces, la diforencia'2, — z, se representará por un vector cuyo' 
origen coincide con el punto z2 y su extremo, con el punto'z,. Do 
aquí se deduce que el módulo de' lu''diferencia | z, — 22 ] es igual 
a la distancia entro los puntos z, y Z2; esta observación resulta muy 
útil, En particular, la ecuación |z2 — Zo | = p representa una cir- 
cuuferencia con centro en zy y de radio p; la desigualdad.| 2 — 2 | <p 
representa cl interior de esta cireunferencia. toa 

-. La suma de unos cuantos números complejos se representa por un 
veclor que cierra la poligonal construida con los vectores que repre- 
sentan a los sumandos. Í 

Mediante el significado gcofifélrico indicado de las ovperaciones 
de adición y sustracción (o bien, directamente, es decir, de un modo 
puramente algebraico) se establecen unas desigualdades muy impor- 
tantes que permiten acotar el módulo de la suma o el módulo de la 
diferencia de números complejos. Estas son: - 


[aba to cell elza la - 1 2n), 
¿lu a 20.73] —]|22]). 
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En cada una de estas desigualdades se alcanza el signo de ¡igual- 
dad cuando, y sólo cuando, los argumentos de los números complejos 
21. Zo, - » +, 2, son iguales entre sí, es decir, cuando los vectores 
correspondientes son paralelos a una misma recta y Jlevan una misma 
dirección. 

Obsérvese que, para expresar el módulo de la suma de unos cuan- 
tos números complejos por estos números, frecuentemente proceden 
del siguiente modo. De la regla de multiplicación de los núineros 


complejos se dednce que 2-2=x*4+4 y? =|2]|?, 09 decir, [2] = 
= Via + y). Haciendo aqui 2 = 2, +22 +... + 2, y Obser- 
vando que enlonces Z2= Zi 7 Z22+> ... + Zn, Oblenemos: 

12] A | 2, +Z2-l ... - Zn | — v + (Z, za .. E 271) (2, + + Sei + Zn). 


Kste es el resultado que se necesita. 

Tal significado geométrico de la multiplicación se observa inmos 
diatamente de la regla enunciada anteriormente. Precisando, el 
vector que representa :al producto 2,-22 se obtiene del veclor z, 
haciéndole gicar un ángulo igual a Arg z, (cs decir, igual a uno de los 
valores de Arg z2), y alargándolo, o sea, cambiando su longitud 
zz | veces. En particular, a la multiplicación por un número com- 
plejo z2, cuyo módulo es igual a la unidad: 


Zo = cos Da + ¿sen Da, 


corresponde sulamente una rolación del veclor z, alrededor del 
origen do coordenadas on el ángulo 0). 

De un modo análogo se interpreta el significado geométrico de 
la división. De las reglas de sustracción y división se deduce inme- 
diatamente que el ángulo bajo el que se ve desde el punto zo el par 
de puntos z, y Zy, es jgual (salvo un entero múltiplo de 21) al argu- 
mento del cociente de las diferencias z, — Zo Y Za — Zo 


Arg=— + 
sa —¿ 

Aquí hemos tomado 2, — zp por dividendo y 22 —2p por divisor. 
Esto corresponde a suponer que el ángulo con el vértice on el punto 
zy 88 calcula desde el vector za — Zp hasta el vector 2, — Zy €n direc- 
ción contraria a la del movimiento de las agujas del reloj. 

Detengámonos, finalmente, en las operaciones de elevación a po- 
tencia y extracción de raíz. Como ordinariamente, por potencia de 
un número complejo z, siendo natural el expononto rn, se entiende 


el producto de n factores, cada uno de los cuales es jgual a 2. 


*) Mediante ar desígnamns el valor positiva de la raíz de grado » del 
número positivo r, es decir, el valor aritmético de la raíz. 
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Si 
3=r (cos D + ¿sen 0), 
de aquí se deduce que 
2" == r" (cos nQU + ¿sen nO); 
para r=41, obtenemos: 
(cos YD + í sen WM)” = cos nO + i sen nQ 


que es la fórmula de Moivre. 

El lector puede convencerse fácilmente de que la regla de ele- 
vación a una potencia (en particular, la fórmula de Moivre) con- 
serva su valor también para cualquier exponente entero m, si se hace 


do poa 


gm 


Se llama raíz vz de grado nr (n es natural) del número com- 
plejo z cualquier número complejo € que satisfaga a la ecuación 
En=3; 
Si z=0, se tiene ¿=0. Si 230, haciendo las notaciones 
z==5r(cos DY ¿son 0) y [=p(cos A + ¿sen A), obtenemos: 
p" (cos nA + ¿senrA) =r (cos MD + ¿sen D), 
de donde 


nA=0-+lkn =Argz, E, 


Por consiguiente, 
t=Vzi=VY +r (os SE + 1 sen Mer : ) y 


Para unos mismos valores de z y n se pueden obtoner distintos valo- 
res de la raíz, tomando valores del Arg z que se dilerencien entre 
sí on 2kx, donde k no es divisible por r. Por ejemplo, considerando 
los siguientes valores del Arg z: 


argz, argz- 21, ..., argz+2(n—1)1, 


hallamos n valores distintos de la raíz, con los cuales sc agotan 
todos sus valores posibles, puesto que cualquier valor del Arg z 
se dilerencia de uno de los olegidos previamenle en un número 
de la forma 2mnx1, dunde m es un número entero. Así pues, la raíz 
de prado n del número z tiene n valores distintos (siendo z =* 0), 
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que están contenidos en la fórmula: 
Arg : LL ¿sen Arge ) 
n n 


YE ¿772 (cos 
Al valor de y 2, AN A 
p! 2] (cos HE2 AE + ¿sen E ), 


llamaremos valor principal de la raíz y lo designareimos 


mediante V +2 (cuando z es un número roal positivo, su valor 
principal coincide con el valor aritmótico). 
Como Arg z = arg 2 + 2ma = arg z + Arg 1, se ticne: 


Sy : 2d 
ny Arg + O , 28) ES 


Vo pPzl 21 (cos 
=[Y.12) ( cos EZ +4 ¿sen “EZ pa 
Xx da ) + vz Y Y, 


o sea, todos los valores de Y z se pueden obtener del principal mul- 
tiplicando este último por Jos valores distintos de la raíz del mismo 
grado de la unidad. 

Finalmente, inlroduzcamos la potencia con un exponente racio- 
nal arbitrario haciendo por definición: 


yz)" 


21 = (yz 


(nm es un número entero, n es natural, m y rn son primos entre 


si). Entonces, tendremos: 
Arg: Arg < di 
2 + 20m Á18=7) 


qn = ( Vaz [ cos 
= (y +» 2) . (cos HH Arg 24 ¿sen — Argz) : 


m 
e. e id LA MN . NR -—— 
Si convenimos en entender por |z|* el número positivo y 4] 2)”, 
la última relación se escribe asi: 


e 


oc 
m : m 
a “ s poa » eo — ¿Y )' 
2% <|z|% (eos > Argz+ ¿sen ; drgz). 


Proponemos al lector comprobar que la definición de potencia 
con exponente racional mediante la igualdad 


Da a yz" 


cs cquivalente a la anterior. 
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$ 3. CONJUNTOS Y FUNCIONES. “PEORIA DE LIMITES. 
LAS FUNCIONES CONTINUAS 


3.1. A continuación, hablando de números complejos, empleamos 
el idioma geométrico. Por lo tanto, el estudio de diversos conjuntos 
de números complejos se reduce al estudio de dislintos conjuntos 
do puntos en el plano. 

Seca E un conjunto de puntos del plano z. Suponemos que éste 
no es vacio, es decir, que contiene al menos un punto y que, en gene- 
ral, es un conjunto infinito de puntos. Si a cada punto z € £*) 
se lla puesto en correspondencia algún conjunto de puntos no vacío 
6,, se dice que en E está definida (o determinada) una función 
para la cual los puntos 3 € E representan los valores de la 
variable independiente (o del argumento) y los pun- 
tos de £,, los valoros de la función. Por ejemplo, 
Arg z 0s una función definida en el conjunto de todos Jos puntos del 
plano, distintos de cero, y el conjunto 8, está formado aquí por 
los números arg z + 2kx (k = 0, +1, +2, .. .). 

Ein nuestra definición se supone que, en general, las Íunciones, 
son multiformes. Si cada 8, contiene solamente un punto, 
vblenemos una función uniforme. , 

Designemos los valores do la función medianle w = u — ie. 
Entonces, las funciones definidas en £ se pueden representar en la 
forma w=Jf(2), w=F (2), w=0(), ... (¿€ E); por cierto. la 
indicación del conjunto X se puede omitir siempre que esto no dé 
lugar a incompresiones. Como z toma valores complejos que. gene- 
ralmente, son imaginarios, se dice que so rata de funciones de 
variable compleja. 

Particularmente, todos los valores de la función pueden scr 
reales: w = u (o = 0). En esto caso, la función de variable compleja 
puede considerarse comu una lunción de dos variables reales, x e y, 
que toma valores reales u. En efecto, si al complejo 2 = x -| ty 
“e ha puesto en correspondencia el número (o los números) 1, esto 
significa que al par de números reales : e y se ha puesto en corrus- 
pondencia el número real u. 

Veamos el caso general. Como todo número complejo w se deter- 
mina por su parte real y su parte imaginaria e, dofinir una función 
w x= f(z) en el conjunto £ significa definir en este mismo conjunto 
dos funciones do dos variables reales x e y: u = q (x, y), v == y (x, y). 
Rociprocamento, si en el conjunto E están definidas dos funciones 
u=4 (2, y) y V=Y (z, y), que toman valores reales una inde- 
pendientemente de la otro, entonces, queda definida también una 


*) Escriblinos 2 € E para decir que z es ua punto del conjunto E (z perte- 
nece a E). 
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función compleja: , 
v=u+iv=p(", y + iplz, y) =f (2). 
Por ejemplo, teniendo la función do variable compleja 
w=2= (24 y) =x —y? + 2xiy, 
tenemos a la vez también dos funciones reales de x e y: 
u=ai—y? y v=2xy. 


A las dos funciones reales: u=x?*—y?, r=e td corresponde 
la función de la variable compleja 2 =x-— iy: 


w=u4+i6=(23— y?) + ie? +31 — f (2). 


Istas observaciones mucstran que toda la teoría de la [unción 
de la variable compleja z se podría inlerpreTar como la Leoría de los 
pares de Iunciones de dos variables reales r o y. Á veces, utilizaremos 
esta interpretación. 

De lo anterior so deduce que el conceplo de función real de dos 
variables reales es un caso particular del concepto de función de 
variable compleja. Del mismo modo, el concepto de función real 
de una variable está contenido en el concepto de [unción de variable 
compleja como un caso particular. Para obtenerlo, es suficiente 
suponer que el conjunto E está siluado en el eje real (entonces, 
z = y) y que los valores de la función son números reales (w =. 1). 

A continuación, hablando de funciones tendremos en cuenta las 
funciones do variable compleja. 

3.2. Supongumos que £ es el conjunto de lodos los números nalu- 
ralos: 1,2,3,4, ..., 2, .. . Toda función uniformo definida en E 
se llama succsión, y sus valores, términos de la sucesión. 
Designándolos mediante wW;, l0z, . . ., ny «. -, de modo que to, 
corresponde al valor z = », denoloremos la sucesión mediante el 
símbolo (19, ). Si /1, kz, 3, . . . es algún conjunto infinito de núme- 
ros naturales (distintos entre si), los términos correspondientes de 
la sucesión (10, ) : Wnt, har Wiigr + + +» Wkno - - -» 10rman una nueva 
sucesión (ws, ) que, con respecto a la sucesión (w,) se denomina 
sucesión parcial (o contenida en (10, )). Así, por ejemplo, 
Uy, Uz, «. . .,», 2h -f) - > -> Wa, Uy, lg, Wg, . - -+ Uk, » +.» Uy, ls, 
Wgr - +» Ujls + + -. Son distintas sucesiones parciales de la suce- 
sión (ur). 

Sea zo algún punto dol plano. Cualquier círculo que conlenga 
en su interior a este punto, se llama entorno del mismo. In 
particular, todo círculo con centro en z7, se denomina entorno del 
punto Zo: |z— 20] <p (p > 0). 

El punto zp se llama punto de acumulación de 
la sucesión (fw,), si para cualquier entorno del punto zp 
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existe una sucesión parcial (w,,) cuyos términos todos pertenecen 
a este entorno. Por ejemplo, el punto O es un punto de acumulación 


1 1 


para la sucesión 1, + Ph los puntos U y 1 son puntos 


de acumulación para la sucesión 0, 1,0,1,0,4, .. .. (para el punto O 
la sucesión parcial que figura en la dofinición de punto de acumula- 
ción está formada por los términos de índice impar: 0,0,0,0, ....; 
para el punto 1, por los términos de índice par: 1, 1,4,4,...). 


FIG. 2 


Obsérvese que, si (u,,) es una sucesión parcial de la sucesión 
(0, ), y (Wan) es una sucesión parcial de la sucesión (w, ), entonces, 
(w;,) cs una sucesión parcial de la sucesión (w,). De aquí se deduce 
que todo punto de acumulación de una sucesión parcial cs también 
punto de acumulación de la sucesión misma. Lo recíproco puede no 
ser cierto, como muestra el ejemplo 0, 1,0,41, ..., donde la suce- 
sión parcial 0, 0, 0, .. . tiene solamente un punto de acumulación, 
mientras que la sucesión misma tiene dos puntos de acumulación. 

Se dice que una sucesión (w,) es acutada, si existe un entor- 
no del origen de coordenadas que contiene todos los términos de la 
sucesión, es decr, si existe un p > UÚ tal, que | w, | <p (n= 1, 2, 
3, . . .). Demostremos ahora el siguiente teorema: ó 

Teorema 1. (Principio de Bolzano-Weier- 
strass para las sucesiones). Toda sucesión acotada 
(w, ) tlene al menos un punto de acumulación, 

Demostración. Sea D), un cuadrado con los lados para- 
lelos a los ojes coordenados y con el centro en cl origen de coorde- 
nadas que contenga a todos los términos de la sucesión. Los ejes 
«coordenados le dividen en cuatro cuadrados, al menos uno de los 
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cuales, sea éste Dz, contiene en su interior o en sus lados un conjunto 
infinito de términos de la sucesión. Dividiendo a éste en cuatro 
cuadrados iguales obtenemos un nuevo cuadrado Dz, que contiene 
un conjunto infinito de términos de la sucesión (fig. 2). Continuando 
estos razonamientos, hallaremos una sucosión de cuadrados encajados 


D¡>DI3D3>D,>2D5>9D85>2...>DD,>...", 


cada uno de los cuales contiene en su interior o en los lados un con- 
junto infinito de términos de la sucesión. 

Sus proyecciones subre los ejes x e y forman dos sucesiones de 
segmentos encajados 


didiodi... AMD... 
o E e Le Ph eo Y o ero 


que se ciñen a los puntos E y y, respectivamente. El punto E per- 
tenece a cada uno de los segmentos d,,, el punto n, a cada uno de los 
segmentos 6,; por lo tanto, el punto 7 = E + im pertenece a cada 
uno de los cuadrados D,. Demostremos que £ es un punto de acu- 
mulación de la sucesión (w, y. Jin efecto, cualquiera que sea el entor- 
nv U:|¡z— ¿£]<p del punto £, es posible elegir n tan grande que 
el cuadrado D, esté completamente contenido en JU. Para esto cs 
suficiente exigir que la diagonal dol cuadrado sea menor que p. 


Pero su longitud es, evidentemente, igual a om donde les la lon- 


gitud del cuadrado D,, y nuestra condición se cumplirá si 5 < p. 


Como D, contiene un canjunto infinito de términos de la sucesión 
fw, ), también U contendrá un conjunto infinito de éstos, de donde 
so deduce que ¿ es un punto de acumulación de la sucesión (v,,). 

1 toorema queda demostrado. 

Una sucesión acotada (w,), que tiene solamente un punto de 
acumulación zp. se llama convergente, y Zo se llama lí - 
mite de la sucesión. 

También se dice que (w, ) converge a 3, (o hacia zp) y se denota 


así: W, — Zy para n -> oo (o, cuando 2 —> 00), 0 bien, lim (0, = Zo. 
N 00 
Evidentemente, toda sucosión parcial (tn, ) de una sucosión 


convergente (w,) converge al mismo límite zo. Jón efecto, (tr, ) 
es acotada, puesto que cs acotada toda la sucesión (w,); por con- 
siguiente, (según el teorema 1) (01, ) biene al menos un punto deu 
acumulación. Pero los puntos de acumulación para (w,,) son a la 
vez puntos de acumulación para (w,); por esto, (w», ) tiene sola- 


2) Escribimos: D, 1 DP, queriendo decir que D,_, contieno a D. 
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mente un punto de acumulación zo, de donde so deduce nuestra 
afirmación. 

Demostremos que (w, ) converge a 3, cuando, y sólo cuando, cual- 
quier ontorno del punto zo contione todos los términos de la sucesión 
(w,, ) comenzando desde uno de ellos; en otras palabras, si para cual- 
quier p > se cumplen las desigualdades: | uw, — Zo | <p para 
n > N (p). 

En efecto, supongamos que (w, ) converge u zp. Si, para cierto 
p > 0, en ol exterior de la circunferencia |z — 2 | =p, O €n esta 
misma circunferencia, tay un conjunto infinito de términos de la 
sucesión (Wp): Wyy, Wnzs Wngr «+ <1 Wnya ++ + (LAIA 
co. << ...), éstos forman a su vez una sucesión que, al 
igual que la sucesión dada, será acolada. Por consiguiente, según 
el teorema 1, ésta liene que tener al menos nn punto de acumulación 
21. Pero 2, + Zg, puesto que el entorno |z — zo | < p del punto zo 
no contiene ningún punto de (w,, ); por otra parte, z,, siendo un pun- 
Lo de acumulación para (ón, ), ticue que ser también un punto de 
acumulación para toda la sucesión (vw, ). 

Flenos obtenido un punto de acumulación de (w,), distinto de 
Zo, lo cual contradice a la hipótesis. De aquí se deduce que, en el 
caterior de lu circunferencia |z— zp | =p y en la circunferencia 
misnia, solamente puede haber un número finito de términos do la 
sucesión (t,), y que, por consiguiente, lodos los Lórminos de esta 
sucesión, comenzando desdo ciorto númoro, están situados en el 
interior de Ja circunferoncia. 

Así, pues, la condición mencionada es necesaria para la conver- 
gencia de la sucesión. Pero ésta es también suliciente. En efecto, 
la sucesión (tw,), para la que se cumple esta condición, es acolada, 
puesto que todos los puntos do (tw, ), comenzando desde uno de ellos, 
ostán situados en el interior del círculo | 2 — z¿ |< 1 (aquí p = 1), 
y siempre se puede tomar un entorno del punto z = Ú de un radio 
tan grande que incluya también «]l circulo | 2 — z¿ | < 1, así como 
a los puntos (w,) (quo hay una cantidad finita de ellos), que no 
están situados en el interior del último círculo. En virtud del tco- 
rema 1, la sucesión considerada tiene que tener al menos un punto 
de acumulación. Pero, ningún punto z,, distinto de Zo, puede ser 
punto de acumulación de esta sucesión. En efecto, tomando p < 


Í A . da e 
< 712% — 20 ly observando que sólo un número finito de términos 


de la sucesión (w, ) puedo estar situado fuera del círeulo | z — 2, | < 
< p, hacemos la conclusión de que solamente un número finito 
de ellos está situado en el circulu jz— z, | <p. Pero esto signi- 
fica que z, no es un punto de acumulación. Por lo tanto, zp es el 
único punto de acumulación de la sucesión (tu, ), es decir, (wn) con- 
verge hacia Zp. 
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Demostremos que cualquier sucesión acotada (w,) posee una 
sucesión parcial convergente. Sea, en efecto, z, un punto de acumu- 
lación de la sucesión (20, ) (Lal punto existe en virtud del Lleorema 1). 
iintonces, cualquier entorno del punto z¿ contiene un conjunto 
infinito do términos «,. Consideremos ol entorno |z— zo | < 1 
y E8a In, Un punto” euqulers situado en esto entorno. “Tomemos 


luego el entorno |z — zp |< as , y del conjunto infinito de términos 
w, contenidos en é), tomemos un término 4, con un subindice mayor 
que a, Supongamos que ya homos tomado los términos W.,,, laz, +. - 
co. Uns situndos respectivamente en los entornos: | 2 — zp | < 1, 
la—ri<y. Ls laz ls y tales que n< nm < 
Zn... <a. Ertoncos, entre cl conjunto infinito de tér- 
minos de, situados en el entorno |z— zo] < 3 y Lomaromos 
por 10,, , Un término cualquiera con el subíndice mayor que r4. 
Por lo tanto, existo una sucesión parcial (,,) de la sucesión (1, ) 


Í 
L.-* 

Evidoutemente, todos los Aros de esta sucesión, cuyos sub- 
índices 2, cumplen la condición A sE , están sitnados en el entorno 


tal, que | wn, — Zo | 


z — zo |< p. De aquí se deduce que (00, converge hacia Z., 0 SCa, 
(w, ) posee una sucesión parcial convergente. 

Veamos un crilerio de convergencia que no se basa en el cono- 
cimiento del límite de la sucesión (eriltorio de Cauchy). 


Teorema 2. Para que una suceslón (w, ) sea convergente, es 
necesario y suficiente que, para cualquier e > ( exista cierto N (e) tal, 
que se cumpla la desgualdad | tt. — y, |< € para todos los n > 
> Y (€) y cualquier número natural P. 


Demostración. La condición es necesaria. Jin efeclo, 
si (10, ) converge hacia un límite zg, so tiene 


/ ¡Wa — 4 1<+ 
para n>N (e) y, por consiguiente, 
| n+p— 20] < + 
para los mismos valores de r 
los p. De aquí que 
| 2n — Wn+p | = | (Un — 20) — (tng p — 20) | << | 10n— 201 — [1054 p — 20 | < e 
para.n>>N (8), cs decir, $e cumple la condición. 


y para cualesquiera números natura- 
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Demostremos ahora que esta condición también es suficiente 

para ln convergencia. En efecto, tomando e= 4, obtenemos 
| y — Ugg p | << 1, 

comenzando desde cierto valor de n. Fijando uno de tales n, por 
ejemplo rn = ny, obtenemos que | tn, — ng |< 1, es decir, todos 
los puntos War Unp+2, - - - están situados en el círculo de radio 
1 con centro en el punto 1w»,. 

Tomando ahora un entorno |z | < p del origen de coordenadas 
que contenga el círculo indicado y también todos los puntos w,, 


— 
$2 -zol 


FIG. 3 


Wz, . . .1+ Wng, Obtenemos un entorno que contiene todos los tér- 
minos de la sucesión, de donde se deduce que (w,) es una sucesión 
acotada. Por consiguiente, según el teorema 1, ésta tiene al menos 
un punto de acumulación. 

No queda más que demostrar que no pueden existir dos puntos 
de acumulación distintos. Supongamos, por el contrario, que zo 
Y 21, Zo + z,, son dos puntos de acumulación de la sucesión (tw,). 


Haciendo e = + z, — Zo], hallamos que las desigualdades 


| — Eng p |< a |z,—20 | (3.2:1) 


se cumplen comenzando desdc un valor de r suficientemente grande: 
n>N. Por otra parte, cada uno de los entornos 


1 
[20 < |) y [122] <= |21— 2o] 


de los puntos zp y 7, tiene que contener un conjunto infinito de 
términos de la sucesión (w, ). Sea tw, un término de subíndice mayor 
que N, perteneciente al primero de estos entornos, y Sea Whny+o 
un término perteneciente al segundo entorno. Entonces, evidente- 
mente, (fig. 3), z 


1 
| ny — Pro+po | > 37 121 —2o1, 


lo cual, sin embargo, contradice a la desigualdad (3.2:1). De esta 
contradicción se deduce que (w,,) posee solamente un punto de acu- 
mulación, es decir, es convergente. El teorema queda demostrado. 
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3.3. Hagamos tt, = Un + i0,, donde u, y Y, son las partes real 
e imaginaria de w,. Entonces, junto con la sucesión de números 
complejos (w,), oblenemos dos sucesiones de números reales (u, ) 
y (vn). 

Demostremos la siguiente proposición. 


Teorema. Una sucesión (w, = Un + iv) converge hacia el 
limite Zo = Lo + iYy cuando, y sólo cuando, las sucesiones de núme- 
ros reales (un) y fun) convergen hacia los limites y e yo, respecti- 
vamente, 


Demostración, Supongamos que lim tw, = 2; entonces, 


para cualquier e > 0, la desigualdad | w, — zo |< e se cumplirá 
para n > N (e) Pero 


| en — To | =| Re (10, — 20) | < | 101 — 2p | 
y 
| Un — Yo] — | Um (207 — 20) | < | u0n — Zo); 
por lo tanto, para rn > (e) se cumplen las desigualdades 
|un—xp| <e y [un—yYyo|< e, 
de dende se deduce que 


lim un = Zo y lim 0, = Yo- 
n—=o00 N => 00 


Reciprocamente, si se sabe quo 
lim Un = To Y lim Un = Yo. 


n > 09 N -+ 00 
entonces” para cualquier e >>0 se cumplen las desigualdades 
[u—2 | <= y lin—yol << 
para n>N (e). Pero 
| on — Zo | =| (tn — Za) 3 E (Un — Yo) | E | Un — Zo | +1 Un — Yol; 
por consiguiente, 
| tn —Zp | < € 
para n>> N (e), de donde se deduce que 
lim 1Dn = Zo. 


TN -» 09 
J:l teorema queda demostrado. 
Un virtud de este teorema, cualquier cuestión acerca de la con- 
vergencia de una sucesión de números complejos es equivalente al 
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problema do la convergencia do dos sucesiones de números reales. 
Por ollo, por ejemplo, las proposiciones conocidas sobre el Jímite 
de Ja suma, diferencia, producto o cociente de dos sucesiones con- 
vergentes se extienden sin cambio alguno al caso de sucesiones de 
términos complejos. Precisando, si las sucesiones pl y (wn) con- 
vergen hacia los límites z, y 2,, las sucesiones (w;, 4: 1), (10, — Un), 
(to; - 0) también convergen hucia los límiles 2, Z/, 2, — Zp 
Z,*Z,, respectivamente. Si w,=>£0 (n =1, 2, ...) y 2,340, la 
sucesión (5 también es convergente y su límite es igual a 2 


. 0 
LA 
UV” +0 


Obsérvese que la proposición expresada por el último teorema 
so podría tomar por definición de convergencia de una sucesión 
de términos complejos. Entonces, todos los teoremas del precedente 
apartado se podrían deducir de los teoremas correspondientes sobre 
las sucesiones do números reales. 

Para resolver el problema de la convergencia de la sucesión 
fu, ), en lugar de considerar las sucesiones de las parles real e imagi- 
naria (u,) y fo,), se pueden considerar las sucesiones de Joy mó- 
dulos y de los valores principales de los argumentos: ( | w, |) 
y (arg uw,). Por ejemplo, esto resulta convoniente al estudiar las 
sucesiones que convergen hacia cero, puesto que, para que una sucé- 
sión de números complejos (:w0,) tienda a cero, es necesario y snti- 
ciente que tienda a cero la sucesión de los módulos [ | w, |). (En 
este caso no hace falta cxaminar la sucesión (arg (0,); ésta pue- 
de ser incluso divergente.) Para convencerse que es cierto lo 
dicho, es suficiente observar que cl cumplimiento de la desigualdad 
[to, —0|= |] tu, |< e para n > N (e) significa, simultáncamente, 
la convergencia a cero, tanto de la sucesión de los números complo- 
jos (w,) como de la sucesión de los números reales ( | w, |:). 

En ol caso general, la convergencia simultánea do las sucesiones 
(jaen | y farg vw, ) es suficiente para la convergencia dela sucesión 
(e, j; además, si lim Jiw, | ="r y dimarguw, = q, Cnbonces, 


rw n=) 


lim us, -- r (cos q 4- ¿sen q). En efecto, Lenemos: u, = He (w,) = 


N_N 

== | 10, | Cos (arg tn), 0, = Im (u,,) = | tw, | son (arg wr); por lo 

tanto, limu, = liml | w, | cos (arg w,)l =rcos q y  limv, = 
> 


N—00 n=0 1.00 
= lim [ | u, | sen (arg w,)] = r sen (q, de donde se deduce la afir- 


N-rnM9 


mación pedida. , 
Recíprocamente, si la sucesión (w,) es convergente, también lo 
es la sucesión de los módulos: (|tw, |). En efecto, |u, | = 


= V ul + 1, y como las sucesiones (u,.) y fu,) son convergentes: 
lim un =u, limv, =v, existe también el límite: lim fw, |, 


M0 n>0% N=> 0 
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igual a Vu? — ul, Obsérvese que la sucesión de los argumentos 

[arg w, ) de una sucesión convergente (w,) puedo ser divergente 

incluso cuando lim w, y 0. Supongamos, por ejemplo, que w, = 
N.D 


= —1 + (y . En este caso, 


N > 00 


1 1 
Arg Us, = 1 — arctg 73 y ATg arq = — TU Parc 77 , 


está claro quo la sucosión (arg w,) es divergente. No obstante, se 
puede hallar unn sucesión convergente de valores Arg w,. Designe- 
mos, para esto, mediante (pn el valor Arg w, comprendido entre 0 


FIG, 4 


y 21: 0< q. <2r. Entonces, evidentemente, tendremos que 


Por = 1 — arctg 5Y Y P2h+1 = TU + arctg FT: La sucesión ([q,) 
converre hacia el límite x. 
Si, en general, lim w, = w> 0 y q es alguno de los valores del 
NOD 


Arg w, entonces, comenzando desde cierto valor do r= N, 
todos los puntos de la sucesión (w, ) estarán situados dentro del ángu- 
lo formado por los rayos cuyos ángulos de inclinación con el eje z 


son q — = y + 5 . y que contiene al punto w (fig. 4). Por lo 


tanto, para los argumentos Arg Wy+1, ÁTE Wy+2, . . ., 88 pueden 
tomar los valores Pr +1. Py+2+ - - - que cumplen las desigualdades 


Pri — Q |<. Tomando para Arg w, ..., ATI Wy, . . - SUS 


valores Qi, .- -, Pnr - - -, Se puede afirmar que la sucesión (q, ) 
es convergente y su límite es igual a y. En efecto, para cualquier e, 


Ó<e< 5 , 3€ puede indicar un NV, (e) > N tal, que los puntos de 


31109 


34 CAF. 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


la sucesión (w,) cuyos subíndices sean mayores que N, (e) estarán 
situados dentro del ángulo formado por los rayos cuyos ángulos de 
inclinación con el eje real son iguales a p — 8 y Y + €, y que con- 
tiene al punto w. Para ollos, los valores «p, están comprendidos 
entre los límites p — € <Q. <Q + 8, €s decir, para n > Ñ, (e) 
so cumple la dusigualdad | p, — p | < e, de donde se deduce que 
lim Pa = Y. 
n —» 00 
Obsérvese que, cuando w 74 0 no es un número real negativo, se 
pucden tomar por p y Q, los valores principales del argumento. 
Entoncos, tendremos: 
lim argw,=arguw, 
Nn +00 
Así pues, si la sucesión (w,) es convergente y su límite we 0, 
entonces, para cualquier valor q = Arg vw existe una sucesión de 
valores p, = Arg w, que converge hacia Arg w. Precisamento en este 
sentido entenderamos a continuación la expresión lim Arg w, = 
N -400 


= Arg w. Cuando w => 0 no es un número negativo, en particular, 
tendremos: | : 
lim argu,n=argu. 


N > 00 


Proponemos al lector demostrar como ejercicio que, si lim w, + 


n-+00 
3 0, entonces, cualquier sucesión de valores sp, = Arg w, que 
cumpla la condición | Pr +1 — Pa | < x desde cierto valor de n =N, 
sorá convergente (claro, hacia uno de log valores y = Arg w). 
3.4. Apliquemos los resultados obtenidos al problema de las 
series de términos complejos. 


Sea 
WFWM+... +FUAH+... (3.4:1) 
una serie de términos complejos y 
(sn =w¡+.. . + wn) (3.4:2) 


la sucesión de sus sumas parcialos. Según la definición, 
la serie se llama convergente si es convergente la sucesión 
de sus sumas parciales. El límito de esta sucesión se llama suma 
de la serie. Si s = lim s,, escribimos: 


T-+00 


0, + Warbooo hwW»r+...=8. 


Una serio que no es convergente, se llama divergente. 
Haciendo W, = Un + i0n Y Sn = O. + itn=(u +... +u.)- 
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+ i(0 + ..- + 4,), según lo anterior, obtendremos que la serie 
(3.4:1) es convergente cuando, y sólo cuando, son convergentes las 
dog sucesiones: 


A A A 


Pero estas últimas son Jas sucesiones de las sumas parciales 
de las dos series de términos reales: 


Ut+tue+... Fun... (3.4:3) 
A E (3.4:4) 


De este modo, una serie de términos complejos es convergente 
cuando, y sólo cuando, son convergentes las series formadas por 
las partes reales e imaginarias de los tórminos de la serie dada. 

Además, si las sumas de las serjes (3.4:3) y (3.4:4) son iguales 
a O y T, respectivamente, es decir, 

lim (u+... +8€n)=06 y lim (+... Un)=7, 
n-> 00 


N -— 00 
se tiene, 
s= lim (w¡4-... +2) =04¿t, 


n -—» 0D 


o sea, Jas sumas de las series (3.4:3) y (3.4:4) son, respectivamente, 
las partes real e imaginaria de la suma de la serie (3.4:1). 

Aplicando el criterio de Cauchy a la sucesión de Jas sumas par- 
ciales (3.4:2) y observando que 


Sn4+ p — n= Un+s a Un+ps 


obtenemos Ja siguiente proposición: 

La serie (3.4:1) es convergente cuando, y sólo cuando, para cual- 
quier e > 0 existe un N (e) tal, que para cualquier n > N (2) y para 
todos los números naturales p, se cumple la desigualdad 


[Wrrh-.- hUnep| <2- 
En particular, de aquí resulta que la condición lim w, = O es nece- 


n-» 00 


saria para la convergencia de la serie. 
La serie (3.4:1) se llama absolutamente conver- 
gente si es convergente la serie de los módulos de sus términos: 


les ]+Hlwe +... +Hlunte o. (3.4:5 
Como 
| Un +... A [Wa] +... +l|t0nepl, 


do la convergencia absoluta de la serie de términos complejos se 
deduce la convergencia de la misma serie. Naturalmente, lo recí- 


3 
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proco no es cierto, como lo muestra el conocido ejemplo de la serie: 
1 1 1 
LS PER 
De las desigualdados 
junl<lwnt, [onl<lwa| y Jun|<|un|-+]0nl 


se deduce que la serie (3.4:1) es absolutamente convergente cuando, 
y Sólo cuando, son absolutamente convergentes las series (3.4:3) 
y (3.4:4). 

Flagamos una permutación arbitraria de los términos en la serie 
absolutamente convergente (3.4:1). Se obtiene una nueva serie: 


A ls (3.4:6) 


donde la sucesión Ri, M2, .«-, Ra, - - . contiene todos los números 
naturales y cada unu de éstos aparece una sola vez. Las series de 
las partes reales e imaginarias de los términos de la serie (3.4:6) 
tienen la forma: 


Un; + Una 3- O , 
Un, FUn + ..- FOn, P--. ' 


y como estas series se obtienen mediante una permutación de los 
términos en las series absolutamente convergentes (3.4:3) y (3.4:4), 
ellas también convergerán hacia las sumas anteriores O y Tt. De 
esto se deduce quo la serie (3,4:6) también converge hacia la suma 
anterior s = 0 + ¿Tt. Así, pues, on las series absolutamente con- 
vergentes de términos complejos es legítima cualquier altoración 
de los términos. 

Como la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) significa la 
convergencia de la serio (3.4:5) de términos reales no negativos, 
cualquier criterio conocido de convergencia de las series de términos 
no negativos se puede utilizar como critorio de convergencia abso- 
uta. Soñalomos, en particular, los criterios de D'Alembert y Cauchy. 

Para la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) os suficiente 
que, comenzando desde cierto valor de nr, se cumplan las desigual- 
dades 


[wr <qlwn|  (0<g<1t) 
(criterio de D'Alembert) o bien 


Viwi<g  (0<9<1) 


(criterio do' Cauchy). 

Este último criterio es más general, en el sontido de que, cumplién- 
dose el primero se cumple también el segundo, mientras que puede 
cumplirse el segundo a pesar de que el primero no se cumpla. 
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La siguiente proposición, que a menudo se emplea, proporciona 
una condición suficiente de convergencia (por lo gencral, no abso- 
luta): 


Si 


U“A = asDa, 


donde 
¡JalsM  (n=1,2,...), lim ba =0 
1 


Rh — 0 


00 oo 
y la serie 2 | br — br+s | es convergente, la serle Y, w, también lo es. 
1 


yn 
Demostración. Designemos la suma > a, mediante «,,; 
1 


n+p 
entonces, tendremos 4, = %y — Gm-3, y la suma )w, se escribirá 
n+1 


del siguiente modo: 


n+p n+p LA n+p mo. 
y WA = 2 0 = y (%), — 4-1) br = >: Abi — Da Ay 101 = 
n+1 a+1 n+1 a+1 


$ n4+p-1 n+4-p= 1 
= 2. 40 — ba adn 1 = %a+pUn+p — AnBnrr — >, Ar (Or, ; — ba) *) . 
n+1 n n+1 


(3.4:7) 
De aquí se deduce que 


np n+p-1 
| Y va |<|n+p1 1 dn+p | +10 1] Dm0+1 14 >) [az 11d, — br+ a] < 
n+1 n+1 


n+p-1 
<M(ldarn|+1Da+ 1+ 2 | r —0r31)), 


y si se cumplen las desigualdades 
n+p 


e 
lr y Dldi—di] <p > 
n+1 
n+p 
*) La transformación (3.4:7), a que hemos sometido la suma > Gr br, SO 
n+1 


llama transformación do Abel; ésta es completamente análoga 
a la integración por partes. 
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para n>N (e) y cualquier p natural, entonces, en las mismas 
condiciones 


n+p 
¡Y wm ]<e, 
n+1 


09 
de donde se deduce la convergencia de la serie > wz. 
1 


Las proposiciones conocidas referentes a las operaciones con las 
series de términos reales se generalizan también a las series de tér- 
minos complejos. 


Señalemos las siguientes proposiciones, que fácilmente se de- 
muestran: 


1) Para cualquier número natural n, las series 
A A E A E A TS 


son simultáneamente convergentes o divergentes. 

2) Si la seriew, + ... +4, +... es convergente y su suma 
es igual a s, la serie 1100, + hw, + ... FAUn +... también lo 
es y su suma es igual a As. 


3) Si la serie w, 4 w+... +U, +... €s convergente y su 
suma es igual a s, la serie 


(W+... +0) )+ (Uns E. TUnmm1) + + 
e. «ln, ++ .- FW py 1) + 250 


también lo cs y su suma también es igual a s(%;, Mo, +--1 Mar .-- 
es una sucesión creciente arbitraria de números naturales). 


4) Si 
Ub... Fw ..=8S Y UH. FDA... =S", 
entonces, 
(0 EO)H >. +(0n E wp) +... =8 +5. 


5) Si las series wi y wi son absolutamente convergentes 
í 7 


0) 
y sus sumas son iguales a s” y s”, entonces, la serie >: (wit + 
1 


+ wwrait o... +01) es absolutamente convergente y su 
suma es igual a s's”. 
Para demostrar esta última proposición, €xaminemos la serie: 
[9,)|0,/+)1w,1/1031+]u3]JwI+... 
cc +] llur]+...4 Jiu] 14... (3.4:8) 
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Evidentemente, ésta es convergente (como producto de dos serios 


absolutamente convergentes Y | wi ly > | ws | de términos reales). 


Por consiguiente, la serie de términos compleids 
WO, ww HwWO<H... +00... Fw +... (3.4:9) 
es absolutamento convergente. Realicemos alguna permulación de 
los términos de la última serie, colocando sus términos del modo 
siguiente: 
we + w0 + 030 + w30] +00, +00; + 0,0, + 0,07 + ww, +... 
Con esto no se altera la suma. Pero, las sumas parciales de uno, 
cuatro, nueve y, en general, de n* términos de la última seric 
son iguales, respectivamente, a 
ww, = S, . Sio 
100] + 0,07 + 00) = WWW; = 82 * $3, 
w¡0 +00 Put +00 +4... Www =S-S;, 


UW, FUI +... +00] = 57 Sn 


(sa y sz son las sumas parciales respectivas de las serios S Uh y > WA) 
Do aquí se deduce que la suma de la seric (3.4:9) os igual a lim lim sas = 
= ss”. En virtud de la propiedad 3), la serio 

Low + (100 + ww) +... 


2. EQU + Wer E. FRIO)... (3.4:10) 
ticne la misma suma que la sorie (3.4:9), os decir, s'-s”. Además, 
ésta es absolutamente convergente, puesto que 


| 100% + WOW + + + 1010, |< JW] wa ++... +105]-J10, 1. 
y la serie p 
a a 
Elli lpurl+...+luntlal)+.. 
es convergonte (en virtud de la convergencia de la serie (3.4:8)). 
Así, pucs, hemos demostrado que la serie (3.4: 10) es absoluta- 
mente convergente y que su suma es igual a s's”, lo cual se quería 
demostrar. 


o0 


Demostremos que toda serie absolutamente convergente )) w 
1 


posee las propiedades asociativa y conmutatiya en el siguiente 
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sentido generalizado. Supongamos que la sucesión de todos los núme- 
ros naturales se ha descompuesto de algún modo en un conjunto 
infinito de sucesiones parciales crecientes: 


(ra), rd» RO) 


tales que cada número natural » figura en una de ellas, y sólo 
en una, y, además, solamente una vez. Examinemos la serie 


(On; + On; + . e) + (Waz + 105 + S.e.)or... 
ES (uo, cm) + wn, cm) +...) + (3.4:11) 
Esta serie se obtiene de la dada mediante una alteración del orden 
de los términos y una consiguiente división en grupos (cada uno 
contieno un conjunto infinito de términos). Además, cada uno de 


los términos de la seric inicial figura en uno de los grupos indicados, 
y sólo en uno. Cerciorémonos de que la serie (3.4:11) es convergonte 


y quo su suma coincide con la suma y de la serie dada 2 w,. En 
n 


esto consiste, precisamente, la propiedad de la serio absolutamento 
convorgente de que se trataba. 
Ante todo, demostremos que son convergentes cada una de las 


(09) 
series Y w,, (m) (mm =4, 2, ...), que representan términos de 


la serie (3.4:11). ln efocto, para la suma de los módulos de cual- 
quier suma parcial de tal serie, so tiene: 


[pim + > + El ppm 1 <P 10, [+1 214 coo +lejl+lujal+...=8, 


de donde se deduce la convergencia (y además, absoluta) de las 
series indicadas. 

Para demostrar que la serie (3.4:14) también es absolutamente 
convergonte, lormemos primero la siguiente suma: 


([t0 + ]tm¿14 +. +00): 1) + (10007) + [Un] +. -> 
eo Elwas |) +... + (110, qm) | + sa +1 10m 1). 


Con más razón, 
| Ong + Un; + 2... A Waz + ... A Leo 


e... +|10,£m) +Wngm) + e... + 05m | LS. 
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Manteniendo aquí m constante y haciendo crecer a k indefini- 
damente, obtendremos: 


= Z e 
[De ll 2 + +1 Birds, 


es decir, la suma de los módulos de cualquier cantidad m de tér- 
minos de la serie (3.4:11) no es superior al número fijado s. De aquí 
se deduce que esta serie es convergente (y además, absolutamente). 
No queda más que demostrar que la suma de la serio (3.4:11) coin- 


00 
cide con la suma de Ja serie inicial y = > w,. Formemos la dife- 


rencia ontre la suma o y la suma parcial o,, de la serie (3.4:11). 
Como todos los términos de la suma parcial indicada son tórminos 


on 
de la serie )) wj, al restar se efectuará una simplificación mutua, 
1 


on 
y en la resta quedarán solamente aquellos términos de la serie >) w 
) 


que no figuran en el sustracndo. 

De la forma en que está construida la serie (3.4:11) se dednce 
que para cualquior número natural N se puede señalar un. M =- M (A) 
tol que siendo m >> M, la suma parcial 


na 00 “o 
A Y NO 
Om =>” 2 ETA + 2 ev + ..» + Ze Pt) 


contendrá todos los términos Wy, Waz, . . ., Oy (y, además, también 
una infinidad de tórminos). Entonces, en la diferencia O — O.,, 
que representa una geric infinita absolutamente convergente, estarán 
contenidos solamente los términos tw, cuyos subíndices sean mayores 
que NV. Por lo tanto, para m > M (W) 


|o—0m|</|1Wy41 | +] 55042 | coo+ | ys y | + ... 
Pero la cantidad que figura en el segundo miembro puede hacerse 
arbitrariamente pequeña para valores de N suficientemente grandes. 


Por consiguiente, cl primor miembro se puede hacer lo pequeño 
que se quiera para valores de m suficientemente grandes. Así, pues, 


Lím Om= 0, 


mM => 06 


O Sca, 
00 
, a 
e (20, (m) FW, im) + + > FW, (m) + --.1=0= Sw), 
m=| 3 2 A 1 


con lo que se termina la demostración. 
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La serie (3.4:11) puede ser escrita en forma de una serie 
doble 


00 o 
- Wim)» 

mai +1 a 

La notación del término general de esta serie sc puede simplificar 

suprimiendo la letra nr, ya que no figura en la sumación, 

y poniendo 


Entonces, se obtiene la serie 


00 00 
2 2 Wham: 
md os 1 
Desde el punto de vista de la proposición domostrada, esta Serie 
doble representa solamente una de las infinitas formas posibles de 


expresión de la serie absolutamente convergente > w)j. 
í 


3.5. Sea E un conjunto arbitrario de puntos del plano complejo. 
Se dice que 3, es un punto de acumulación para 
el conjunto E (o del conjunto E), si cualquier entorno del 
punto z¿ contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a E. 

Es evidente que un conjunto que consta de un número finito 
de puntos no posee puntos de acumulación. Comparemos entre sí 
los conceptos de punto de acumulación de una sucesión y de punto 
de acumulación de un conjunto. Supongamos que los puntos del 
conjunto E representan los términos de una sucesión (w, ). Entonces, 
cada punto zo que sea un punto de acumulación para el conjunto £, 
será también un punto de acumulación para la sucesión, puesto que 
cualquier entorno del punto Z, contiene un conjunto infinito de pun- 
tos de £ y, por consiguiente, contiene también un conjunto infi- 
nito de términos do la sucesión (w, ). 

Sin embargo, puede ocurrir que un punto 3,, perteneciente a £, 
ño sea un punto de acumulación para E, a pesar de que represente 
un conjunto infinito de términos distintos de la sucesión (w,): 


Wkgr Mhgroo or Who. Tal punto será un punto de acumulación 
para la sucesión (w, ) y no lo será para el conjunto E. Como ejemplo, 
es suficiente examinar la sucesión 0, 1,0,4,0,41,..., que posee 


dos puntos de acumulación U y 1, mientras que el conjunto £ que 
representa los términos de esta sucesión consta solamente de dos 
puntos O y 41, por lo cual nu tiene ningún punto de acumulación. 

Refiriéndose a cualquier conjunto £, demostremos que un punto 
2 es un punto de acumulación para esle conjunto si, y sólo si, existe 
una sucesión (w,) de puntos de E, distintos entre sí, que converge 
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hacia Zo: 
lim Wi, = Zp. 
n > 09 
En efecto, Sea z¿ un punto de acumulación del conjunto E. Con- 
sideremos el entorno | z — zp | < 41 del punto zo. En éste está con- 
tenido un conjunto infinito de puntos de E. Sea w, uno de ellos. 


Como en el entorno |2— 27 | < 5 también hay un conjunto infi- 


nito de puntos de E, tiene que haber entre éstos un punto wa + wy. 
Supongamos que ya se han hallado los puntos w,, Wa, ..., Wp, 
pertenecientes a E y distintos entre sí, talos que ws, (k = 1,2, ...,n) 


. : 1 ; 
están contenidos en los entornos |z — Zo | < Í » respectivamente. 


Como el entorno |z —2z,¿|< 7 contiene un conjunto infinito 


de puntos de £, entre éstos existe un punto w, +4 perteneciente a E 
y distinto de los puntos w;, Ca, .. ., Wn. De aquí se deduce que 
existe una sucesión (w,) de puntos de E, distintos entre sí, tales 


que |w, — Zo | < Z. Por lo tanto, lim w, = 27. Recíprocamente, 


mn-»002 
si se sabe que existe una sucesión (w,) de puntos distintos de E, 
tales que lim w, = Zp, entonces, en cualquier entorno del punto z, 


nn. Xx: 

está contenido un conjunto infinito de puntos w, pertenecientos 
a E, de donde se deduce que z, es un punto de acumulación del 
conjunto E. Con esto, nuestra proposición queda demostrada. Evi- 
dentemente, a los puntos w, se les podría someter a la condición 
complementaria: suponer que todos ellos son distintos de zp. 

Diremos que un conjunto E es acotado si existe un cír- 
culo |z |< R que contiene a todos los puntos de este conjunto. 
Demostremos que todo conjunto infinito acotado posee al menos un 
punto de acumulación. En efecto, sea w, algún punto de £; como E 
es un conjunto infinito, existe un punto wa, perieneciente a E y dis- 
tinto de w,. Supongamos que ya se han hallado n puntos distintos 
pertenecientes a E: W,, wz, .. ., Un; entonces, del conjunto infi- 
nito E so puede extraer otro punto más w, +1, distinto de cada uno 
do estos puntos. Por lo tanto, existe una sucesión (w,) do puntos 
de E distintos entre sí. Esta Sucesión es acotada, al igual que el 
mismo conjunto E. Por esto, ésta posee al menos un punto do acu- 
mulación z¿. Este último tieno que ser también punto do acumula- 
ción para el conjunto E, puesto que cualquier entorno del mismo 
contiene un conjunto infinito de puntos tw, pertonecientes a £. 
La afirmación queda demostrada. 

De las proposiciones demostradas en este apartado se deduce 
en particular que, todo conjunto infinito acotado contiene una suce- 
sión convergenle de puntos de este conjunto, distintos entre sí. 
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3.6, Sea E un conjunto infinito arbitrario, sea f (z) una función 
definida en este conjunto y Z¿ un punto de acumulación de E. 

Supongamos que para ca d a sucesión de puntos z,, pertenecien- 
tes a E y distintos de zo, convergente hacia 37 (tales sucesiones exis- 
ten cn virtud de lo demostrado en el apartado precedente), la suce- 
sión de los valores correspondientes de la función (f (z,)) es conver- 
gente. Entoncos, para dos sucesiones distintas [z,) y (27) que satis- 
facen a las condiciones indicadas, los límites lim f (zn) y lim f (2) 

TM-»o0o 


T+>+00 
tienen que ser iguales entre sí. En efecto, es evidente que la sucesión 


converge hacia el punto 2 y consta de puntos del conjunto £, 
distintos de zp; según la hipótesis, también ticne que converger 
la sucesión de los valores correspondientes de la función 


21), Íf(z1), 122), (23) --., 1(2m), zm). --- 


Porc lo tanto, cualquiera sucesiones parciales de ésta tienen que 
tener un mismo límite; en particular: 


lim / (24) = lim f (25). 


quo es lo que afirmábamos. 

Designando con A el valor común del limite de las sucesiones 
(f (2,)), para todas las sucesiones posibles (z,) convergentes hacia 
Zo (y compucstas de puntos z, pertenecientes a E y distintos do z4), 
escribiremos simplemente: 

lim f(z2)=A4 (3.6:1) 
z>2, ¿EE 

y diremosqueAes el límite de f (z) en el punto z, (respec- 
to al conjunto E). 

Domostremos que la condición (3.6:1) es equivalente a lo 
sipuiente: 

Para f (2), Zo y cualquier e > 0 existe un 8 (e) > 0, tal, que de 
ZEE, |z— 2301] <Ó [e) y 272, se deduce que 


If ()—Al<e (3.6:2) 
Supongamos que se cumple la condición (3.6:2). Entonces, para 


cualquier e>>Ó0 y para una sucesión de puntos 2, pertenecientes 
a E y distintos de zo que converge hacia zy, se tiene: 


| Zn —20 | < Ó (e) 


para n' > N [6 (£)] = N' (e). Por lo tanto, también se cumplen las 
desigualdades 


If (2) A|<e 
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para n > N' (e), lo cual significa que la sucesión (ff (z,)) es con- 
vwergente y que lim f (z,) = 


Ti 0N 
Como esta conclusión es válida para cualquier sucesión de pun- 


tos [z,) tal que an Zn = 20, 2n € E y 2n 9 Zp, 38 tiene lim f (2) = 
zo, TEE 
= A. Así, pues, “de la condición (3.6: 2) se deduco (3. 6: 43. 


Supongamos ahora cumplida la condición (3.6:1) y que no se 
cumple la condición (3.6 : 2). Entonces, para cierto e > 0 no existirá 
an valoró >> UÚtal, quedezE€E£,|z2-=2Z0|<Ó0y2>x% 2,88 SeqUE 


la desigualdad |f (2) — A]<e. Tomandod=1,%,....2 


3 5 .. .y 


«btenemos que en cada entorno |z— z0| al e e 


existe un punto 7, € E, z, + Zo, tal que |f (2,) — A | :. e. Es 
evidente que la sucesión (2, ) converge hacia Zo y, por consiguiente, 
dim f (z,) = A. Pero esto contradice a la desigualdad | f (2,,) — A ¡> 


NO 
> e > 0, con lo que se termina la demostración de la equivalencia 
dle las condiciones (3.6:1) y (3.6: 2). 

La definición introducida de límite de una función cn un punto 
abarca como casos particulares las definiciones conocidas en el 
análisis de límite de las funciones dekuna o dos variallos reales, 
que toman valores reales. En efecto, si, por ejemplo, f (2) = 
= uy (x, y) es una función real de dos variables reales ze y 
(2 = 1 + iy), zo = To + lYo y A es un número real quo representa 
el límite de la función f (z) en el punto zo: 


lim f(z) = A 


220 
«entonces, según lo anterior, esto significa que para cualquier e >/() 
existe un 0(e)>>0 tal, que 


If) —A|¡|=]u(z, y) —A|<e para 0<|2—2) |= 
=V lt +(U—yY)* < 5 (e). 


Evidentemente, las desigualdades obtenidas coinciden con aque- 
llas, mediante las cuales se introduce el concepto de límite en el 
curso de análisis. 

Volviendo a examinar el caso general de una función que tonia 
valores complejos 


f (2) =u (2, y) + lv (zx, y), 
demostremos que la relación 


lim f (2)= 4, (3.6:14) 
Z>20 
donde 2=+1Y, Zo=Zo + iYoy A=aw+ib, es equivalente a dos 
relaciones en lag que figuran solamente las funciones reales 
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u(z, y) =Ref (2) y v(z, y)= Im f (2): 
lim u(zr, y)=4, lim v(zx, y) =0. (3.6:3) 


x3X0., Y>Y0 X>3X0, Y->Y0 


Kn efecto, supongamos que se cumple (3.6:1). Entonces, para 
cualquier e >0Ú existe un 6 (e) >0 tal, que 


|f(2) —A|<e para |2—z,| =V (2— 20)? + (y — Yo)? < 6 (6). 


Pero 
Ju(z, y)—a]=|Re[f (2) —A]|<|f (2) -A]<e 


lo (z, y) —b|=]Im[/()—A1|<|f()—4|<e. 
de donde, debido a que s > 0 es arbitrario, se deducen las igualda- 
des (3.6 : 3). 
Recíprocamente: si se cumplen las últimas relaciones, entonces 
para cualquicr e < 0, se tiene: 
| u (z, y) —a | e 


7 y |v(z, y1<z 


si es que 


Vir—x)*+(—y)* =|2—20] < 0" (2). 
Por lo tanto, en las mismas condiciones, 
11 (3) —A|=V(u—a + (0—b?<e, 
de donde se deduce (3.6:1). 

De la oquivalencia demostrada de (3.6 : 1) y (3.6: 3) se deduce que 
las proposiciones elementales referentes a los límites de las funcio- 
nes, conocidas en el curso de análisis, son válidas sin alteración 
alguna para el caso de funciones de variable compleja. Precisando, 
si existen los límites 


lim f(2)=4 y  —lim q(3)=3B, 
2->2p, 2£E 2=>Zp, 2EE 


entonces, también existen los límites 
lim_(f()+9(0)=4+B, lim _[f(2)-9()1=4-B 
) 2£E 220, 2EE 


l=2 


3) _ A 
2=>Zp, 7ÉE p (z) B 
(lo último, suponiendo que B 70). 
3.7. Examinemos ahora el concepto de continuidad de una 
función de variable compleja. Si el punto de acumulación zp de un 
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conjunto infinito £ pertenece al conjunto mismo y para una función 
f (2), definida en E, se tiene: 


lim f (2) =f (Zo), (3.7:1) 
2>20 


la función f (2) se llama continua en el punto zp Una 
función que es continua en cada punto del conjunto E, se llama 
continua en este conjunto. Como, en el caso parti- 
cular de las funciones que toman valores reales, el concepto de 
límite en un punto coincide con el conocido en el análisis, la defini- 
ción de continuidad que acabamos de introducir coincide, en el 
mismo caso particular, con la que se conoce por el análisis. Hagamos, 
2=x+0UY, Zo = o + Yo y Í (2) = U [z, y) + to (z, y). Entonces, 
según lo expuesto en el apartado anterior, se puede sustituir la 
relación (3.7:1) por dos equivalentos a ósLa: 


lim  u(x, y) =u (Zo, Yo) 
a Td 4 


lim »b(z, y) =0U (Zo, Yo). (3.7:2) 
Leo, Y>Y0 


De aquí se deduce que una función compleja f (2) es continua 
en el punto zp = To + iyo si, y sólo si, las partes real e imaginaria 
de f (2), consideradas como funciones de dos variables reales zx e y, 
son continuas en el punto (xo, Yo). 

Señalemos las propiedades elementales de las funciones conti- 
nuas de variable compleja que se deducen de la definición. 

Si f (2) y q (2) son continuas en el punto zy, las funciones f (2) + 
+0 (2), 7 (2) -p (2) y ca (ésta última, suponiendo que «p (z) < U) 
también son continuas en el mismo punto. 

Supongamos ahora que f (z) es continua en el conjunto £ en el pun- 
to Zo y que sus valores w = f (z) forman ellos mismos un conjunto 
infinito £ para el cual wy = f (zp) es un punto de acumulación. 
Sea, finalmente, q (w) una función definida en 8 y continua en el 
punto wy. Demostremos que entonces lafunción compues- 
ta q Í[f (3)) = F (2) es también continua en el punto z¿. En efecto, 
si (7, ) es una sucesión arbitraria de puntos de £, convergente hacia 
Zo, la sucesión de puntos (w, = f (Z,)), en virtud de la continuidad 
de f (z), tiene que converger hacia el límite wo = f (20). Debido 
a esto, la sucesión (q (w,) = p If (2n)) = F (zn)), en virtud de la 
continuidad de q (w), tiene que converger hacia q (wo) = F (2p). 


Así, pues, lim E 2) = F (zp), con lo que queda demostrada nuestra 
Z->2p, 2 
afirmación. Ñ 
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Como consecuencia de la relación que hemos establecido entre 
la continuidad de una función compleja f (z) y la continuidad de las 
funciones reales u e y) = Re [f (z)1 y y (zx, y) = Im [f (z)1, para 
las funciones complejas continuas también son válidas las demás 
propiedades de las funciones reales continuas. 

Antes de ocuparnos de éstas, introduzcamos el concepto de con- 
junto cerrado. 

Un conjunto F se llamacerrado, si contiene todos sus puntos 
de acumulación. 

Los conjuntos que carecen de puntos de acumulación (por ejem- 
plo, los conjuntos finitos, el conjunto vacío o el conjunto de los 
números naturales 1, 2, 3, ..., M, + .., €tc.), también se consi- 
deran conjuntos cerrados. Para obtener una definición que abarque 
explícitamente a estos casos particulares, es conveniente enun- 
ciarla en forma negativa. 

Un conjunto F se llama cerrado, si un punto no pertencciento 
a F no puede ser punto de acumulación para 7". 

He aquí otros (ejemplos de conjuntos cerradus: el conjunto de 
todus los puntos del plano, el conjunto de todos los puntos de una 
recta o de una circunferencia, el conjunto de puntos pertenecientes 
a un segmento arbitrario de la recta, etc. Para el primer ejemplo 
(el plano), esto es evidente; en los demás, la prueba es inmediata, 
puesto que para un punto z no perteneciente a uno cualquiera de 
estos conjuntos FF, se puede trazar un entorno que no contenga 
ningún punto de F. Por consiguiente, tal punto z no puede ser 
para /F un punto de acumulación, y F' es cerrado. 

Examinemos una función f (z) que sea continua en un conjunto 
acotado y cerrado FF. Esta posee las siguientes propiedades: 

1 Propiedad de continuidad uniíorme. 
Para todo e >0 existe un 3 (e) >0, tal, que la desigualdad 
If (2) —f (2) |< e se cumple para cualquier par de puntos z' y 2" 
que cumplen la condición | 2" — 2" | < 8 (e). 

Lo nuevo que hay aquí, en comparación con la propiedad de con- 
tinuidad de una función en un punto determinado zp, es que Ú (e) 
no OS RAnde de cómo se hayan elegido los puntos en el conjun- 
to £”. 

2)Acotación del módulo de la función. 
Existe un número real positivo M tal, que en todos los puntos del con- 
junto F se cumple la desigualdad 


IF (D) |<». 


3) Alcanzamiento del exlremo superior 
(e inferiorjdel módulo. En el conjunto F existe al menos 
un punto Zo (zp) tal, que en todos los puntos de F se cumple la desigual- 


dad |f (2) 1 < 11 (291 (1 (2) 1> 17 Go |). 
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Las propiedades análogas para las funciones continuas que toman 
valores realos se demuestran ordinariamenle en los cursos de análi- 
Sis; demostremos que éstas se genoralizan inmediatamente al caso 
de funciones complejas. En electo, sea f (2) = u (z, y) + iv (x, y). 
Si f (z) es continua en todos los puntos del conjunto acotado y cerra- 
do F, también Jo serán las funciones u (5, y) y v (x, y) en todos sus 
puntos (considerando a éstas como funciones reales de dos variables 
reales). Por lo tanto, éstas también serán uniformemente continuas 
en este conjunto, es decir, para cualquier e > U existe un Ó (e) > 0 
tal, que para cualquier par de puntos (1, y”) y (27, y”) que cumplan 


Vio—2F+Y—yF<0(e) 
se verifican las desigualdades 


Ju, y) UA, Y) <= 77 Y lot yd v(, y)| <= E 


Pero entonces, también 


1160) —I(2)1= Viu(e, y)—u (2, y) RS lo tr, y)—v(A, ye 


para |] —z2]1<0(t) (3 =4 + y, 2 = ua + iy”), es decir, 
también es válida la propiedad de continuidad uniforme en el caso 
de una función compleja. 

Para obtener las otras dos propiedades es sníiciente observar 
que ol módulo de una función continua también cs una función 
continna. listo se deduce inmodiatamente de la desigualdad 


l1/(2)1—17 (20) ll < 17 (2)—f (20) 1. 


3.8. Sca Y algún conjunto no vacío de puntos del plano, acotado 
y cerrado, y seaz un punto arbitrario del plano. Llamemosdistan- 
cia p(z, MD) dol punto z al conjunto P al oxtremo inforior de las 
distancias desde z hasta los distintos puntos pertonecientes a 0, 
Como 2 — £ (7 € (P) es una función continua de E, definida en 0, 
también |z— É | será una función continua de € en O y, por con- 
siguiente, alcanzará su extremo inferior p (z, OD) en cierto punto 
to € D: p (2, Dd) = | 2— be 

Asi, pues, la distancia del punto z hasta cl conjunto WD coincide 
con la distancia del punto z hasta cierto punto del conjunto P. Por 
consiguiente, p (z, (D) se anula solamente para los puntos que per- 
tenecen a OD; si z no pertenece a (P, se tiene: p (z, D) > 0. 

Demostremos que, considerando a p (2, P) como función de z, 
definida en todo el plano, resulta una función continua. Jóín efecto, 
sea p (3, D) =|z— al. So € DP. Entoncos, 


2 —£o | =1(2" —2) +(2—L0)] <]7 —2|+|2—b0 |=p (2, 0) +12 —2]1, 


4—1199 
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y, por consiguiente, 
pl, De l—blapla D)+13—2l, 

de donde 

p(3, D)—p(2, 0) <|z—2]. 
Cambiando de luyar en estus razonamientos z” por z, hallaremos 

p(z, D)—p (2,0) <|2—x |. 
Por lo tanto 

(p (2, 0) —p(z2", 0) < |2—2' |, 
y os suficiente tomar |z—2"| <Ó(e) =8 para tener lambién 

|p (2, D)—p (2, D)]<e. 


De la continuidad demostrada do la función p (z, D) se deduce, 
en particular, que si z pertenece a algún conjunlo de puntos F, 
acotado y cerrado, la función p (z, DO) también será continua sobre 
el mismo y, por consiguiente, alcanzará en cierto punto z¿ € F su 
extremo inferior 


inf p(z, d) =p (Zo, D). 
EP 


Este último posee la propiedad de que para cualquier pur de 
puntos zZEF y EE 0 se tione: 


[3=¿|> p (2, D) > p (2o, Dd). 


Por otra parte, en virtud de las propiedades que ya conocemos 
de la distancia p (Zo, (1D), existe un punto £¿E€E WD tal, que 


P (20, VD) =] 20 —Eol. 


El número hallado es, evidentemente, el extremo inferior de 
las distancias entre los pares de puntos pertenecientes a los con- 
juntos F y O, respectivamente. A la vez, nos hemos convencido 
de que este extremo inferior es alcanzado por cierto par de puntos 
Zo EF y Ly € D. Este número se llama distancia entre los dos con- 
juntos F y D, y se designa mediante p (F, 0D): 


p(F,0)= inf |J2—f|= inf p(z, 0). 
b 23 P 


j 
223 F, 3 

En esta dofinición los conjuntos F y W desempañan exacta 
mente un mismo papel. Por esto, podriamus cumbiarlos de sitio 
(en ln expresión): 


p(4, 0D) =p (0, F) = inf p(i, f). 
LED 
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Está claro quo el concepto de distancia de un punto hasta un 
conjunto es un caso particular del concepio de distancia contro dos 
conjuntos F y O (cuando F consta de un solo punto 2). 

Como la distancia entre dos conjuntos acotados y cerrados F y Q 


es al mismo tiempo la distancia entre los puntos de cierto par 
EF y 5 €: 


p(F, D) =120— col» 


la magnitud p (F, D) se anula cuando, y sólo cuando, los conjuntos 
F y O tienen al menos un punto común. En particular, si F y YD 
no tienen puntos comunes, so tiene: p (F, 0) > 0. 

Fácilmente se observa que, cuando FP o Y no son cerrados, o bien, 
son cerrados pero no son acotados, el extremo inferior de las distan- 
cias entre los pares do puntos pertenecientes a F' y (PD, rospectiva- 
monte, puede ser igual a cero incluso cuando estos conjuntos carecen 
de puntos comunes. Como ejemplo es suficiente tomar por F el con- 
junto de los puntos de acumulación del conjunto Dd no pertenecien- 
tes a W (si D no es cerrado), o tomar por F el conjunto de lodos los 
puntos situados en las asíntotas de una hipérbola, y por Y, el con- 
junto de puntos de la hipérbola misma. 

No obstante, el lector demostrará sin dificultad alguna qua, 
si F y Y son conjuntos cerrados no vacíos y solamente uno do ellos 
no es acotado, existe de nuevo un par de puntos 2, € F y £.€ D tal, 
guo la distancia entre z, y 5, coincide con el extremo inferior de las 
distancias entrc todos los pares posibles de puntos z€ F y [€ 0. 
Por consiguiente, en este caso, el extremo inferior de las distancias 
entre zEF y LEO también será distinto de cero, siempre que F 
y O no tengan puntos comunes. 
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4.1. Un conjunto £ se llama conexo si on cualquier división 
del mismo en dos subconjuntos no vacíos disjuntos (sin puntos 
comunes) E, y Ez, al menos uno de estos conjuntos contiene un 
punto de acumulación del otro conjunto. 

El conjunto vacío y el conjunto que consta de un solo punto tam.- 
bién se consideran conexos. Esto tiene su justificación, si se expresa 
la definición de conexividad en la siguiente forma negaliva: un 
conjunto E se Hama co nexo, si no existe una división del mismo 
en dos conjuntos no vacíos disjuntos E, y Ez, ninguno de los cuales 
contiene puntos de acumulación del otro. 

Puede servir do ejemplo de conjunto desconexo cualquier con- 
junto finito que conste de más de un punto, o más generalmente, el 

o 
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conjunto formado por los puntos de un número finito de conjuntos 
cerrados F,, Pa, ..., F,, sin puntos comunes dos a dos. 

Forman una clase de conjuntos cerrados y conexos de suma im- 
portancia los conjuntos de puntos pertenccientes a las curvas con- 
tinuas. 

Con respectu a cada [unción compleja z = f (t) de la variable 
real £, definida y continua en cierto segmento a < t < f (es decir, 
los pares de funciones reales continuas == zx (t), y = y (£)), se 
dico que ésta define ou determina una curva (una línea) 
continua enel plano z. En este caso, Jos valores de la función 
se llaman puntos de la curva; el conjunto de todos los 
valores de la función se lama conjunto de puntos de 
la curva (frecuontemente, para abreviar, se dice simplemente 
curva). 

En particular, los puntos z =f (a) y Z = f (f$) se denominan 
punto inicial y puntofinal de la curva. Estos pueden coin- 
cidir, en cuyo caso se dice que la curvaescerrada. 

Ordinariamente, la variable real ¿ se llama parámetro y la 
igualdad 2 = f (£), que liga los valores del parámetro con los puntos 
de la curva, se llama ecuación paramétrcica de la curva o, simple- 
mente, ecuación de la curva. 

Dos curvas £ y A, determinadas por las funciones z = f (t) 
(aA<i<D y2= 0 [1) (a < 1 < f), se consideranidénticas, 
si la ecuación de una de ollas se puede transformar en la ecuación de 
la olra mediante una sustitución continua y estrictamente monótona 
del parámetro, es decir, si existe una función continua y estricla- 
mente monótona Tt=4(6% (a << b) tal, que la función z = 
= q lA (t)] coincide con la función z = f (£) en el segmonto la, b] *). 

Además, cuando la función t = A (£) que realiza la sustitución 
de una representación paramétrica por la otra es creciente, se dice 
que on ambas curvas está determinada una dirección (o un 
sentido) igual; si cs decreciente, se dice que las direcciones son 
contrarias. ln el último caso, el punto inicial de £ sirve de 
punto final para A y viceversa. La curva Á, que solamente sa dife- 
rencia de £ en el sentido del recorrido, la designaremos a veces 
mediante £ -. Como Jas notaciones L y A. son equitativas, se puede 
también designar L mediante Á .. 

Un mismo punto z que corresponde a distintos valores del pará- 
metro, entre los cuales al menos uno es distinto de sus valores 
extremos, se llama punto múltiple de la curva. La curva que 
carece de puntos múltiples sellamacurva de Jordan. 

[lustremos con ejemplos todas cstas definiciones. 


*) Entonces, naturalmente, también f (47! (7)) coincide con y (1) on el 
sogmento [x, fl. Aquí 2! (v) es la función inversa con respecto a. A (1). 
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1) Las funciones z =t, 2 = 8%, 2 =1 —1 (0 < £< 1) determi- 
nan una misma Curva continua, representada por cl segmento del 
eje real comprendido entre los puntos z = 0 y 2 = 1. A la primera 
y segunda expresiones corresponde una misma dirección (o un mismo 
sentido) en la curva (e) punto inicial está situado en el cero y el punto 
final en la unidad); a la tercera expresión, la dirección contraria 
(cl punto inicial está situado en la unidad y el punto final en el 
cero). Es obvio que esta curva no tiene puntos múltiples y, por 
consiguiente, es de Jordan. Como sus puntos inicial y final no coin- 
ciden, ésta es una curva de Jordan no cerrada. 

2) Las funciones z = t y z = sen xt (0<t< 1) determinan 
curvas continuas distintas Z y A, puesto que no existe una trans- 
formación monótona del parámetro que transforme una de ellas en la 
otra. En efecto, una transformación tal tendría que translormar 
la función monótona f (t) = t do nuevo en una función monótona, 
mientras que la función € (() = sen ní no es monótona en ol seg- 
mento (0, 41). a 

Obsérvese que los conjuntos de puntos de las curvas z = 
y 2 = sen nt (0 < ¿< 1) coinciden con el conjunto de puntos del 
segmento [0, 1], a pesar de que ambas curvas son distintas. Por 
consiguiente, la coincidencia de' Jos conjuntos de puntos de dos 
curvas continuas, siendo condición necesaria para la identidad do 
estas curvas, no €s, sin embargo, condición suficiente. Ñ 

; Obsérvese también que, en este ejemplo, la curva z == t es de 
Jordan y no es cerrada. No obstante, la curva z = sen xi tieno pun- 


tos múltiples (sen nt =senr (1 — 1), 0<1t< y) y, por consíguien- 


te, no es de Jordan. Además, esta última es cerrada, pueslo que su 
punto final coincide con el inicial (sen (7-0) = sen (rx -1) = 0). 

3) Sea A,, Az, -.., A, un sistema de segmentos rectilíneos, 
orientados de un modo determinado y situados en el plano de tal 
manera que el extremo del segmento precedonte A, (¿=1, 2, ... 

., n — 1) coincide con el origen del siguiente Aj. 1. Designando 
mediante a, el número complejo representado por el vector Á, y mec- 
diante z¿ cl punto inicial del segmento A,, podemos obtener en el 
segmento (0 <t<mn una función continua olemental que deter- 
mina la curva representada por el sistema de los segmentos dados: 


2=20+041+...+085.1+4,(t—]+ 1) 
(i—1<t<j, ¡j=1, Lo e...) n). 


Esta curva so llama poligonal, o quebrada, y lossegmen- 
tos Ay (p=1,2,..., nr), lados de la poligonal. La poligonal 
puede ser cerrada o no, según que el extremo del segmento Á, coin- 
cida con el origen del sogmento A, o no. Jósta será una curva de 
Jordan solamente cuando no haya intersecciones consigo mismo, 
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de modo que dos lados distintos no pueden tener más de un punto 
común; además, este punto común sólo puede ser el extremo del 
lado antorior y el origen del siguiente, y cuando la curva poligonal 
es cerrada, también puede ser el extremo del último lado y el 
origen del primero. 

4) Fácilmente se observa que la circunferencia con centro en 
el punto zp de radio r: 


z= 29 +r (cos t + ¿sen t) (0<t< 21), 


cs una Curva cerrada de Jordan. 

Un conjunto no vacío, acotado, cerrado y conexo se llama c o n- 
tinuo*); demostremos que el conjunto de puntos de cualquier 
curva continua es un continuo. 

En efecto, sea L una curva continua, definida por la ecuación 
Zz=f(() (a << B), y sea E un punto de acumulación del con- 
junto de puntos de la curva. Entonces, según el apartado 3.5, existe 
una sucesión (fz,) de puntos distintos de la curva L que converge 

«cia €. Hagamos 2, = f (t,); entonces, lim f (t,) = €. Extraiga- 
->00 


n 
mos luego de la sucesión infinita de puntos (t,), pertenecientes al 
conjunto acotado a <t<f, una sucesión parcial convergente 
(tn,) (ap. 3.2). Entonces, tendremos: lim tr, = lo, donde ty, evi- 


k->00 
dentemente, pertenece al segmento [a, fl. Por consiguiente, como 


f¡(t) es continua, so tiene: lim Í (tn,)= f (tp). Por otra parte, (Í (tn,)), 
(-»>00 


siendo una sucesión parcial contenida en la sucesión (ff (t,)), tiene 
que tener el mismo límite $: lim f (t,,) = $. Porlo tanto, ¿ = f (?), 
h=o»o 


o sea, € pertenece a la curva L. Queda demostrado que el conjunto 
de puntos de una curva continua es cerrado. Demostremos ahora 
que oste conjunto es conexo. Suponiendo lo contrario, tendremos una 
división de L en dos conjuntos no vacíos £, y La, sin puntos comu- 
nes, tales que ninguno de éstos contiene puntos de acumulación 
del otro. Respectivamonte, el segmento a < t< f se dividirá en 
dos conjuntog no vacios E, y E, , sin puntos comunes: unv de ellos 
estará formado por aquellos valores del parámotro t a los cuales 
corresponden los puntos de £,, y el otro, por aquellos valores de t 
a los cuales corresponden los puntos de L¿. Cerciorémonos de que 
ninguno de los conjuntos E,, E, puede contener puntos de acumula- 
ción del otro. lón efecto, si, por ejemplo, el punto 1” € £, fuese para 
Ez un punto de acumulación, entonces en Ez se podría hallar una 
sucesión de puntos (t,) que convergería hacia t” (ap. 3.5). Como 
f (() es una función continua, de aquí resultaría que lim f (t) = 


Y-—00 


*) Según osta dufinición, cada punto es un continuo. 
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= / (t”), es decir, el punto f (£*) E £, sería un punto de acumulación 
para £2*), ló cual contradice a la hipótesis relativa a £L, y Ls. 

Así, pues, la suposición de gue la curva £ es desconexa implica 
la suposición análoga relativa al segmento de la recta la, fl; no 
queda más que refutar este último. Obsérvese con este fin que E, y E, 
son conjuntos cerrados. Jin efecto, cada punto de acumulación 
do £, pertenece al sogmento la, f), y como dicho punto no puede 
pertenecor a E, Lliene que pertenecer por lo tanto a £,. Por consí- 
guiente, £, es cerrado. Del mismo modo, Ez también es cerrado. 
Como 4, y E, son conjuntos cerrados no vacíos sin puntos comunes, 
la distancia entre ellos p (£,, E2) es distinta de cero. 

Dividamos el segmento la, f)] cn segmentos iguales de longitud 
ú<p(E,, Ey: Ó1, 2, .- -, On, de modo que el punto final de 
cada uno de ellos sea el punto inicial del siguiente. Evidentemente, 
cualquiera de estos segmentos 9, (¿=41, 2, ..., n) pertenece 
enteramente a uno de los conjuntos E, o Ex; en caso contrario llega- 
ríamos a la conclusión absurda de que la distancia entre £, y E» 
no superaría a Ó, o sea, sería menor quo p (£,, £2). Supongamos, 
por ejemplo, que 3, pertenece a E,. Entonces, también el punto ini- 
cial dol segmento Ú, (que coincide con el punto final del segmento Ú6,) 
y, por consiguiente, todo el segmento Ó, pertenece a E,. Si se ha esta- 
blecido que 0, pertenece a E, (k < n), entonces el punto inicial del 
segmento 0141, que coincide con el punto final del segmento óa, 
también pertonece a E, y, por consiguiente, todo cl segmento da +: 
perteneccrá a E,. Por lo tanto, todos los sogmentos 0, (¡ = 1, 2, ... 

., n) tienen que pertenecer solamente a uno de los conjuntos 
E, o £2, de modo que el otro resultará vacío, lo cual contradice a la 
hipótesis. Con esto, queda terminada la demostración. 

Ahora podemos domostrar que, en general, es conexo todo conjun- 
tu E para el cual dos puntos cualesquiera del mismo z” y z” pueden 
untrse mediante una curva continua L (es decir, qne se puede construir 
una curva para la cual uno de los puntos 2”, z” es el punto inicial, 
y el otro, el punto final), cuyos puntos pertenecen a IE. (Obsérvese 
que, sin embargo, la condición suficiente de concxión comprendida 
aquí no os necesaria). 

En efecto, supongamos que el conjunto E se ha dividido de 
algún modo en dos subconjuntos no vacíos E, y E, que carecen de 
puntos comunes. Sea 2” un punlo fijo de £, y z”, de Ez. Unamos z' 
y z” mediante una curva continua £ cuyos puntos lodos pertenezcan 
a E, y sean £1 y £y los subconjuntos del conjunto do los puntos do 


*) En cl caso considerado, / (1”), Siendo un punto de acumulación de la 
sucesión (f (tm)). será también un punto de acumulación para el con - 
junto que representa los térrainos de esta sucesión, puesto que ninguno de 
los puntas f (tn) coincide con f (1) (La y Ly no tienen puntos comunes). 


50 CAP. I] CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


la curva L formados por todos los puntos de L que pertenecen a £, 
oa Ez, respectivamente. Evidentemente, éstos sun conjuntos mo 
vacíos (2 E Ly, 2” € L3) que no tienen puntos comunes. Comu £ es 
conexo, al menos uno de ellos, por ejemplo £,, tiene que contener 
un punto de acumulación del otro. Sea z, este punto. Este pertenece 
a £, y, por consiguiente, a £,. Además, es un punto de acumulación 
para La y, por lo tanto, también es un punto de acumulación para 
E» Ju L2. 

Así, pues, resulta que cualquiera que sea la división del conjun- 
to £ en conjuntos no vacíos sin puntos comunes, al menos uno de ellos 
tiene que poseer un punto de acuinulación del otro. Con esto queda 
demostrado que el conjunto £ es conexo. Como dos puntos cualesquie- 
ra del plano pueden unirse, por ejemplo, mediante un segmento 
recto, de aquí se deduce, en particular, que el plano es un conjunto 
conexo. 

Para un conjunto cerrado y acotado, la condición de cunexividad 
puede expresarse del modo siguiente: Un conjunto cerrado y acotudo F 
es conexo, es decir, es un continuo, si para cualesquiera dos de sus 
puntos zp y z' y para cualquier e > Ú es posible seralar un número 
finito de puntos de este conjunto: Zo, 24, -.., Zn =2, tales que 
[Za —2Z2i|<e(k=d,..., n). 

En efecto, supongamos que se cumple esta condición y que £ 
no es conexo. Entonces F puede dividirse en dos subconjuntos no 
vacíos F, y Fa, sin puntos comunes, tales que ninguno de ellos con- 
tiene puntos de acumulación del otro. Como todos los puntos de 
acumulación del subconjunto F', (j = 1, 2) tienen que perteuccer 
a F, deducimos que éstos pertenecen a F',, es decir, F, es un conjunto 
cerrado. Así, pues, F, y FF son acotados, cerrados y carecen de pun- 
tos comunes. Por lo tanto, la distancia p (4, Fa) > 0; tomando un 
punto zZ¿€ F, y un punto z' E Fz no podremos indicar, evidente- 
mente, un número finito de punlos de Fi: Zy, 21, .... Zp =. 
talos que | 2, — 22141 <p(S,, Fa) (ek = 1, 2, ..., n). En efecto, 
entre óstos tieno que haber dos puntos con subiíndices consecutivos: 
Za 1 Y Za, el primero de los cuales pertenece a F, y el segundo a Fa, 
por lo cual |za— 2x4 |>p(1(81, Fa). Do esta contradicción se 
deduce la proposición enunciada. 

Apliquemos este criterio de conexión para la demostración del 
siguiento teorema; si (F,) es una sucesión de continuos tales que 
Fa +1 < F,, entonces su intersección F (es decir, el conjunto de 
puntos comunes a todos los F,) es también un continuo. 

Consideremos una sucesión de puntos (z,). donde 3, € F,. En 
virtud de la condición F,+1 < F,, los puntos Zn, Zp4+1, » - + perte- 
necen a F,,; de aquí so deduce que todos los puntos de acumulación 
de la sucesión (fz,) pertenecen a £, (n = 4, 2, ...), y por consi- 
guiente, también a F. Pero el conjunto de log puntos de acumulación 
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de la sucesión (z,) no cs vacío (puesto que la sucesión (2, ) es acota- 
da); por esto, F' es un conjunto no vacío. Si éste carece de puntos de 
acumulación, enloncos F es cerrado. Supongamos que existen puntos 
de acumulación de F y que z, es uno de ellos. Como F < f,, el pun- 
to 2 es para F, un punto de acumulación y, por consiguiente, per- 
tenece a £, (an = A, 2, .. .); por lo tanto, zo € £. Así pues, F es 
un conjunto no vacío, cerrado (y, evidentemente, acotado). 
Demostremos, finalmente, que F es un conjunto conexo. Supo- 
niendo lo contrario, hallaremos que F' puede dividirse en dos con- 
juntos no vacíos, acotados y cerrados y y FF”, sin puntos comunes. 
Supongamos que Zy € Fo y 2 EF"; como 2¿€ F, y 2 EF, para 
cualquier r, existen unos aaee Zor Zi, «.., 2 = 7 del conjunto 


F, tales que | za — Zas BES =PplFo, F)=e (k=1,...., v). 


Entre éstos tiene que haber al menos un punto 2, cuya distancia 
hasta Fo y hasta F*” y, por consiguiente, también hasta FF, es supe- 
rior a £. 

En efecto, si para cada punto Zo, 21, . . -, Zy, la distancia hasta 
uno de los conjuntos F'¿ o F” nou fuese superior a e, entonces todos 
estos puntos podrían dividirse en dos clases no vacías de modo que, 
para los puntos de una de ellas, las distancias hasta F y no superarian 
a e, y para la otra, las distancias hasta /P” no superarían a £. Eviden- 
temente, la distancia entre dos puntos cualesquiera de clases distin- 


Las tieno que ser mayor que 6, puesto que e = 5 (Po, FE”). Pero, por 


otra parte, si uy < v es el subíndice superior de los puntos de la 
primera claso, entonces el punto de subíndice p + 41 tiene que per- 
tenecer a la segunda clase, obteniendo para los puntos 2, Y Z,+1 
de distintas clases la desigualdad: 


| 2u+s — 24 | e. 


De esla contradicción se deduce la existencia del punto pedido 
Z,- Este punto lo designaremos mediante £,, para señalar su perle- 
nencia al conjunto F,. 

Así, pues, En EFn y P (Eno F)> e (n=1, 2, 

Para cualquier punto de acumulación Ly do la sucesión (En) 
tendremos que p (Lo, F) > e. Pero esto es imposible, puesto que 
todos los puntos de la sucesión (f,) pertenecen a F. Así, pues, F 
tienen que ser un conjunto conexo. La demostración del teorema 
queda terminada. 

4.2. Un conjunto O se llama a bier to, si para cada uno de sus 
puntos existe un entorno cuyos puntos todos pertenecen a O. Son 
ejemplos de conjuntos abiertos: cl conjunto de todos los puntos del 
plano, el conjunto de tudos los puntos no pertenecientes a un con- 
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junto finito dado de rectas o circunferencias, el conjunto de todos 
los puntos situados en el interior de un círculo dado, etc. El con- 
junto vacío también se considera abierto. 

Un conjunto abierto y conexo se llama recinto. En virtud 
de lo demostrado anteriormente, un conjunto abierto será conexo y, 
por consiguiente, será un recinto, si dos puntos cualesquiera del 
mismo pueden unirse mediante una curva continua perteneciente a O. 
Pero se verifica también lo recíproco: dos puntos cualesquiera de un 
recinto arbitrario pueden unirse mediante una curva continua perte- 
reciente al recinto. 

Demostraromos esta proposición por reducción a lo absurdo. 
Si fuese injusta, en cierto recinto G existirían dos puntos z” y 2” 
que no podrían unirse mediante una curva continua perteneciente 
al recinto. Designemos entonces mediante G, el conjunto de aquellos 
puntos de G que pueden unirse con 2” mediante una cueva continua 
perteneciente a G, y mediante G», el conjunto de todos los demás 
puntos. Como z” perteneco a G junto con cierto entorno suyo 
iz—z|<p (según la definición de conjunto abierto), todos 
los puntos de este entorno quedarán incluidos en G,: éstos pueden 
unirse con 2 mediante segmentos rectos. Por lo tanto, G, y Gz s0n 
conjuntos no vacíos (2 € Gs) que no tienen puntos comunes. Supon- 
gamos que 3, € G,; entonces existe una curva continua £, que une 
3” con Z, y pertenece aG. Si|z— z, | < p, es un entorno del punto 
7,, perteneciente a G, entonces cualquier punto z de este entorno 
puede unirse con z, mediante un segmento recto A,, también perte- 
neciente a G. Por consiguiente, tal punto se une con z” mediante 
una curva continua £, +- A, perleneciente a G; así, pues, zEG,, 
es decir, el entorno | z — z, | < p, del punto z, pertenece total mente 
a G¡- Vemos que el punto z, no pucde ser de acumulación para el 
conjunto G». 

Supongamos, finalmente, que 2Z, € Ga; entonces tomamos de 
nuevo un entorno | 3 — z2 | < pa del punto 327, perteneciente a G. 
Si algún punto z de este entorno perteneciese a G,, entonces este 
punto podría unirse con el punto z” mediante una curva continua L£L.», 
perteneciente a G; pero z puedo unirse con zz mediante un segmento 
recto A), también perteneciente al recinto G. Por consiguiente, el 
punto z, Se uniría con el punto z” mediante una curva conlinua 
Lz + Az, perteneciente a G, por lo cual pertenecería a (7, en contra 
de la hipótesis (27 € Ga). Así, pues, ningún punto del entorno 
|z — 22 | < pz puede pertenecer al conjunto G,. Por lo tanto, nin- 
gún punto del conjunto G, puede ser de acumulación para G,. Vemos 
que el conjunto (G se divide en dos conjuntos no vacíos G, y Ga 
sin puntos comunes, ninguno de los cuales contiene puntos de acu- 
mulación del otro. Pero esto contradice a la condición de conexividad 
del conjunto G. La demostración queda terminada. 
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De lo expuesto se deduce que la definición de recinto puede 
enunciarse del modo siguiente: 

Un conjunto abierto O se denomina recinto, si dos puntos cua- 
lesquiera del mismo pueden unirse mediante una curva continua L£ 
cuyos puntos todos pertenecen a O. 

Sea O un conjunto abierto arbitrario y Zo, alguno de sus puntos. 
Consideremos el conjunto de todos los puntos de O que pueden 
unirse con Zp mediante curvas continuas, pertenecientes a O. Evi- 
dentemente, oste conjunto no es vacío (pertenece al mismo el punto 
Zy junto con su entorno, perteneciente a O), es abierto (si 2, puede 
unirse con Zpg mediante una curva continua y, entonces cualquier 
punto z del entorno del punto z,, perteneciente a O, puede unirse 
con Zo mediante una curva continua, constituida por y y por el 
segmento roctilíneo con los extremos 2; y Z2) y, según la definición 
misma, 6s conexo. Por lo tanto, el conjunto indicado es un recinto. 
Este recinto se llama componente conexa de O (que 
conticne al punto 3.). 

Se puede caracterizar también la componente conexa de O como 
el recinto mayor, perteneciente a O y que contiene al punto dado zo. 
lis evidente que dos componentes de O que tengan un punto común 
tienen que coincidir totalmente. Si O no es un recinto, es decir, si O 
es desconexo, entonces existen al menos dos componentes de O distin- 
tas. El conjunto de componentes de O puede ser infinito (figurémo- 
nos, por ejemplo, el conjunto O formado por los círculos de radio 


< y. “on centros en los puntos 0, +1, +2, ...; en este caso, los 


círculos por separado son componentes de O). En todo caso, este 
conjunto tiene que ser a lo sumo numerable. En efecto, tomemos 
un punto ca cada componente de O, de coordenadas racionales x o y. 
Entonces, obienemos una aplicación biyectiva del conjunto de todas 
las componontes sobre cierto subconjunto de un conjunto numerable, 
de donde se deduce lo que se afirmaba. 

Respecto de cualquier conjunto abierto y, en particular, de un 
recinto O, todos los puntos del plano se dividen en las siguientes 
tres categorías: 

1) puntos pertenecientes a O; éstos se llaman puntos inte- 
riores a O; 

2) puntos no pertenecientes a O que son para O puntos de acumu- 
lación; éstos se llaman puntos frontera de O; 

3) puntos no pertenecientes a O que no son para O puntos de 
acumulación; óstos se llaman puntos exteriores a O. 

131 conjunto de los puntos interiores coincide con O y, por consi- 
guiente, no es vacío, siempre que O no sea vacío. 13) conjunto de los 
puntos frontera — denominado frontera del conjunto abierto (del 
recinto) — será vacio cuando O sea todo el plano. Si el conjunto O 
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es distinto de todu el plano, entonces tiene que existir un conjunto 
de puntos no vacío E, no pertenecientes a O. Este conjunto pucde 
constar solamente de puntos frontera y de puntos exleriores. Si 
no hay puntos exteriores, entonces E consta de puntos frontera, los 
cuales tiene que haber, por lo tanto, no menos de uno. Si para E hay 
puntos exteriores, tione que haber, evidentemente, un conjunto 
infinito de éstos (puesto que para un punto exterior existe un entorno 
cuyos puntos son también todos exteriores). Cerciorémonous que, 
ontonces, el conjunto de puntos frontera también tiene que ser 
infinito. Precisando, demostremos que en cualquier segmento recli- 
líneo, uno de cuyos extremos es un punto interior y el otro, exterior 
a O, tiene que haber al menos un punto frontera. En caso contrario, 
todo el segmento quedaría dividido en dos conjuntos no vacíos 
E, y E, de puntos interiores y exteriores a O. Pero ningún punto del 
conjunto E, (punto interior a O) puede ser punto de acumulación 
del conjunto £, (conjunto de puntos exteriores a O), del mismo modo 
que ningún punto del conjunto E, puede scr punto de acumulación 
de £,. Esto contradice a la propiedad de conexión del segmento, de 
donde se deduce que el segmento, además de puntos interiores 
y exleriores, tiene que contener también puntos frontera de O (al 
menos uno). De lo expuesto se deduce que, si el conjunto abierto (0 
no es todo el plano, el conjunto de sus puntos frontera no puede ser 
vacio. No obstante, en esta caso también puede no haber puntos 
de tercera categoría: puntos exteriores. En efecto, cada punto exte- 
rior se caracteriza, evidentemente, en que existe un entprno del 
mismo, ninguno de cuyos puntos pertenecen al conjunto dado O. 
Por consiguiente, si el conjunto de puntos no pertenecientes! a O 
no contiene ningún círculo, entonces no puede contener tampoco 
ningún punto exterior a O, es decir, todo el conjunlo consta de 
puntos frontera. Esto ocurre, por ejemplo, cuando O está formado 
por todos los puntos no pertenecientes a una recta (o a una circun- 
forencia). Esta última es la frontera de (O; en este caso no hay puntos 
exteriores. 

4.3. Demostremos que la Irontera P' de cualquier conjunto abicr- 
to O es un conjunto cerrado. Para esto es suficiente demostrar que uh 
punto z¿ no perteneciente a PT, no puede ser para P' un punto de 
acumulación. En efecto, tal punto tendría que ser interior o exterior 
a O. En ambos casos, existe un entorno de z¿ que no contiene ningún 
punto de F. Por consiguiente, zy nu puede ser para P' un punto de 
acumulación, lo que muestra que el conjunto P' es cerrado. 

Agregando a un conjunto abierto O todos sus puntos frontera, 


obtenemos un conjunto O, denominado clausura del conjunto 
O. Demostremos que O es un conjunto cerrado. Para esto es suli- 
ciente demostrar que ningún punto z¿ no perteneciente a O, puede 
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ser un punto de acumulación para O. lón cfecto, Lal punto solumente 
-puede ser exterior a O. Por do tanto, existe un entorno del punto 
Zo que no contiene niogún punto de O, y que, por consiguiente, 
tampoco contiene puntos frontera de O, ln el entorno indicado 


no habrá ningún punto de O, de donde se deduce que z, no es para O 


un punto de acumulación. De aquí que Ó es un conjunto cerrado. 

Cuando O es un recinto, la clausura del conjunto O se llama 
recinto cerrado (o dominio). Por ejemplo, el conjunto 
de todos los puntos situados en el interior de una circunferencia 
y en ella misma forma un circulo cerrado; el círculo cerrado se 
distingue del círculo abierto, pues este último es el reciento formado 
por todos los puntos que están situados en el interior de la circunfe- 
rencia. 

Sea G=un recinto acotado, es decir, un recinto cuyos punlos 
están contenidos todos en cierto circulo con centro en el origon de 
cuordenadas |z | < RR. Entonces todos los puntos que están Situa- 
dos fuera de este círculo también serán exteriores con respecto a G 
De aquí se deduce que los puntos frontera del recinto G tienen que 
satisfacer a la condición |z | < 1i, de modo que la frontera TP de 
un recinto acotado G' es un conjunto cerrado y acotado. 

Llamacecmos a un recinto acotado Gsimplemente cone- 
xo o múltiplemente conexo, según que su frontera 
sea un conjunto conexo o desconexa. Un ejemplo simple de recinto 
simplemente conexo es el interior de un círculo, y un ejemplo de 
recinto múltiplemente conexo es el conjunto de punlos situados 
entre dos circunferencias concéntricas. 

La clase de los recintos múltiplemento conexos admite una sub- 
división consiguiente. Los recintos simplemente conexos se caracte- 
rizan €n que su frontera es un continuo. Si la frontera de un recinto 
múltiplemente conexo consta de un número finito » (n > 1) de 
continuos, sin puntos comunes dos a dos *), cl recinto G se lama de 


*) Es fácil comprobar que si un conjunto dado admite alguna división 
en un número finito de continuos, que carecen de puntos comunes dos a das, 
entonces esta división es única. En efecto, sean fi, .... ta Y Gu --- Tm 
dos divisiones distintas de un mismo conjunto en continuos. intonces, al menos 
uno de los continuos de una división (sea éste py) tiene que contener tanto puntos 
que pertenecen como puntos quo no pertenecen a cierto continuo do otra división 
(sca éste f,). Designemos mediante «py, el conjanto de Jos puntos del continuo ep; 
que pertenecon a f, y mediante pzz, el conjunto de todos los demás puntos del 
continuo q, (éstos tienen que pertenccer n alguno de los continuos fq, . - .. fh-1 

FEvidontemente, todo punto de acumulación del conjunto «,, es tambián 
para fh un punto de acumulación, por lo cual está contenido en f, y no puede 
pertenecor a Pih. Del misma modo, un punto de acumulación del conjunto «in 
tiens que ser de acumulación para alguno de los continuos f, (1 E k); por Jo 
tanto, este punto está contenido en f; y no puede pertenecer a q yy. Hemos obte- 
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conexión finita o más precisamente, sedice queelorden 
de conexión es n. Finalmente, si la frontera de un recinto 
múltiplemento conexo no puede dividirse en un número finito de 
continuos, sin puntos comunes dos a dos, entonces el recinto se llama 
deoconexión infinita. 

Si dentro de algún círculo abierto K se toman n — 1 (n >> 1) 
círculos cerrados Kj, Kz, . . ., Kn-1, sin puntos comunes dos a dos, 
entunces el conjunto de todos los puntos del círculo K no pertenecien- 
tes a ninguno de los círculos K, (j = 1, 2, ..., n — 1), representa 
un recinto G. de orden de conexión n. Su frontera consta de » circun- 
ferencias: C y cy, Que limitan los círculos K y k; ( =1,2,.. 
«y, n— 1), respectivamente. 

Si, para fijar ideas, tomamos el círculo unidad | 2 | < 4 y exclu;. 
mos de éste los círculos cerrados |z — Z < 2 (n = 
= 2,3, 4, . . .), y también su centro z = 0, obtenemos un recinto 
de concxión infinita cuya frontera consta de Jas circunferencias 


lzl= 1, l—l==+=+5 (n=2, 3,4, ...) y del punto 
z=0 


2n (n+1) 

4.4. Consideremos un conjunto cerrado de puntos arbitrario FF 
1 conjunto O de todos los puntos del plano no pertenecientes a 
es un conjunto abierto. En cfecto, si O no es vacío (en esle caso la 
proposición resulta evidento), $us puntos, al no pertenecer a F, 
no pueden ser tampoco puntos de acumulación de F. Por lo tanto, 
para cada uno de ellos existe un entorno que carece de puntos dol 
conjunto £* y que, por consiguiente, pertenece totalmonte a O. 

Supongamos que zy € 0; designemos con Goy el conjunto de todos 
los puntos de O que pueden unirse con zy mediante curvas continuas 
pertenecientes a O. is obvio que G, €s un recinto. ste se denomina 
contiguo con respecto al conjunto cerrado F. Fácilmente 
se observa que puede haber una infinidad de recintos distintos, 
contiguos a 7. 

Como ejemplo, es suficiente figurarse que todo el plano se ha 
cnadriculado mediante rectas equidistantes, paralelas a los ejes 
de coordenadas. Aquí, el conjunto F está formado por todos los pun- 
tos de estas rectas, mientras que los puntos que están situados 
dentro de cada cuadro forman los recintos contiguos a f. 

Cuando F es una curva de Jordan cerrada y. existen dos y sólo 
dos recintos distintos contiguos a y. Jón este caso, y €s su frontera 
común. sta afirmación, que fácilmente se comprueba en cada 


nido que el continno q, admite una división en dos conjuntos no vacíos yy, 
Y Y ja sin puntos comunes. ninguno de Ins cuales contiene puntos de acumulación 
del otro. Pero costo contradice a la definición de continuo; de este modo, Duestra: 
afirmación queda demostrada. 
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caso concreto (por ejemplo, cuando y es una circunferencia), forma 
el contenido del teorema de Jordan. A continuación emplearemos 
“esto teorema, recomendando al lector que vea la demostración 
en algún curso de topología. Obsérvese (que uno de Jos dos recintos 
siempre es acotado: el interior de la curva de Jordan; el otro 
es no acotado: el exterior ala curva de Jordan (por ejemplo. 
las partes interior y exterior de una circunferencia). Mediante estos 
conceptos es fácil establecer la siguiente propiedad de los recintos 
simplemente conexos, que cs fundamental para la teoría de las 
funciones: si y es una curva de Jordan cerrada, perteneciente a un 
recinto simplemente conexo G, entonces el interior de y también perte- 
nece al recinto G. 

En efecto, sea € algún punto de y. Como £ es un punto 
del recinto G, existe un entorno de este punto perteneciente an (. 
En este entorno tiene que haber una infinidad de puntos exlerio- 
res a y, así como una infinidad de puntos interiores a y (esto es 
debido a que £ es un punto frontera para uno y otra recintos). De 
aquí se deduco que tanto en el exterior como en el interior de y hay 
puntos del recinto G. Pero el exterior de y no puede pertenecer tolal- 
mente a G, puesto que en caso contrario G sería no acotado (y osto 
contradice a la definición admitida anteriormente de recinto simple- 
monte conexo). Por consiguiente, en el exterior de y tiene que haber 
tanto puntos pertenecientes al recinto G como puntos que no perte- 
necen a G. De aquí se deduce que en el extorior de y tiene que haber 
puntos frontera de G. En efecto, suponiendo lo contrario haríamos 
la conclusión de que el exterior de y se dividiría en dos conjuntos 
no vacios sin puntos comunes: uno de puntos exteriores y otro de 
puntos interiores a G, sin contener ninguno de ellos puntos do acumn- 
lación del otro, lo cual contradice a la conexividad del exterior de y. 
Ahora es fácil demostrar que el interior de y pertenece totalmente 
a G. En efocto, en caso contrario en el interior de y habría puntos 
pertenecientes a G y puntos no pertenecientes a G, y aplicando los 
misinos razonamientos que antes hallaríamos que entre éstos 
habría puntos frontera del recinto G. Luego obtendríamos de uquí 
que toda la frontera do G quedaría dividida en dos conjuntos nou 
vacíos sin puntos comunes: uno en el interior y otro en el exterior 
de y. Como ninguno de éstos puede contener puntos de acumulación 
del otro (un punto del interior de y no puede ser de acumulación 
para cl exterior y viceversa), llegaríamos a la conclusión de que 
la frontera del recinto G es un conjunto desconexo, lo cual contradice 
a la hipótesis hecha de que el recinto G es simplemente conexo. Así. 
pues, el interior de y pertenece totalmente a G, y nuestra afirmación 
gueda demostrada. 

Se puede demostrar, sin dificultad alguna, que es simplemente 
conexo cualquier recinto acotado que posea la propiedad de que 
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para cualquier curva de Jordan cerrada y perteneciente a G el inte- 
rior de y también perteneco a €. 

lIsmbre los recintos no acotados, para los cuales no hemos definido 
por «ahora los conceptos de simple o múlliplemente conexos, 
hay algunos que poseen la propiedad indicada de los recintos simple- 
mente conexos: si una curva de Jordan cerrada pertenece al recinto, 
entonces su interjor también pertenece al mismo. A tal génoro de 
recintos también denominaremos simplemente conexos, extendiendo 
para éstos la definición primaria de recinto simplemente conexo. 


AY 


a) b) 


FIG. 5 


Por lo tanto, serán simplemente conexos: el plano, un semiplano 
(Fig. 5, a), un ángulo (fig. 5, b), una franja (fig. 5, c), una semifranja 
(fig. 5, d), ete. Por el contrario, cl exterior de un circulo, por ejemplo, 
no será un recinto Simplomente conexo según esta última definición. 

4.5. Demostraremos ahora unas Cuantas proposiciones auxilia- 
res a las que habrá que hacer referencia a continuación. *) 

Hagamos primero la siguiente observación general: si zy cs nn 
punto del recinto G y Á es su distancia hasta la frontera de este recin- 
to (cuando la frontera sen un conjunto vacío, supondromos que 
A = oo, entonces el círculo | —2z¿| <A está contenido en el 
recinto G. Esta afirmación es evidente cuando la frontera del recinto 
es un conjunto vacío, puesto que entonces G coincide con todo el 
plano y el círculo indicado también coincide con todo el plano. Su- 
pungamos que la frontera del recinto G no es un conjunto vacío y, 
por consiguiente, A < oo. El círculo |z — Zo¿| < A no puede con- 
tener puntos frontera de G, puesto que todos ellos están situados 
(uera de este círculo o en la circunferencia | z — z,| = A (al menos 
un punto frontera está situado en esta circunferencia). Poro ésle 


*) El lector puede omitirlas durante la primera Jectura, aludiendo a las 
proposiciones de este apartado solamente cuando encuentre referencios en la 
exposición ulterior. 
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no puede contener tampoco puntos exteriores a G, puesto que en el 
segmento rectilíneo Z¿2,, que uno el punto interior z¿ con el punto 
exterior z,, tieno que haber al menos un punto frontera. Así, pues, 
el círculo |z — Zo | < A está contenido en el recinto G. 

a) Dos puntos cualesquiera del recinto pueden untrse mediante 
una curva de Jordan y, en particular, mediante una linea quebrada. 

Sean 2” y z” dos puntos del recinto G. Según la propiedad conocida 
del recinto. demostrada en el ap. 4.2, oxiste una curva continua /: 
z= f (1) (a < t< B), que pertenece a G y une los puntos z' y 2”. 
Designemos mediante A (A > 0) la distancia entre la curva £ y la 
frontera del recinto G. Como la función f (£) es continua, el segmento 
la, fi] puede dividirse por los puntos lp =24<t<t<... 


... < tn = f en partes tan pequeñas, de modo que se cumplan las 
desigrnaldades 


[F(tjr) — (EN 1 <A (3=0, L, ....n—i). 


Como todo círculo |z —f (tj) | < A pertenece al recinto G (pnos 
la distancia desde f (£,) hasta la frontera del recinto (+ noes monor 
que A) y contiene el punto f (£,+1), los sogmentos de las rectas Aj, 
que unen f(tj) con f(tt+41) Q=0,1,.... n —3), tambión 
pertenecen a G. Por lo tanto, la quebrada A con Jos lados Ao, Aj. . 

-. Án -) que une z% con 2”, está situada on el recinto G. Si ésta no 
se corta consigo mismo. es decir, si carece de puntos múltiples, 
nuestra afirmación queda demostrada. Jn caso contrario, existen 
dos lados A, y Aa (0 < j < k) quo tienen un punto común zp; ade- 
más, cuando los lados son contiguos (k= j + 1), se puede suponer 
que este punto es distinto del punto final del lado A, (quo es cl 
punto inicial del lado Ajyy). Si k>j + 1, suprimiendo de A Ja 
quebrada cerrada que consta: de la parte del lado A, desde cl punto 
zo hasta su punto final, de todos los lados de Ja quebrada A cuyos 
subíndices estén comprendidos entre f y k, y finalmente, de la parto 
del lado A, desde el punto inicial de este lado hasta el punto zo, 
obtenemos una nueva quebrada A” que une como anteriormente 
z" con z”, pero que contiene por lo menos un lado menos que A. 
Si k =3 + , entonces uno de los lados A, y A,+1, que tienen el 
punto común zp, además de otro punto común, como lo es el punto 
final de A, y el punto inicial de A;,y, tiene que ser parte del otro 
lado. Por ojemplo, supongamos que Á, es una parte de A;y,y. Enton- 
ces, de la quebrada AA suprimimos la querbrada cerrada que consta 
de A, y de la parte del lado A;+, desde el punto inicial de oste lado 
hasta el punto inicial del lado A,. Resulta una nueva quebrada A” 
que une z” con z” y que contiene uno o dos lados menos que A. Así, 
pues, en todos los casos, cuando la quebrada A se corte consigo 
misima. es posible sustituir dicha quebrada por otra A' o A”, situada 
de nuevo en el recinto G y que une los mismos puntos 2”y 2”, pero 
51199 
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que contione por lo menos un lado menos que Á. ltepitiendo una 
cantidad finita de veces esta vperución de supresión de quebradas 
cerradas obtendremos, finalmente, una quebrada A que carecerá 
de intersecciones consigo misma (posiblemente, compuesta de un 
solu lado) y quo unirá z” con z” dentro del recinto G. Con esto, se 
lermina la demostración de nuestra afirmación. 

bd) Para cada conjunto de puntos cerrado y acutudo FF, perteneciente 
a un recinto G, se puede señalar otro conjunto cerrado y acotado E, per- 
teneciente también a G, que contiene a cada punto de F junto con su 
entorno cerrado de un radio fijado p > 0. 

sta propusición confirma Ja posibilidad de inmersión de todo 
conjunto cerrado F de puntos del recinto G en el interior de otro 
conjunto cerrado E, perteneciente también a este recinto. 

Supongamos primero que € es todo el plano. Si [z| <p es un 
circulo que contiene a todos los puutos del conjunto FF, se puede 
tomar por E el circulo cerrado de doble radio: | z | < 2p. Ii vidente- 
mente, se cumple todo lo que se pide en el teorema. 

Supongamos ahora que G no cs todo el plano. lintonces. la fron- 
tera del recinto (+ no es un conjunto vacío y se puedo hablar de la 
distancia de £' hasta la frontera del recinto G. Designemos csta 
distancia con d (d> 0) y consideremos el conjunto E de aquellos 
puntos del plano cuyns distancias hasta el conjunto F no son supe- 


. ( 
nor E 
10r0Ss A 2 


Está claro que todo punto del conjunto Y cs interior con respecto 
de E, y además, junto con cada punto Zy E Y' pertenece también al 


Ñ A d : ie 
conjunto E el círculo |z—z0| <>. ln virtud de la observación 


hecha al comionzo del prosente apartado, el coujunto £ mismo 
pertenece al recinto G. 

No queda más que demostrar que /2 cs uu conjunto cerrado. Seu 

z' un punto de acumulación del conjunto £ y supongamos que [z,) 

cs una sucesión de puntos de lí, convergente hacia z”. Como la distan- 

cia del punto al conjunto es contivua, la sucesión de números 

E PS 

P (Zn, F) converge hacia ol número p (2%, F), y como p (Zn. F) < $ 

(debido a la definición del conjunto E), se tiene también: p (2%, F) < 


- 


< Ss. De aquí se deduce que z” pertenece a E. Así, pues, el Leorena 
quoda demostrado por completo. Jl número indicado p se puede 


; d 
tomar igual a <. 


pa 
c) Sea E un subconjunto abierto no vacio del recinto G, que posua 
la propiedad deque cada uno de sus puntos de acumulación pertenecien- 
tes al recinto G, pertenece también a E; entonces, E necesariamente 
coincide con todo el recinto G. 
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Demostración. Supongamos que el leorema no es justo. 
Entonces en el recinto Go existen puntos no pertenecientes a ¿E, 
Dosignemos el conjunto de tales puntos mediante £,. Como el recinto 
es conexo, al menos uno de los conjuntos £ o £, tiene que contener 
puntos de acumulación del otro. Pal conjunto no puede ser £, puesto 
que éste es abierlo (todos los puntos que figuran en un entorno sufi- 
cientemente pequeño de un punto de £, también pertenceen a E). 
Por lo tanto tiene que existir un punto de E, que es de acumulación 
para £. Según la hipótesis del teorema, tal punto tiene que porte- 
necer a E. Hemos MNogado a ima contradicción con el hecho de que 
este punto pertenece a £,. De esta contradicción se deduco que el 
teorema es juslo. 

Obsérvese que las condiciones del Leorema se cumplen particn- 
larmente también cuando para cada punto 22€ £ el entorno del 
mismo, de radio d (20), igual a la distancia desde zy hasta la frontera 
del recinto €, también pertenece a £. En efocto., sea z, un punto de 
acumulación de E y sea d (z2,) su distancia hasta la frontera del 
recinto G. Intonces, para el punto Za € E. situado en cl circulo 
Iza l< E 0) , la distancia d (Zo) basta la Jrontera del recinto G 


E al (34) qe A a 
«Crá mayor que ==, y por consiguiente, ol círculo [2 — Zy | < 


< d (20), que poc la hipótesis pertenece a £, contendrá al punto 2,. 
Así, pues, bodo punto z, E G, que es de acumulación para E, perte- 
nece a £. Por lo tanto, se caomplen Jas condiciones del Leorema, 
vE=G. 

Y) Lema de Heine—lBorel. Sea F un conjunto cerrado 
y acolado, y sea [Ky un sistema de círculos que cubren a F, en el sentido 
de que cada punto de F es interior ul menos para uno de los círculos 
de K. En estas condiciones, cxiste un número finito de circulos: 
KiiBo, .. Kp (n > 1), pertenecientes al sistema dado de circulos, 
que cubren a F. 

Demostremos esta proposición por reducción a lo absurdo. Sea 
D, ún cuadrado con los lados paralelos a los ejes cuordenados y con 
el centro en el origen de coordenadas, que contenga al conjunto F. 
Los ejes coordenados dividen a éste en cuatro cuadrados iguales, 
que contienen on el interior y en los lados algunos subconjuntos 
del conjunto (algunos de estos cuatro subconjuntos pueden ser 
vacios). Si el teorema [neso jusbo para cada uno de estos subconjuntos 
y cada uno de ellos se cubrjege con un número finito de círculos del 
sistema (A), lo mismo sería ciecto también para todo ol conjunto F. 
Por esto, negando Ja justeza del teorema para todo el conjunto F, 
tenemos qué negarla también al menos para uno de Jos subconjuntos 
indicados del conjunto F. Sea D, el cuadrado que contione a este 
subconjunto. Dividiéndolo en cuatro cuadrados iguales obtenemos 


5 ue 
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un nuevo cuadrado Dz que contiene algún subconjunto del conjun- 
to F y para el cual no se cumple el teorema. Reiterando indefini- 
damente estos razonamientos ubtendremos una sucesión de cuadra- 
dos encajados: 


Dios DIA 


las longitudes de cuyos lados, evidentemente, tienden a cero, y cada 
cuadrado contiene algún subconjunto del conjunto F, al cual no es 
aplicable el teorema que demostramos. 

Designemos con £ el punto del plano al cual se ciñe la sucesión 
(D, y. En virtud de que cada uno de estos cuadrados D, contiene 
un conjunto infinito de puntos de F' (si hubiera un número finito 
de éstos hallaríamos inmediatamente un número finito do círculos 
dol sistema (XK) que cubriría a este conjunto), ¿ es un punto de 
acumulación de F. In efecto, cualquior entorno del mismo contiene 
todos los cuadrados, comenzando desde uno de ellos, y por consiguien- 
te, contiene un conjunto infinito de puntos de F. Como F es un 
conjunto cerrado, resulta que £ pertenece a / y, por lo tanto, según 
la hipótesis del teorema, existe un circulo del sistema (K) que con- 
tiene al punto ¿. Esto mismo círculo contione a tudo cuadrado D, 
cuyo suhíndice n sea suficientemente grande, de donde resulta que 
cuntiene al subconjunto del conjunto F' que pertenece a D,. Esto 
está en contradicción con la hipótesis, según la cual ninguno de Jos 
subconjuntos indicados puede cubrirse con un número finito de 
círculos del sistema (K). Con esta contradicción se termina la 
demostración del teorema. 

Obsérvese que en las aplicacionos de esto teorema cl sistema (X) 
consta generalmente de círculos con centros en puntos del conjunto 
F, es decir, de una colección de entornos de puntos de este conjunto. 
Naturalmente, para un sistema finito de entornos que cubren a F, 
solamente un número finito de puntos del conjunto F estarán situa- 
dos en los centros de los ontornos; los demás puntos de /F estarán 
sitnados en los circulos K,, ..., K,, sin coincidir con sus centros. 


$ 5. EL INFINITO. PROYECCION ESTEREOGRAFICA 
Y PLANO AMPLIADO 


5.1. En la teoría de las funciones de variable compleja desem- 
peña un papel muy importante elinfinito (oso), que lo conside- 
raremos como un número complejo impropio. Para dofinir adecuada- 
mente oste concepto introduciremos previamente una interpreta- 
ción de los números complejos que es muy natural en las cuestiones 
de carácter analítico. Examinemos, con este fin, todas las sucesio- 
nes convergentes posibles de números complejos y distribuyámoslas 
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en clases, culocando dos sucesiones en una misma Clase cuando, 
y sólo cuando, sus Jímites son iguales, 

sta clase la designaremos con el símbolo ae, donde u ex el número 
complejo hacia el cual convergen todas las sucesiones de la clase, 
y la llamaremos número complejo pro pio. En lo que se refiere 
a cada una de las sucesiones que convergen hacia a, diremos que 
ella pertenece a a (sobreentendiéndose que o es una clase de 
aucesiones). 

Si a y f son dos clases (distintas o iguales) y (unj y fe, ) son dos 
sucesiones pertenecientes a « y f, respectivamente, de modo que 
lim u, =0a y lim v, = f, entonces las sucesiones (u, + Un), [Un — Un), 
N =>» 00 7» 00 

u . . 
Lun-Un) y E (en esta última se supone que B7*0 y que todos los 
n 
números v, += U) convergen hacia los números a + f, a — f, a -f3 
UL . a . 
yop: respectivamente, os decir, pertenecen a las clases designadas por 


los mismos símbolos. “Tomando en lugar de (u,) y (v,) otras suce- 
siones (u,) € a y (vn) Ef, obtenemos de nuevo que 


(unto) 60 +B, (ur v,)Ea-P y (He 


O sea, las Sucesiones Que sc obtienen al efectuar una operación 
algebraica sobre los términos de unas sucesiones arbitrarias de dos 
clases dadas a y f, pertenecen a una clase determinada, respectiva- 


mente: x« + PB, a — fP, a -P y 13 . Por esto, resulta natural denominac 


a estas últimas clases suma, resta, producto y cociente de las cla- 
ses a y PB. Evidentemente, con tal dofinición, el conjunto do todas 
las clases representa un campo (u cuerpo conmutativo), que es isou- 
morío al campo de los números complejos: se obtione el isomorfismo 
poniendo en correspondencia a la clase do todas las sucesiones conver- 
gentes hacia «, el número mismo a. Hemos obtenido la representa- 
ción que necesitábamos del campo de los números complejos: el 
número complejo a puede interpretarse como la clase de todas las suce- 
siones que convergen hacia u. 

Para representar geométricamente a las clases usaremos como 
antes los puntos del plano. Una sucesión de números complejos 
fu, y pertenece a la clase 4 cuando, y sólo cuando, el (único) punto 
de acumulación do la sucesión de puntos que representan los núme- 
ros u,, coincide con a. Ahora construiremos el conjunto ampliado 
de números complejos adjuntando a los números comple 
jos propios (a las clases de sucesiones convergentes) un 
número impropio: una nueva clase de sucesiones. Pre- 
cisando, reuniremos en una clase tudas aquellas sucesiones (u, ) de 
números complojos, para cada una de las cuales y para cualquier 
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positivo 47 > 0 se puede señalar un V tal (dependiente de la suce- 
sión y del númoro M), que | u, | > M para n > N. A 0ste clase 
la llamaremos número complejo impropio o in- 
finito y la designaremos con el símbolo oo. En lo que se refiere 
a cada una de las sucesiones (u, ) que pertenecen al mismo, se dirá 
que converge hacia el infinito y escribiremos: lim u, = oo. 


N)-» po 

Análogamente al modo con que se introdujeron las operaciones 
sobre log números complejos propios, se pueden establecer también 
las oporaciones para el conjunto ampliado de números complejos. 
Supongamos de nuevo que a, $ son dos clases (propias o impropias) 
y que (un), fon) son unas sucesiones cualesquiera pertenecientes 
a ellas. Si la sucesión (u, + £,) pertenece a cierta clase y de nuestro 
conjunto ampliado, y el cambio de ([u«,) € « y [v, y € $ por cuales- 
quiera otras sucesiones (u,) E y [vi) E ff no influye en el regul- 
tado, es decir, (tu, + v,) pertenece, igual que anteriormente, a la 
clase y, entonces y se llama suma de a y B: p = a — f. Pero si 
no existe en goneral una clase a la que podría pertenecer la sucesión 
Lun + t,), o si esta clase puede variar al sustituir (u, ) por (fu;,) 
y [0,) por fv;,), entonces se dirá que a y f no tienen suma, os decir, 
que la expresión a + f caroce de sentido. lIividentemente, ol concepto 
de suma introducido de este modo para el conjunto ampliado de 
números complejos concuerda con el anterior, cuando a y $ eran 
núncros propios (en este caso, siempro existe la suma). Si al menos una 
de las clases 4 y f es impropia, Hegamos a los siguientes resultados: 

)a+o=0+0u0=00 (2% es un número propiw), la expre- 
sión 00 + 00 carece de sentido. 

Para convencerse de lo último os suficiente tomar, por ejemplo, 
dos sucesiones de la clase 00: 1,3,3,5,50,7,7,9,9, ... y 
1, —2, —3, —4, 5, —6, 7. -8, -9, ... Sumándolas tér- 
mino a término. obtenemos la sucesión 0,1,0,1,U,1,0,4,..., 
que, evidentemente, no pertenece a ninguna clase propia y tampoco 
a la clase impropia. 

Del mismo modo se consideran las otras operaciones también: la 
rosta, multiplicación y división de las clases a y f. Lo único que en 
el caso de la división hay que exigir es que sean distintos de cero 
los términos de la sucosión que figura como divisor. 

Se obtienen Jos siguientes resultados: 

2) 4 — 0 =00—0=00 (a es un número propio), la expre- 
sión co — oo carece de sentido; 

3) 4.0 =00-4 =00 (í es un número propio, distinto de 
Cero), 00.00 = 00; 


a oo e 5 y y . » 09 
d3= O, 7 =% (au es un múmero propio), la expresión Á 
carece de sentido; 
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55) ni = os (a es un número propio, distinto de cero), la expresión 


0 ; 
y “arece de sentido. 


5.2. Como observó por primera vez Riemann, para la ropresen- 
tación geométrica del conjunto ampliado de los números complojos 
es conveniente omplear la esfera. Considoremos ulguna esfera S de 
radio 1 y un plano Il que pase por su centro O (fig. 6). Tumando en 11 
un sisteina de coordenadas rectangulares xy con el origen en O, se 
puedon representar todos los números complejos propios en ol pla- 
no Tl. A cada uno de cllos ponemos en correspundencia un punlo 


FIG. 8 


determinado do la esfora. Con este fin, trazamos por O un diámetro 
P1” perpendicular al plano Il y unimos uno de 3us extremos /? con 
un punto arbitrario A € Il mediante un segmento recto. Este sog- 
mento (o su continuación) se cortará con la esfera en cierto punto 
A”, distinto de 7. Al punto Á ponemos en correspondencia esto 
punto do la esfera. Evidentemente, de este modo se establece una 
correspondencia biunívoca entre los puntos del plano y todos los 
puntos de la esfcra (a excepción del punto 2). ste método de 
hacer corresponder a los puntos del plano los de ln esfera, se denomi- 
na proyección estercográfica (de la oslora sobre el plano 
o del plano sobre la esfera). Si el punto A representaba en el plano 
un número complejo delerminado a, aquí congideraromos a su 
punto correspondiente A” de Ja esfera como la imagen del mismo 
número complejo. 

Para mayor facilidad en la expresión emplearemos la Lermino- 
logía geográfica, deonominando ecuador de la esfera a la circunferen- 
cia obtenida en la intersección de la esfera S con el plano ff; los 
puntos P y P” se Mamarán polo norto y polo sur, respectivamente; 
los círculos máximos que pasan por los puntos P y P” se llamarán 
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meridianos y, en particular, el meridiano situado en el plano Ox 
se llamará meridiano inicial, etc. Entonces, fácilinmento se observa 
que los puntos del plano Il situados dentro de Ja circunferencia 
unidad (la cual coincide con el ecuador), se represontan en la esfora 
por puntos del hemisferio sur (el cual contiene a P*), mientras que 
los puntos situados fuera de la circunferencia unidad se representan 
por puntos del hemisferio norto (el cual contiene a 2). Del mismo 
modo, los puntos del somiplano superior (y > 0) se representan por 


rIG. 7 


puntos del hemisferio oriental (con el cual so curta ol semieje posi- 

tivo Oy), mientras que los puntos del semiplano inforior (y << 0) 

se representan por puatos del hemisferio occidental, etc. 
introduzcamos cn S las coordenadas osféricas (geográficas): 


la latitud «q. que se mide desde el ecuador, desde O hasta = 


ad 


, » . T A . 
on el hemisferio norte y desdo U husta — S en el hemisferio sur, y la 


longitud A, que se mide desde el meridiano inicial (o con más 
precisión, desdo su punto do intersección con cl semieje posilivo .-) 
cn dirección positiva desde O hasta «1 (inclusive) y en dirección 
negativa desde O hasta —u (exclusive). 

De la fig. 7 se deduce que en la proyccción eslercográfica 


argz=4 y l2]=t8 (+) ; 


Por consiguiocnte, el punto de la esfera de coordenadas A y q repre- 
senta al número complejo 


2:=t8 (7 +3) (cos A + ¿sen A). (5.2:1) 
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Recíprocamente: el número complejo z 30 se representa por 
el punto de la esfera de coordenadas 2 -= argz y q = 
=2arctg|z| 5. 

Señalemos también las lórmulas que relacionan las coordenadas 
cartesianas de los puntos de la estera A” (E, n, €) y los puntos del 
plano A (x, y, U) en la proyección estereográlica. 

Como 


E=cosp-cosA, — n.==cosp:senA,  L=senp 
y 
EA dl 
cos p=sen (+ +9) = de AA+ HR 
is exa O 
=,2 
Sen p-= — cos (5+0) e a (+2) ap 
j . i no py 1t+p3[2” 
te (+3) 
se tiene 


2]|2|cosáñ _ 2 
FP ET? 
2]z|gen24 2y 


E = cos cos A = 


y =cospsená = (5.2:2) 


E _ ld yi— 
at yd 
Por otra parte, 
A 1+1g E 
3=tg (3-3) (cos 4 - - ¿sen A) = (cos 24 ¿sen 24) =— 
- i—tgW 
tp La 
COS => —2en =y- eN ati | 2 + En 
== E (cosñ- isenA)= —L-— (cosh ! ¿send = 221, 
P ( i—senq 1—¿ 
cos -—— sen 
2 2 
de donde ; 
A PA A mn 49, € 
L= i—í 1 y = ra . (9.2:3) 


Las fórmulas obtenidas resuelven por completo el problema de 
la proyección estereográfica. 

Do ellas, en particular, se deduce la propiedad homo- 
ciclica de la proyección cstereopráfica: en esta proyección, 
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a las circunferencias do la superficie de la esfera corresponden en el 
plano tambión circunferencias o rectas (estas últimas corresponden 
a las circunforcncias de la esfera que pasan por su polo norte). En 
efecto, cualquier circunferencia de la osiora S se obtione on la inler- 
sección de S con cierto plano 


ABEL Bn-Ch-D=0. -(5.2:4) 


De aquí, en virtud do las fórmulas (5.2:2) se deduce que los pun- 
tos correspondientes del plano satisfacen a la ecuación 


Ar W- By 4- $ (C4-D) (2? y?) + (D—C)=0. (5.2:5) 
lista última 0s la ecuación de una circunferencia si C+D=>0 
y la ocuación de una recta si C + D =0. Pero € + D es el resultado 
de sustituir en el segundo miembro de la ecuación (5.2:4) las coorde- 
nadas del poto norte (0, 0, 4). Así, pues, en el plano Il se obtiene una 
recta o una circunferencia, según que pase por el polo norte o no la 
circunferencia de la osfera. 

Señalemos, en particular, que cuando cl plano (5.2:4) sen parale- 
lo al plano del ecuador, es decir, cuando la circunferencia de la 
esfera sea uno de Jog parnlelos, entonces 4 = B = 0 y en el plano 
rosulta una circunferencia con cl cecntro en ol origen de coordenadas: 


(O -D)JMet] y?) C—D. 


Si el plano (5.2:4) pasa por el ejo 22”, es decir, si la circunferencia 
do ta esfera 6s uno de los meridianos, entonces C — D =UY y en el 
plano resulta una recta que pasa por el origen de coordenadas: 


Ax» By -0. 


Glaro, estos resultados podrían observarse también partiendo 
«lirectamente do la definición de proyección estereográfica. 

Toda circunferencia y de la superficie de la csfera. que no pase 
por un punto dado 17” do la esfera, divide la esfera en dos parles, 
ana de las cuales contiene 4 34M” y la otra no lo contiene; a la primera 
de ellas la llamaremos entorno del puato 417”. 

Una vez definido el concepto de entorno de un punto de la csfera, 
se puede generalizar inmediatamente el concepto de punto de acumu- 
lación, de conjunto cerrado y abiecto, de cueva continua. de recinto, 
etc, para los conjuntos de puntos considerados en $. 

Por ejemplo: un punto de la esfera se llamará punto de acumula- 
ción de un conjunto dado E cuando, y sólo cuando, cualquier entorno 
del mismo contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a E. 
Respecto de cada torna de funciones reales E = q (£), = p (2), 
E == x (t) del parámetro real £, definidas y continuas en un seg- 
mento a<t<b, que cumplen además la condición lp (£)1? + 
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+ lp (098 - Tx (012 1, se dirá que ésta determina una curva conti- 
nua (csiérica), ote. 

Consideremos una sucesión de números complejos €1,), conver- 
gente hacia el número a (propio), el cual es el afijo del punto A. 
Si los números u, son los afijos de los puntos UY,, entonces A es un 
punto de acumulación «de la sucesión (U,) (y además el único). 
Fácilmente se vhserva que el punto A”, que representa en la esfera el 
punto a, es también un punto de acumulación (y además, el único) 
de la sucesión de puntos de la esfera Un, que representan los númo- 
TOS tt.,,. 

Supongamos ahora que la sucesión de números complojos (o, ) 
pertenece a la clase impropia co. Entonces, para cualquier M > 1) 
los puntos V,,, que representan a los números v, en el plano, comen- 
zando desde cierto subíndice rn > N, estarán situados fuera del 
círculo de radio M. Los puntos correspondientes V;, de la estera se 
situarán en el entorno del palo norte, limitado por cl paralelo cuya 
proyección sobre el plano es la circunferencia |z | = M. De aquí 
se deduce que el polo norte será el único punto de acumulación 
parta cualquiar sucesión de imágenes de puntos, que pertenezca a la 
clase impropia. 

Recíprocamento: toda sucesión de puntos de la esfera, para la 
cual ce? polo norte seca cl único punto de acumulación, representa 
cierta sucesión de la clase impropia. Por cierto. todo esto se deduco 


de la relación (5.2:1) hallada anteriormente: |z |] = tg (+ F A) 
En efccto, para la sucesión fz,) la relación 


lim |z, | = oo 
YiU0 


es equivalente a la relación 


] U 
lim a => + 


NR-e y 


De acuerdo a esto, aquí consideraremos el polo norte 
de la csfera como la imagen geomélrica 
del número impropio oo. 

5.3. Ya vimos que modiante la proyección eslereográfica se 
obtiene una representación hinnívoca (o aplicación biyectiva) y con- 
tinua de la esfera, a excepción del polo norte, sobre todo el plano ?), 
de modo que la esfera puede servir para representar los números 
complejos propios igual que el plano. La existencia en la esfera 


*) Es decir, que a cada sucesión de puntos de la esfera, convergente hacia 
el punto A”, distinto éste del polo norte, corresponde en el plano una sucesión 
dle puntos, convergente hacia el puuto A, que es la proyección de A”, y viceversa. 
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de un punto más, precisamente del polo, que representa naturalmente 
al número complejo impropio, permite considerar a la esfera como 
un modelo de plano ampliado, obtenido del plano 
finito u ordinario mediante la adjunción de un punto más: 
del punto impropio o punto del infinito. A continuación, efec- 
tuando la proyección estereográfica, representaremos cl plano 
ampliado (la esfera) en forma de un plano finito, completándolo 
mentalmente con un punto impropio: con el punto del infinito del 
plano. En este caso, el entorno del punto del infinito se representará 
por cl exterior de un círculo arbitrario, por ejemplo, de un círculo 
con contro en el origen de coordenadas. 

Obsérvese que no se debe confundir el plano ampliado con el 
plano proyectivo que se obtiene del plano finito por 
adjunción de un conjunto infinito de puntos impropios que forman 
una recta impropia. Para construir un modelo de plano proyectivo, 
es suficiente tomar una esfera que sea tangente al plano en el polo 
sur. Proyectando sobre el plano, desde el centro de la esfera, los 
puntos del hemisferio sur, se establece una correspondencia biuní- 
voca y continua entre todos los puntos del plano y los puntos dol 
hemisferio sur (excluyendo de este último los puntos del ecuador). 
A cada recta del plano le corresponderá en el hemisferio la mitad 
de un círculo máximo; al conjunto de rectas paralelas entre sí, le 
corresponderá el conjunto de mitades de los círculos máximos que 
pasan por un mismo par de puntos diametralmente opuestos del 
ecuador. Este par de puntos sc considera como la imagen de un 
punto del infinito del plano proyectivo, que es común para todas 
las rectas que llevan Ja misma dirección. 

A todos los puntos del infinito posibles del plano proyectivo 
les corresponderá el conjunto de todos los pares de puntos diametral- 
mente opuestos del ecuador. Este conjunto se considera como la 
imagen de la recta del infinito. , 

Por lo tanto, el modelo del plano proyectivo se obtiene del hemis- 
forio ¡identificando cada par de puntos dinmotralmente opuestos 
del ccuador. 

Señalemos que er el plano ampliado cualquier sucesión de puntos 
posce al menos un punto de acumulación. En electo, si la sucesión 
está acotada, la existencia de un punto de acumulación se deduce del 
teorema de Bolzano-Weierstrass. Si no cs acotada, el exterior de 
cualquier círculo, es decir, cualquier entorno del punto del infinito, 
contiene un conjunto infinito de términos de la sucesión. De aquí se 
doduce que el punto del infinito es un punto de acumulación para 
cada sucesión no acotada. 

En resumen, en el plano ordinario existen sucesiones que carecen 
de puntos de acumulación, mientras que en el plano ampliado (en 
la esfera) cualquier sucesión posee un punto de acumulación. Esta 
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circunstancia se expresa diciendo que cl planono es compac- 
to y que el plano ampliado es compacto. 

Gencralizando el concepto de límite, llamaremos convergente 
a cualquier sucesión de puntos del plano ampliado que contenga 
solamente un punto de acumulación. Este último se llamará límite 
de la sucesión. 

Si G es un conjunto infinito no acotado del plano ampliado, el 
punto del infinito será un punto de acumulación para el mismo. 
Debido a esto, el conjunto G no puede ser cerrado si a él no pertenece 
el punto oo, 

Por ejemplo, el conjunto 1, 2, ..., n, ..-. no es cerrado en el 
plano ampliado, mientras que en el plano finito es cerrado. 

Si G es un recinto no acotado, el punto os puede ser o punto fron- 
tera, o punto interior al mismo. Como ejemplos del primor caso 
se pueden señalar: un semiplano, un ángulo, cualquiera de Jos dos 
recintos limitados por una parábola o por una de las ramas de una 
hipérbola, una franja o una semifranja, etc. 

En el segundo caso tiene que existir un entorno del punto oo 
que pertenezca al recinto y, por consiguiente, que no contenga puntos 
frontera del recinto G. Por lo tanto, en este caso, la frontera del 
recinto G es un conjunto acotado. Puede servir de cjemplo cl exte- 
rior G de cualquier curva de Jordan TP, por ejemplo de una circun- 
ferencia, añadiendo también a G el punto oo, Si esto último no se 
hiciese, resultaría otro recinto G”, cuya frontera constaria de la 
curva ' y dol punto aislado del infinito. 

La definición de orden de conexión de un recinto en el plano 
ampliado se introduce independientemente de que el recinto sea 
acotado u no. Así, pues, un recinto G se llama simplemente conexo 
en el plano ampliado, si su frontera es un continuo. Esta definición 
concuerda con la anterior (pág. 61) en el caso de un recinto acotado. 
También concuerda con la definición generalizada dada en la pág. 64 
puesto que In frontera de un semiplano, de un ángulo, de una franja, 
etc, representa un continuo del plano ampliado. No obstante, en el 
caso del exterior G de una curva de Jordan TP, la nueva definición 
da lugar 4 otro resultado. Precisamente, el exlerior mencionado 
(si se le añade el punto del infinito) es un recinto simplemente cone- 
xo del plano ampliado. 

Los recintos que no son simplemente conexos los llamaremos múl- 
tiplemente conexos. Por ejemplo, excluyendo del exterior G de una 
curva de Jordan T' el punto co, obtenemos un recinto múltiplemonte 
conexo (7'. Si la frontera del recinto G puede representarse en forma 
de un número finito p de continuos, que carecen de puntos comunes 
dos a das, entonces se dice que G es de conexión finita, precisamente, 
de conexión de orden p. Por ejemplo, el exterior de un círculo del 
cual se ha excluido el punto del infinito, es un recinto conexo de 
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segundo orden. Si la frontera de G no puede agotarse cop un RÚMCro 
finito de continuos que carezcan de puntos comunes dos a dos, enton- 
ces se dice que el recinto G es do conexión infinita. 

Se puede demostrar que la dofinición admitida de recinto simple- 
menle conexo del plano ampliado es equivalente a la siguienbo: 

Un recinto G se llama simplemente conexo, si para cualquier 
curva corrailda de Jordan y, perteneciente a G, el interior o el exte- 
cior de y pertenoce a G. 

La demostración de la cquivalencia de una y otra definición 
dejamos a cuenta dol lector. 

Jl coucepto introducido de punto del infinito permite generalizar 
un poco el concepto do función de variable compleja. Precisamente 
ahora el punto del infinito puede estar incluido en el conjunto de 
valores del argumento v en el conjunto de valores de la función, 
o hien. finalmente, on uno y on otro. 

Debido a estu se puede hablar del valor de la función en cl punto 
del infinito (este valor mismo puede ser [inito o infinito) o del valor 
infinito de la función on un punto finito. £l motivo de tal generali- 
¿ación del concepto de función se busa cn la continuidad. Adomás, 
admitimos la siguiente gencralización del concepto de límite para 
los casos en los cuales el punto zy o el límite A, n hien, finalmente, 
2g y A, son impropios: 

lim f (2) =A4, 


<> 2 
si pura cualquier sucesión 4Z,), convergente hacia Zy, se ticne: 


lim Í (2,,) = Á. 


N — 12. 


La función se lama continua cn el punto zo (en sentido 
generalizado) si 


lim f (2) =f (zo). 


Flay dos casos fundamentales en los que es conveniente introdu- 
cir los valores impropios del argumonto o de la función. 

1) Si la función f (2) está definida en un conjunto E para el 
enal el punto del infinito es un punto de acumulación, y f (2) en 
el conjunto £ tiende a un límite determinado 4 (finito a infinito) 
cuando z tiende al infinito, entonces es conveniente generalizar 
también la definición de f (z) para el punto del infinito haciendo 
f (00) = A. 

Así, por ejemplo, si / (2) cs una función racional 
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entonces existe el límite: lim f(z2), igual a O, si mo>ea, igual 
ZA, $ 


A . . . . 
a e , sims=n, y finalmonte, igual a oo, si m<n. De acuerdo 


a esto, hacemos: 
Lo 
Br 


00 


2) Si la función / (2) está definida en un conjunto £, para el 
cual z, es un punto de acumulación, y f (2) tiende hacia oo cuando 
el punto z del conjunto E tiende hacia Zo, entonces es conveniente 
gencralizar también la definición de f (2) pura el punto zo, haciendo 
f (20) = oo. 

Así, si z, es un cero del polinomio by + 12 + ... b)a2” y no es 
un cero del polinomio do 5]: 013 -l- ... -- 4,2", entonces f (3) = 
— 20412410 tiende hacia oo c d >> 1 al siry 
e ri acia cuando Z—> Zo, lo cual sirve 
de base para hncer Í (2,) = oo. 

En virtud de la definición admitida, la fonción f (2) esconti- 
nua en cl sentido general en cada uno de estos 
casos en el punto correspondiente: en el primer caso, en el punto 
z —= oo y en el segundo, en el punto zp. 

5.4. Demostremos que en la proyección esterengráfica los ángulos 
entre las curvas de la esfera son iguales a los ángulos entre sus imágenes 
en el plano. Sca Mi (Ev, Mo. Eo) un punto cualquicra de la esfera 
(distinto del polo norte) y y”, una curva conlinua que pase por el 
punto Mí y que tenga tangente en el mismo. Esto significa que 
entre las distintas representaciones paramétricas de la curva y 
existe una 


E=(t), n=P(0, E-— 2 (0)  Me(MI+IPDI--1 018 1), 
tal quo las funciones q, Y y x son diferenciables para £ - to, y 
(92 (01 1 1 (10919 — [0 (091? +0. 
la imagen del punto M, en la proyección estercográfica será 


el punto del plano Afo (Lo, Yo» 30) y la imagen de la curva y”, la 
curva y: 


Para los números z'(t4) y y'(t)) que caracterizan Ja dirección 
de la tangente en el punto Mo, se tiene: 


a 3 (1—50) +5'Eo 


+ : y (1—50) + ¿"to 
(1—£0)* , 


(1 -= 50)? 
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r24 y 3 (52 +92) (1— 60)? + 2 (S05' + 019-E* (1 —E0) +52 (56 +6) 
(4 — Ep)1 : 
Pero 
+ m=1—E y 08 + n= —£8'; 
por consiguiente, 


224 y? (82 +12) (1 —50)3— £*2 (250 — 260) +82 (15) _ 


(1—E0)* 
08 ALE re Erro 
(1— Eo)1 d—E). * 


Cousiderando ahoraídos curvas y” y y; que pasen por el punto 
M, de la esfera y Sus imágenes y y y, en el plano, que pasan por el 
punto Mo, para el coscno del ángulo ax entre las curvas y y y, en ol 
punto Ao hallamos: 


a +yv pe 
VA V=3 ros 
—. 15 (150) + 6 Eo) [Es (1 — Lo) + E180) + In” (10) +50] [m; (4 —Eo) + Emo) _ 
(1—E9 VETE VER E 
— (Edi+nómi) (20)? + (E08" + ron) Ei (1 50) y 
A VEA VE En 


+ (E081 + 01) 5 (105 EM 
A VERA VE 
Pero $4-n=1—¿E, E + mu = —t£' y del mismo modo, 
A a 


COS YU = 


por lo tanto 

cosa — GET mm) (4 — 60)? — Eds (co — 60) —E "Ei (Lo — 60 PE 51 (15 _ 
(1-0) VE FRE VEIS 0413 
le 5 E+nn od AE 
Aquí, evidentemente, a” es el ángulo entre las curvas esféricas 
v. y y, en el punto M,. Con esto queda demostrado lo que se afirmaba. 
La representación (o aplicación) de una superficie (o de un recinto 
sobre una superficie) sobre otra se llama conforme si en ella 
no varían (se conservan) los ángulos entre las curvas. Se puede decir 
ahora que la proyección estereográfica de la esfera sobre el plano es una 

representación (o aplicación) conforme. 
La proposición demostrada permite sustituir la medición de los 
ángulos entre las curvas de la esfera por la medición de los ángulos 
entre sus imágenes en el plano, y viceversa. Consideremos, en parti- 
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cular, los ángulos formados por las curvas que pasan por el punto 
del infinito. En el plano, tales curvas (curvas continuas 
del plano ampliado) ase representan en forma de proyec- 
ciones de las curvas esféricas que pasan por el polo norte. 

Siib=0(80,n =p (0, ¿ = xx (8), a < 1 < bd, son las ecuaciones 
paraméótricas de una curva continua y de la esfera, la ecuación de 
su proyección T' tendrá la forma 


A in 91t)+ty() =$ (t) 
i—¿ 1-7 (0 ' 


La función f (t) está definida y es continua para todos los valores 
de t del segmento la, bl, a excepción de aquellos valores t = 1 
para los cuales y (1) = 1 (y, por consiguiente, [q (1)1? + ly (£)12 = 
=4 —[x (0? =0, o sea, q (£) = y (t) = 0). Pero, cuando t—» tr, 
el puntu de la curva y tiendo hacia el polo norte y, por lo tanto, 
f (t) > co. Debido a esto, se puede definir f (2) en todo el segmento 
[a, b], conservando la continuidad (en el sentido generalizado), 
hacicudo f (rt) = oo. 

Supongamos que, en general, se tiene alguna función z = FF (£), 
definida y continua en el sentido generalizado en el segmento la, b] 
(que ahora puede ser infinito hacia uno o hacia ambos lados). En- 
tonces, las coordenadas (E, n, £) de los puntos de la esfera que se 
proyectan sobre z = F (t) serán, evidentemente, funciones de t, 
definidas y continuas on la, b] en sentido ordinario (si el segmento 
es infinito, por ejemplo, b = coo, estas funciones tendrán unos límites 
determinados cuando ¿-— oo; pasando a otro parámetro: t' = 
= arctg t, podemos reducir el problema al caso de un segmento 
finito). De aquí se deduce que toda función z = F (2), definida y 
continua en sentido generalizado en un segmento la, b], determina 
una curva continua en el plano ampliado. 

Puedon servir de ejemplos: la recta z = (at + B) + 1 (yt + 0), 
donde a? + y? <0 y la función 2 se hace igual a oo para t = oo; la 
parábola, por ejemplo, z = at? + Bt + y) + i(0£ + e), donde 
at + 02 3 Q y la función z se hace igual a oc para £ = oo; la hipér- 
bola (por ejemplo, z = eran ao , donde a +0, bX<0, y la 
función se hace igual a oo para ? = + 1), etc. 

Dos curvas planas TP, y Tz forman un ángulo con el vértice en el 
punto del infinito, si las curvas IT, y T, que les corresponden en la 
esfera (P, y P¿ son las proyecciones estereográficas de TI; y I';) forman 
un ángulo en el polo norte'(es decir, poseen tangentes en este punto). 
Por definición, el valor de este último ángulo se toma por valor del 
ángulo entre las curvas '', y T, en el punto del infinito. 

Consideremos, en particular, dos rayos rectilíneos T, y Pz que 
partan de mn punto M, del plano bajo un ángulo a. A ellos, en la 
6—1199 
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esfera, les corresponderán, dos arcos de circunferencias UT; y I;, 
que unen el punto M, de la esfera con el polo norte P. Según lo 
demostrado en el presente apartado, I', y Y; forman en cl punto M4; 
un ángulo igual a a; pero, en virtud de las conocidas propiedades 
de la esfera, TP; y T; tienen que formar el mismo ángulo en el pun- 
to P, es decir, el ángulo a. De aquí se deduce que los rayos T, y TP, 
también forman cn el punto del infinito un ángulo igual a a. 

Tomemos ahora por I', y T2z dos rectas paralelas; en la osfera 
a ellas les corresponderán dos circunferencias NM, y T; que pasan por 
P y que poseen aquí tangente común. De acuerdo a esto, el ángulo 
entre I, y I';, y por consiguiente, también entre T, y T, será igual 
a cero. 

El lector tiene que acostumbrarse a considerar la parte del plano 
comprendida entre dos rayos rectilíneos (un ángulo) o entre rectas 
paralelas (una franja) como un biángulo con dos ángulos iguales. 
Uno de los vértices de este biángulo (en el caso del ángulo) o ambos 
(en el caso de la franja) están situados en el punto del infinito. 

5.5. A las transformaciones elementales de la esfera en sí misma, 
mediante la proyección estereográfica, les correspondon ciertas 
transformaciones del plano en sí mismo. Hagamos girar la esfera 
en el ángulo «1 alrededor del diámetro que llova la dirección del eje z. 
Jintonces, el hemisferio norte pasará al sur y el sur al norte; en 
particular, se cambiarán de sitio los polos norte y sur, es decir, los 
puntos que representan al oo y al 0. Además, se cambiarán de sitio 
los hemisferios occidental y oriental. El ecuador y el meridiano 
coro se quedarán en sus sitios. De todo esto se deduco que la trans- 
formación considerada de la esfera es equivalente a la siguiente 
transformación de las coordenadas esféricas: 


p se sustituye por —Qpp, 
A se sustituye por —A, 


Veamos cuál es la transformación del plano que corresponde a 
esta transformación de la esfera. Sustituyendo en la fórmula (5.2 : 1) 
p y A por —p y —áA, en lugar do z obtenemos el nuevo punto: 


4 1 


PE A A 
8 ( 4 2 ) ) te (7+24) (cos A+! sen 4) ú 


Por lo tanto, a la rotación de la esfera en cl ángulo nu alre- 
dedor del eje real le corresponde la transformación del plano 
expresada por la ecuación 
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En este caso, el cxterior de la circunferencia unidad (correspon- 
diente al hemisferio norte) se transformará en cl interior de la misma 
(correspondiente al hemisferio Sur). Los semiplanos superior e 
inferior (correspondientes a los hemisferios occidental y oriental) 
también se cambian de sitio. La circunferencia unidad (imagen del 
ecuador) y la parte positiva del eje real (imagen del meridiano 
cero) se transforman en sí mismos. 

Es de particular importancia el hecho de que en la transforma- 
ción indicada so cambian de lugar el origen de coordenadas y el 
punto del infinito, que representan las imágenes de log polos sur 
y norte. También se cambian de Jugar los entornos do estos puntos. 
Lo expuesto concuerda con las conocidas igualdades, referentes al 
número complejo impropio oo: 

00 = = 0) = EA . 
o6 
Estas expresan la correspondoncia cxistente entre los puntos O y oo 


del plano ampliado, ostablcecida mecdianto la transformación £ = ps 


> 


Esta última transformación se emplea constantemente en todas las 
cuestiones en Jas que figura cl punto del infinito. Ella reduce el 
estudio de este último punto y de cualquier entorno del mismo al 
estudio del punto cero y de su entorno correspondiente. 
Obsérvese que como la proyección ostereográfica es conforme y 


posee la propicdad homocíclica, la transformación [ = - también 


es conforme y posee tambión la propiedad homocíclica. Comprobemos 
la primera afirmación. 

Si y es una circunforencia cualquicra o una recta del plano 2, 
la circunferencia de la esfera que le corresponde en la proyección 
oslereográfica, después de haber realizado la rotación considerada 
de la esfera, se transformará también en una circunferencia. Pero 
a osta última en Ja proyección estereográfica le corresponde en el 
plano una circunierencia o una recta y”. Esta cs procisamente la 


] , oe 1 ¿ 
imagen de la línea y en la transformación ¿ = >. Por cierto, la 


propiedad homocíclica de la última transiormación se expresa en 
que las imágenos de las rectas y circunferencias en esta transfor- 
mación son también rectas o circunferencias. lD)e un modo semejante 


a . . 1 
se comprucba también que la transformación ¿ = z es conforme. 


Señalemos que ambas propiedados indicadas se establecerán para 
unas transformaciones más generales en los apartados 2.3—2.4 y 4.3 
del segundo capítulo, sin aplicar la proyección estereográfica. 

5.6. Consideremos de nuevo la definición de ángulo con el vér- 
tice en el punto del infinito. En lugar de la definición formulada 
al final del apartado 5.4, se puede dar otra equivalente. 


Gs 
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Sean P, y T'2 dos curvas continuas del plano ampliado que pasen 
por el punto del infinito y que formen en el mismo un ángulo «a. 
Según el apartado 5.4, esto significa que T, y Tz son las proyecciones 
estereográficas de unas curvas continuas y, y ya de la esfera, que 
pasan por el polo norte y forman en el mismo el ángulo «. 

Haciendo girar la esfera en ol ángulo x alrededor del eje zx, las 
Curvas Ys y Pa se transforman en unas curvas nuevas y, y Y, que 
pasan por el polo sur de la esfera y que forman en él también el án- 
gulo a. Sus proyecciones estoreográficas sobre el plano serán unas 
curvas continuas I; y TI; que forman en el origen de coordenadas 
(la proyección del polo sur) el ángulo «a. Pero, por otra parte, según 
lo expuesto anteriormente, las curvas '; y T;¿ pueden obtenerse de 


las curvas T, y T'» mediante la transformación L = =' De aquí se 


deduce que, si dos curvas P, y P'» del plano ampliado forman un 
ángulo a en el punto del infinito, entonces, sus imágenes Tí y-Ú;, 


a ó o. 1 ze 
obtonidas mediante la transformación É= Ñ forman entre sí 


en el origen de coordenadas el mismo ángulo «a. 

Siguiendo nuestros razonamientos en orden inverso nos conven- 
cemos de que si se sabe que T; y P, forman en ol origen de coordenadas 
un ángulo a, de aquí se deduce que sus imágenes Y, y T, en la trans- 


formación É£ = + forman también en el punto del infinito el án- 


gulo a. Por lo tanto, se puede sustituir la definición inicial de án- 
gulo con el vértice en el punto del infinito por la siguiente dofini- 
ción equivalente: se dico que las curvas continuas T, y Ty del plano 
ampliado, que pasan por el punto del infinito, forman en este punto 
un ángulo a cuando, y sólo cuando, las imágenes de estas curvas, 


obtenidas como resultado de la transformación £ = >, forman 
en el origon de coordenadas el ángulo a. 


CAPITULO 
SEGUNDO 


LA DERIVABILIDAD Y SU SIGNIFICADO 
GEOMETRICO. 
LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


$ 1. LA DERIVADA. CONDICIONES 
DE D'ALEMBERT — EULER 


1.1. Sea f (3) una función de variable compleja, definida y uniforme 
en cierto conjunto £, y sea zo algún punto de acumulación de este 
conjunto, perteneciente al mismo. Formemos la razón de diferencias 


1(2)—1 (0) 
:—2 


Evidentemente, ésta representa una función de z, definida para 
todos los puntos del conjunto E, distintos de zp. Si existe el 


límite 
lim f(2)—/ (20) 


2>z9, 2EE 2-2 é 


éste se llama derivada de la función fí(z) sobre 
el conjunto £en el punto z, y se designa medianle 
fe (20) 0, más abreviadamente, f' (zo). La Sunción f (2) que posce 
derivada se llama derivable (o diferenciatble) o 
monógenasobreelconjuntol enel punto Zo. 

¿n el caso particular, cuando KE es un intervalo del eje real 
(finito o infinito), f (z) es una función de la variable real z = x, que, 
on el caso general, toma valores complejos: f (2 = f (12) = q (1) + 
+ tp (2). Si p (2) = 0, es decir, si los valores de f (z) también sun 
reales, las definiciones dadas de derivada y derivabilidad coinciden, 
evidentemente, con las definiciones ordinarias del cálculo dife- 


rencial. Sip (2) =£ O, escribiendo 16310 en la forma E mi A 


— Zo 
+ ¿DO E0 , en virtud del «ap. 3.6 del primer capítulo, sacamos 


la conclusión de que la derivada f' () existe cuando, y sólo cuando, 
existen las derivadas q” (2) y y” (7); en esto caso, f' (1) = y” (í) — 


86 CAP. 11 LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


+ bp" (1). Asi, por ejemplo, si f (1) = a cos x + ¿b sen zx, se tiene, 
f' (1) = — asen x + £b cos z. 

Designando f (2) — f (20) mediante Af (z) (ol incremento de la 
función) y 2 — Zpg mediante Az (el incremento de la variable inde- 
pendiente), escribimos la condición de derivabilidad así: 


27 n3=e(s 89 


donde e (zq, Az) —>0 para Az —-0(2€ £). De aquí se deduce que el 
incremento de una función derivable puede representarse en la 
forma: 


Af (2) = A-Az+4-e (2,, Az) Az (A =f" (20) (1.1:14) 


donde A no depende de Az y e tiendo a cero junto con Az. 

Rocíprocamente: toda función, para la cual cl incremento puede 
representarse en la foca (1.4:1) con las mismas condiciones ros- 
pecto de A y £ (z, Az), es una función derivable y su derivada es 
igual a A. En efocto, de (1.1:1) se deduce que el límite 

om Af (2) 
aun Az 
existe y es igual a A. Por lo tanto, la representación del incremento 
de la unción en la forma (1.1:1), donde A nu depende de Az y e 
tiende a O junto con Az, es la condición necesaria y suficionte para 
la derivabilidad do la función. Obsérvese que de (1.1:1) se deduco 
inmediatamente quo una función derivable en un punto z¿€ E es 
continua en este punto (sobre este conjunto). 

Designando Az medianto dz (diferencial de la variable indepen- 
diente) y A-Az = fg (20) dz mediante df (2) = df (z) (diforcncial 
de la función), obtonemos para la derivada la siguiente expresión 
mediante diferenciales: 


(Az = 2— 2g; z2€ E) 


fte) = E2. 


Aclaremos con un ejemplo el papel que desempeña en la defini- 
ción del concepto do derivabilidad el conjunto £ sobre el cual se 
toma la derivada. Supongamos primero que £ es el eje real y f (2) = 
= f (1) = x. Entonces, la derivada fe (1) existe para cualquier 
€ E y 03 igual a uno, es decir, la función es derivable en todo el 
conjunto E. Prolonguemos ahora la función f (zx) a todo el plano 
complejo £,, poniendo como antes f (2) = z. Evidentemenle, esta 
función es continua para cualquier z y coincide con la función inicial 
cuando zZ€ E (es decir, cuando y = 0). La razón de diferencias es 
aquí igual a: 

f(2)— 20) _ (1— Xy) 
2=f9 (4204 (Y—Y0) * 
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Esta no tiene límite para z > zp (z¿ es un punto arbitrario del plano), 
puesto que es igual a Ó cuando x = zp y Y Y Yo, y es igual a 1 cuando 
2 X% Lo Y Y = Yo. Resumiendo, la función f (2) = z no es derivable 
sobre el plano en ningún punto. 

1.2. De la definición de derivada y de las propiedades de los 
límites de las funciones de variable compleja se deduce que las 
reglas fundamentales, conocidas en el cálculo diferencial, son válidas 
también para las derivadas de las funciones de variables complejas 
sobre un conjunto. 

He aquí estas reglas: 


1. Si f(2)=<c, entonces E =0. 
y 4lef(ad _, ef(2 
2. er aa e TO 


3. = 1. 


a Eje 


4 El + + += LB 


5. Elf ta) fa(2)-- Ia (2I= 1 (0) 1a(e). tn (2) BO + 

Hito tt. ta BLA 4 0 fet BL. 
e. FU =alA 7. 6. le) =n 22. 
Th lap + aah... ap) =$ 20924... Pnan tl. 


fat) 40. yy (7 ZO 


CA LC 
0 [ l2 (2) ] e [2 (2312 5 


Aquí se supone que todas las funciones f (2), f, (2), fa (3), - . - 
son derivables en el punto dado z del conjunto E. En la regla 8 
se cxige, además, que f, (2) sea distinta de cero. 

9. Reglu de derivación de las funciones 
compuestas. Supongamos que la función w= f (z) es deri- 
vable on un punto zp € E y que wy = fÍ (zp) es un punto de acumu- 
lación para el conjunto F de los valores que toma esta función en E. 
Consideremos una función Z = q (w), definida en F y derivable 
en cl punto w, sobre este conjunto. Entonces, la función compuesta 
Z = q [f (2) es derivable en el punto z¿ sobre el conjunto E, y además, 


drp(/ (al _ drplo) defi) 
a (1.2:1) 


88 CAP. TIT LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


En efecto, supongamos primero que en cualquier entorno del 
punto zy existen puntos z € £, z y zp, tales que f (2)= f (zp) = wo. 
Entonces existe una sucesión de puntos (z,) del conjunto E, conver- 
gente hacia zo y tal que f (z,) = f (zo) (rn = 4, 2, .-. .). Para esta 


sucesión lim 1 (2n)—f 0) _ Ó y como, por la hipótesis, existe la 
t,>20 2n —£0 

dorivada “2440 = lim pp=ten , ésta tiene que ser igual a cero. 
Z->29 


Por lo tanto, el segundo miembro de la relación (1.2:1) es igual 
a cero, y es suficiente demostrar que también es igual a cero el 
primer miembro. 
Examinemos la relación de diferencias 
S910El—elfcEm. 


2—2p 


ésta se anula para cada z * zp tal que f (2) = f (Zo). Por consiguiente, 
es suficiente establecer que esta relación posce un límite igual a cero 
para cualquier sucesión fz,) > zo tal que f (zn) = wn + Wy. Pero 
entonces, 

PLENIZGIEO) ptr) —0 (100) Vp —v0 


Zn —20 Wy—Ug Zn —%9 
p (1) —$ (uo) Hon)—$ (30) dep (w) defíz) 
As A a para Z—> 27. 


Así, pues, bajo la hipótesis hecha, se cumplo la relación (1.2:1). 

Supongamos ahora que existe un entorno del punto z¿, en el 
cual f (2) = ww, para todos los puntos z pertenecientes a £. 
Entonces, tendremos: 


PLL 11 (ol _ p()—e (0) Mi _ 
w— UY 2— 


z—20 20 
— QUO) — p (o) 1) — $ 60) _, ¿re (o) dell cora 2> 20, 
w— we ¿—Z dw dz 


os decir, de nuevo obtenemos la relación (1.2:1). 

10. Regla de derivación de las funciones inversas. 
Supongamos que la función w=f (2) establece una corres- 
pondencia biunívoca entre los puntos de dos conjuntos £ y PF, y 
que la función inversa z = (10) es continua en F. Entonces, si f (2) 
es derivable en el punto zo € E y fE (29) + 0, la función inversa 
z = q (w) también será derivable en el punto wy = f (zp) € F y 


d 1 
PF (Wa) = EPICA 


En efecto, como la aplicación w=f(z2) es biyectiva, se ticne, 
242) para W=*uwo, por lo cual la relación de diferencias para la 
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iunción q (1) se puede representar en la forma 
q (w) —p (wo) __z—z 1 


4 — Wo w—uy — y —w : 
¿—2 
y como para w-—=>uwy también 2= q (w) —> zo =p (Up), se tiene: 
lin LS — == 097 1 
we) w—uo lim w— uwy lim 1(23— — f (2p) Fe 2 Eo) á 
z»2q 2 —%0 2320 2:—E 


que os lo que se quería demostrar. 
1.3. Aquí, fundamentalmente, estudiaremos las funciones deti- 
nidas en un recinto E = G y, en este caso, en lugar de fz (z) o de 


del (z) r df (2) 
ln escribiremos abreviadamente: f' (z) o a 


Sea f (2) = u (x, y) + to (z, y); recordemos que una función 
de dos variables reales u (x, y) se llama diferenciable en el punto 
(Zo, Yo) del recinto de su definición, si se cumple la relación: 


u (7, y) — te (Lo, Yo) == A (Zo, Yo) (7 — Lo) + B (Lo, Yo) (Y — Yo) + 
+e, (2, Y; Lo, Yo) (T— To) + £2a (2, Y; Lo, Yo) (Y — Yo)» 
donde 


lim  es(z,y;%0Yo)= lim  ez(T, Y; Zo, Yo) =U 
ARXO. Y>Y0 Y Xx0, Y YO 
Los coeficientes A (zo, Yo) y B (Zo, Yo) del segundo miembro de 
la igualdad, son las derivadas parciales de la función u (zx, y): 
du(z, Ju (z, 
Á (xo, es B (<o, Yo) == A y) a 
uv=xYo ymyo 


Demoustremos la siguiente proposición importante: 

Teorema. Para que una función f (2) = u (5, y) 4 lo (zx, y), 
definida en un recinto G, sea derivable en un punto z de este recinto 
como función de vartable compleja, es necesario y suficiente que las 
funciones u (x, y) y v (x, y) sean dlferenciables en este mismo punto 
(como funciones de dos variables reales) y que, además, se cumplan en 
este punto las condiciones: 


du 0v du dv ] 
da yt y (1.3:1) 

Si se cumplen todas las condiciones del teorema, la derivada 
f' (2) puede expresarse en una de las siguientes formas: 


' 0 0 0 0 9 0 9 
EIA TN E 
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Las condiciones (1.3:1) son de fundamental importancia en la 
teoría de las funciones analíticas y en las aplicaciones de esta teoría 
a los problemas de la mecánica y física. Estas se llaman condi - 
cionos (o ecuaciones) de Cauchy—Riemann. 

Es necesario señalar que esta denominación, universalmente ad- 
mitida en los libros de enseñanza y científicos, está injustificada 
desde el punto de vista histórico, puesto que las condiciones (1.3:1) 
se ostudiaron ya on el siglo XVIII por D'Alembert y, jundamental- 
mente, por Eulor, en los trabajos dedicados a la aplicación de las 
funciones de variable compleja a la hidromecánica (D'Alembert y 
Guler), cartografía y cálculo integral (Euler). Por lo tanto, sería 
justo cambiar la terminología corriente y llamar a las ecuaciones 
(1.3:1) ecuaciones de D'Alembert—Euler. 

Veamos la demostración del teorema y demostremos primero 
que las condiciones del mismo son necesarias para la derivabilidad 
de la función f (2). 

En efecto, si f (z) es derivablo en el punto z dol recinto G, se 
tiene 

Af (2)=f' (2) Az-+eAz, (1.3:3) 
donde 

Az=2,—2=(7,—2) + 1 (y —y)= Ax +1Ay, 
Af (2) =1 (21) —f (2) = 
= lu (2,1, Yi) — (2, y) +1 [0 (11, ys) —v (z, y)] = Au + ¡Av, 
f' (2) =a +10, e =8€, + 182, 

y €, y €z tienden a cero cuando Ax y Ay tienden simultáneamente 


a cero. 
Separando en la relación (1.3:3) las partes real e imaginaria, 
tendremos: 
Au=aAzr—bAy+e¡Ar—eszAy, 
Av=bAx+aAy+ezAz—e,Ay. 
Como lim e = lim £,=0, de aquí resulta que: 
Ax, Ay-»0 áx, Ay—>0 


1) las funciones u (zx, y) y v(z, y) de dos variables reales z 
c y, son diferenciables en el punto (z, y); 


2) 5us derivadas parciales en este punto son: 


Ou du Ov dv 
E A 
y, por consiguiente, satisfacen a las condiciones: 
0u Óv du dv 


= nu” 
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Finalmente, Se f' (2) obtenemos: 
f ()=a+b= Hs ml N 


Así, pues, queda demostrado que las condiciones del teorema 
son necesarias. 

Demostremos que las condiciones del teorema son suficientes. 
Supongamos éstas cumplidas. Entonces 


Au=-=" Az Hapartoe aBy, 
(1.3:4) 
Av =-37 Ax c+ _ — > — Ay +B1Azx + BoAy, 


donde a, %:, $, y fo, tienden a cero cuando Ax y Ay tienden 
a cero. Además, 


a dy = dl, y ==37 =b. (1.3:5) 
Yor consiguiente, 
Au=aAzx—bAy +a,/Ax+4 as Ay, 
Av =bAz+aAy FBjAx+B2Ay 


j Af (2) = Au+ Av = 
=- 4(Axr +¿Ay) + ib (Ar + 1Ay) + (a + ¿B,) Az + (0 + 1B2) Ay = 
= (a +10) 624 | (04 +80 HE +(02+ 18) 42] 42=442 4 eAz. 
(1.3:6) 
Como 


Jel= (0 + B) E Az + (02 + iBa) Ñ e |< 
<|0 +18] ]32]+J02 +48] |52]< 


<]0,+iB11--|0%+iP1< 04141811402] -+-] Bel, 


tenemos que e, junto con QG;, Bi, %a, Pa, tiende a cero cuando 
Az= Az+iAy tiende a coro. De aquí y de las relaciones (1.3:6), 
se deduce que la función f(z) es derivable y su derivada f' (2) es 
igual a 4: 


f' (2) =A=a+bi= S Hi 


Con esto se termina la demostración. 
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Por el curso general del análisis se sabe que para que las funciones 
u (xr, y) y v(r, y) sean diferenciables, es suficiente quo existan 
du 0u 9v dv 
dx' dy* dx* dy 
para que la función f (2) = u — ty sea derivable, es suficiente que 
existan las derivadas parciales a , 5 : a : > , quo éstas sean con- 
tinuas y que satisfagan a las ecuaciones (1.3:1). 

Una función f (z), derivable en cada punto del recinto G, se lla- 
ma derivablo (diferenciable) en este recinto, o también holo- 
morfa,o analítica (aveces, regular). La denominación 
holomoría (semejante a entera, de las palabras griegas 0'Aof lotal, 
entero, y popqr — forma) fue introducida por los alumnos de 
Cauchy: Briot y Bouquet. «Con esta denominación señalamos —decían 
ellos— quo ella (es decir, la función holomorfa — autor) es semejante 
a las funciones enteras (es decir, a los polinomios.— autor), que 
poscen las mismas propiedades en todo el plano». El significado del 
vocablo «analítica», empleado anteriormente por Lagrange y más 
tarde por Weierstrass, y universalmente admitido en la actualidad, 
se explicó en el $ 1 del primer capítulo; su aplicación a las funciones 
de variable compleja, que son derivables on cierto recinto, será 
justificada en la exposición ulterior, cuando demostremos que 
una función tal puede expresarse en un entorno de cualquier punto 
del recinto en forma de suma de una serie de potencias convergente.. 
Por ahora emplearemos la denominación de «función analítica» 
como sinónimo de la denominación «función de variable compleja, 
dorivable (o diferenciable) en un recinto dado». 

Como ejemplo, oxaminemos la función f (2) = e* (cos y + ¿sen y), 
definida en todo el plano. En este caso, 


y sean conlinuas sus derivadas parciales: . Por esto, 


u-=e cos y, v--e seny. 
LEE e“ cos y = Y ua —e* sony = de 
dE ” YE Go aga MY — 


Por lo tanto, so cumplen las condiciones (1.3:1) y la función 
f (2) es analítica en todo el plano. Para su derivada, se tieno: 


f' (2) = + Le cos y + ¿e* sen y = f (z). 

En el ejemplo examinado al final del ap. 1.1, (2) =x,u ==, 
a De 1 00 
9x — “* dy dx dy 


p =0, = (0 y no se cumplen las condiciones 


de D'Alembert — Euler: pe > 7 Ya se vio que esta función no 


es derivable en ningún punto (sobre el plano). 
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Las condiciones (1.3:1) pueden expresarse en una forma más 
compacta aplicando el concepto de las llamadas derivadas formales, 
que resulta úsil en diversas cuestiones de la teoría de las funciones 
de variable compleja. Examinemos en un recinto una [unción com- 
pleja j(x 34) = u (2, y) + iv (z, y), dilerenciable en el mismo 
respecto de x € y Efectuando un cambio de variables: 


r=aE4-Pn, y=yE+Ó0n, 
donde xó— y 40, 


se obtiene una función diferenciable de E y y, para la cual 


$ __ 0 0] $ _a Of 9] 
tad ddr Y dr DN 
Desde Ihego en estas fórmulas, a, f, y y Ó son números realos. 
Sin embargo pudemos asignar a óstos valores imaginarios, convi- 
niendo en que tos segundos miembros de las fórmulas servirán en- 
tonces de definición de los primeros. Precisamente haremos: 

¿ 


1 i 
a=p=>3, V= — y > Ó=3; 

en este caso, 
E=z+iy=z, n=:—iy=z 


y nuestras fórmulas proporcionan la definición de las derivadas 
formales: 
SS gu, 5) + ¿ (+ 5) 
202 dy) 2 Nor *dy 2 Vox dy)” 
e A Yy_1 (0 dy. 1 w du 
z =3 (3 ep a) laa rr la +35) - 


Del teorema demostrado en el presente apartado se deduce que, 
una [unción f = u + tv, diferonciable en el recinto G con respecto 
de x e y, será analítica en este recinto cuando, y sólo cuando, en 
todos los puntos del recinto se cumple la condición 


0 
Oz 
on este caso, 
Y ZA ¡ ALU 
cr A 


En muchos casos es importante que las condiciones para que 
una función de variable compleja f (2) = u Y4- iv sea diferenciable 
en un punto z+ 0 vengan expresadas en coordenadas polares: 
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| de = r y Arg z = (P. Estas condiciones (necesaria y Ssufisien- 
tos) son: 
1% u y uv son funciones diferenciables de r y db; 
2') sus derivadas parciales están ligadas por las relaciunes 
du 1d 0 4 du de 
O bo (ES) 


Para convencerse de estu, es suficiente demostrar que u y v son 
diferenciables como funciones de r y D (r +0) si, y sálo si, son 
diferenciables como funciones de xr e y, y que en estas condiciones 
las ecuaciones (1.3:7) son equivalentes a las ecuaciones (1.3:1$. Pero 
el cumplimiento de lo primero que se pide es consecuencia del hecho, 
conocido en el curso general de análisis, de que una función dife- 
renciable (por ejemplo, u = u (zx, y)) de funetones diferenciables 
(por ejemplo, de x = r cos D e y = r sen O) tamhien es diforencia- 
ble (respecto de las variables r y D). La sepunda afirmación se 
comprueba inmodialamente. Por ejemplo, si se.ceumple la condi- 
ción 1') y, además, se cumplen las condiciones (1.3:1), se tiene: 


du du du dv Óv í de 

o  ———— -—— oo =( cas. ceca a A «y as 

Sr 3z cos D + Sy sen Y dy cos (D dz sen Dd =D * 

dv dv Ov On du 4 du 
—- — ——_ ; . — )= — mm (*, ) ——_» == —"——_—_ , 
Te dE cos WD + dy sen Y = Pr cos NM + E sen 0 30 


(1.3:8) 


El lector fácilmente realizará también el paso inverso de las 
condiciones (1.3:7) a las condiciones (1.3:1). 
Escribiendo las ecuaciones (1.3:8) de la forma 


Ou Ou dv du du du 
e ia delo ir ae 
de ellas obtenemos 
du du dv dv Du 0v 
Am => am AL a. nn td A 
E — cos OQ -| 3r Sen O, dz 37 Sen d+ 7 cos D, 


y, por consiguiente, 
f (a) = 32 += (cos D—i sen 0) + ¿LA (cos D—1 son (D) = 
du .,0 : du, .0 : 
=(F+17) (00 D— ¿sen O) =P (5 +izp). (1.3:9) 
Esta fórmula es útil para calcular f'(z) mediante las coorde- 
nadas polares. Las ecuaciones (1.3:7) permiten también expresar 


f' (z) en la forma: 


ro=(H-:%)- (1.3:10) 
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Como ejemplo, examinemos la función potencial: 

m mn m 

<= CE Arg: , A — 41) 41 
2n=|21P (cos == + úson E) =r? (cos =2 + son 7) j 


donde m es un númoro entero y r es natural. Esta función está de- 
finida en el recinto G : z 3% 0, y es multiforme si el número racional 
—_ no es entero (véase el cap. 1, ap. 2.3). Esto último os dobido a 


que el argumento PD también es multiforme. Para tener la posibilidad 


de hablar de la derivada de esta función multiforme en cierto punto 
z del recinto G, tomemos en este recinto algún entorno del punto 2 
que no contenga al origen de coordenadas y, fijando uno de Jos 
valores que toma Y en el punto z, tomemos en todos los demás 
puntos z, dol mismo entorno los valores O, que cumplen la condición 


|[d, - Dd |< 5 (fig. 8). Entonces, obtendremos en el entorno 
considerado una rama uniforme y continua?) de la 


7A 
función 2”. Esta función uniforme se designará con la misma nota- 
m 


ción: f(2) = 2”. 
Evidentomente, en este caso 


m 
u=r" cs 22. p=r" sen "O 
+ n ? + n ? 
A mD 1 0 
dr n + n " 0w” 
dm a y PD 
dor  n + n r 0D” 


e) Sobro las ramas uniformes de las funciones multiformes hablaromos 
más detalladamente en adelante, en el $ 5 del presente capítulo. 
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y, por cunsiguiente, f(z) es una función diferonciable. En virtud 
de la fórmula (1.3:9), para su derivada, obtenomos: 


m m 
A MA mO MA 2) = 
] ()=2( ri cos +A sen = 


ra m3 n 

m = mO mdy 4  moj(o 

== — yn Pit E 7 pcia RO, REALES ie 
=> ¿e (cos n +1 sen r ) z n 2 


Por lo tanto, el lector puede observar que la regla de derivación 
m 
do la «potencia fraccionaria» 2" se conserva formalmente igual que 
m 


para la función correspondiente de variable real 27. Solamente 
hay que tener en cuenta que nuestro cálculo se efectuaba con la 
condición de que z +0, condición que puede omitirse solamente 


m LA . 
cuando — Sea un número entero no negativo. 


Como ejercicio, proponemos al lector convencerse de que la 
función f (2) = ln r + i0, definida en el mismo recinto G, es dile- 


renciablo y su derivada es igual a - (aquí también hay que separar 
las ramas uniformes y continuas de la función). 


$ 2. SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA DERIVADA. 
TRANSFORMACIÓN CONFORME 


2.1. Consideremos primero una función compleja 2=4 xo de 
variable real t, definida y continua cn un segmento E : la, fl del 
ejo real. Como se señaló en el ap. 4.1 del capítulo primero, tal fun- 
ción dotermina una curva continua L. Supongamos que en cierto 
punto del segmento la, f] existe la derivada (sobre el conjunto E) 
A” (2) 5 0. Demostremos que entonces existo en el punto correspon- 
diente zp = 4 (to) de la curva £ la tangente T do ésta (entendida 
como la posición límite de la secante que pasa por el punto 2,) y 
que el ángulo entre 7 y el eje real coincide con Arg A” (tp). 

En efecto, tracemos una secante por los puntos zy = 4 (tp) y 
21 = 1 (t,) de la curva L. Se puede suponer que estos puntos no 
coinciden para todos los valores ¿,, distintos de £, y suficientemente 


próximos a to (en caso contrario, existe una sucesión (t;¡n) — to, 
tal que 


A tin) —A (0) =0 
para todos nr, y por consiguiente, 


2” (to) = lim Him 9) ; 


tin—lo tin — o 
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Observando gue la dirección de la secante coincide con la di- 
rección del vector 2% 


E —=2) > SOCaImos la conclusión de que la secante 
tendrá una posición límite para ty — to (2, — Zo), solamenle si 


cl ángulo entre el último vector y el eje real, igual a Arg 120 

, 1 +0 
tiene límite cuando !; > fo. Pero, según la condición, existe el 
límite 


lim £1T%0 
fi->to 


A” (£o0) e 0; 


tu—flo 


por lo cual también existo el límito 


lí 


lim Arg 


t1i>lu 
con lo cual se termina la demostración. 

Resumiendo, para una función compleja de variable real, la exis- 
lencia de derivada distinta de cero significa la existencia de tangente 
a la curva correspondiente; el ángulo de inclinación de la tangente 
al eje real coincide con el argumento de la derivada. 

Examinemos ahora una función de variable compleja w = f (2). 
definida y continua en un recinto €, y supongamos que en un punto 
Zo E G existe la derivada f” (zp) se O. Prazemos por el punto z, algunn 
curva L: 2 =4(0), (a <t <P, A (a) = zp), para la cual oxisla la 
derivada A” (t,) Y: 0; según lo expuesto anteriormente, la curva /, 
posee tangente en el punto z¿ = A (a) con el ángulo de inclinación 
igual a Arg 4” (t,). Mediante la transformación w = f (z) esta curva 
se Lransforma en una curva A, situada en el plano :: w = f ÍA (1)] = 
= u(t (a <t <P, p (to) = Í (20) = w0). Según la regla de deri- 
vación de lag Íunciones compuestas (ap. 1.1), la función yu (£) cs 
derivable on el punto £= to y p” (to) = f' (20) A” (to) + 0, por lo 
cual la curva Á posee tangente en el punto wy = f (zo), y el ángulo 
en|re la tangente y el eje real es igual a 


Arg p” (to) =Arg lA! (0) $” (20)] = Arg 4” (t0) + Arg f' (20). 


De aquí se deduce que, al pasar de la curva £ a su imagen A, el 
ángulo de inclinación de la tangente en el punio inicial de la 
curva varía en la magnitud 


l 
Arg y” (to) — Arg" (tp) = Arg f' (20), 


que no depende de la curva. Si del punto 3, parten dos curvas cua- 
lesquiora £, y Lz, que posean tangentes 2, y t, en el punto zp. entonces 
las tangentes t, y T¿ a Sus imágenes A, y A, en el punto w, = f (zp) 
se vbtendrán de (; y t¿ mediante un giro en un mismo ángulo Arg /' (zp), 


0 =ArgW (10) 5), 


*) Vónse ol final del ap. 3.3, cap. 1. 


:—1190 
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y, por consiguiente, el ángulo entre las curvas L, y Lx será ígual 
(en valor y en el sentido de la dirección) al ángulo entre A, y A.. 
Por lo tanto, al hacer una transformación mediante una función 
continua w = f(z), que posea derivada f” (z,) distinta de cero, 
todas las curvas del plano z que pasan por el punto zp, y que posean 
tangente en este punto se transforman en curvas del plano w que 
pasan por el punto wy = f (zp) y que también poseen tangente en 
este punto; en esta transformación se conservan los ángulos entre 
las curvas. La transformación mediante una función continua, que 
conserva los ángulos entre las curvas que pasan por el punto dado, 
se llama conforme en este punto. 

Si, además, se conservan no solamente los valores de los ángulos, 
sino también los sentidos de sus direcciones, se dice quela trans- 
formación es conforme de primera espe- 
cie”), si los sentidos de las direcciones de los ángulos se cambian 
por los contrarios, se dice que la transformación €s 
conforme de segunda especie??). 

Resumiendo, una transformación mediante una función de variable 
compleja, analitica en un recinto G, es una transformación conforme 
de primera especie en todos los puntos en los que la derivada es distinta 
de cero. Si la transformación es conforme en todos los puntos del 
recinto G sin excepción, entonces se llama transformación 
conforme del recinto G. 

Puede servir de ejemplo de transformación conforme de segunda 
especie la simetría con respecto del eje real: w = z. Sirven 
de ejemplos más generales las transformaciones que se realizan me- 
diante las funciones conjugadas con las analíticas: w = f (2) (ue 
supone que f' (z) 0). 

Proponemos demostrar al lector que si la derivada es ignal a 
cero en cierto punto, los ángulos pucden conservarse o variar (exa- 
mínense las transformaciones 


f, (2) = r? (cos D + ¿sen D) 
fo (2) =r? (cos 2D + ¿ sen 20D) = 2? 


en el punto z= 0). 

2.2. En el npartado anterior se demostró que Arg f” (27) repre- 
senta el ángulo de rotación de la tangente a la curva £ en el punto 
zo de la misma al pasar a su imagen Á y al punto wy = f (Zo). Tón 
particular, si f” (zp) es un número real positivo, entonces los vaclores 
tangentes a L en zo y a A en f (zo) son paralelos y tienen una misma 
dirección. 


*) O confarmo dirocta. (N. del T. 
«*) O conforme inversa. (N. del T. 
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Veamos ahora el significado geométrico que tiene el módulo de 
la derivada |f' (zo) |. Con este fin, obsérvese que 


y que los números | z — Zo | y |f (2) — f (zo) | expresan las distan- 
cias entre los puntos 2 y Zo del plano z y entre sus imágenes f (z) 
y Í (z7) del plano w, respectivamente. Si la razón UE se puede 
considerar como la dilatación del vector z — 2p, obtenida al hacer 
la transformación mediante la función tw» = f (2) (osta dilatación 
puede ser menor que la unidad, igual a la unidad o mayor que la 
unidad), el módulo de la derivada |f' (zp) | se puede considerar como 
la dilatación en el punto zy en la transformación mediante la función 
w = f (2). De lo que acabamos de exponer se deduce que la magnitud 
de dilatación en el punto z¿ no depende del vector z — Zo que se 
tome con ol origen en este punto; no obstante, ésta no coincide con 
la dilatación del vector z — zpy sino que representa el límite de esta 
dilatación cuando z tiende a zo. 

2.3. Como ilustración, estudiemosla función homográ - 
fica*) L (2) = E (al menos uno de los números c o d es 
distinto de cero). Supongamos primero que e = O. Entonces, L (2) 


puede expresarse en la forma £ (2) = az + B (a = 5 , B= 5): 


éstaesunafunciónlinealentora. Está definida para todos los va- 
lores de z y posee derivada L” (2) = a, que conserva un valor constante 
y distinto de cero, si a  U. Por consiguiente, la función £ (2) realiza 
una transformación conforme de todo el plano de la variable com- 
pleja z. Ein esta transformación, las tangentes a todas las curva: 
del plano z giran un mismo ángulo, igual a Arg a, y la dilatación 
en todos los puntos es igual a | aj. Si a = 1, se tiene, Arg a = 2kx, 
la | = 1, y realmente no cxiste ni rotación ni dilatación. Como, 
en oste caso, la transformación toma la forma w = z + f, ésla, 
evidentemente, se reduce a una traslación del plano como un todo 
en el vector f. Si a +1 (y a +0), la transformación puede expre- 
sarse en la forma w — y = a (2 — y), donde y se determina por la 
ecuación y = ay + fi. De aquí se deduce que en la transformación 
cada vector z — y que parta del punto y, gira un ángulo igual a 
Arg a y se dilata en | a | veces, convirtióndose en el vector w — y 
que parte del mismo punto y. Esto significa que la transformación 
L (2) = az + f, siendo a * 41 (y a 9 0), se reduco a una rotación 


*) La denominación do esta función dada por el autor es: función fracciona- 
ria lineal. (N. del 7.) 


7» 
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del plano como un todo, alrededor del punto y = A en cl ángulo 


Arg a, y a una dilatación de razón | a | con respecto de este punto. 
Evidentemente, ésta es una translormación homolética con centro 


en el punto y = ¡E de razón (o coeficiente de semejanza) | a |, 


seguida de una rotación cn el ángulo Arg a alrededor del mismo 
punto. Tal es la transformación conforme en el caso más simple. 


Circunferencia 
¿sométrica 


12 (241 <1 


FIG. 9 


Supongamos ahora que c+ 0. Enlonces, para 2 06 = — - 
existe la derivada 


. _ad=be ad—bec 4 

LO=par "a E—=ÓN 
Si el doterminante ad — bc + 0 (la igualdad a cero de la expresión 
ad — be significa el cumplimiento de la proporción L£=2 — A, de 


donde a=cA, b=di y L (2) = As ) , se tiene, 
L' (2) 40 para todos los puntos z € $. Por cunsiguiente, la trans- 
formación w = L (2) es conformo en todos los puntos finitos, dis- 
tintos de Ó. En esta transformación, las tangentos a las curvas que 
pasan por un punto arbitrario 2 =* 6, giran un ángulo igual a 


ArgU' (2) =Arg 22 —2Arg(2—0). 


Evidentemento, el ángulo de rotación de la tangente vacía al pasar de 
un punto a otro, conservando el mismo valor en los puntos, para los 
cuales Arg (z — 0) conserva un mismo valor, es decir, en los puntos 
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de cada uno de Jos rayos rectilíncos que parten del punto 6. La 
dilatación de la longitud en el punto z en esta transformación es 


A — be .s : 
igual a |L£” (2) | = E] :|z—Ó |? y también varía al pasar 


de un punto a otro. Esta conserva el mismo valor on los puntos parn 
los cuales la magnitud |z — Ó | es la misma, es decir, en los puntos 
de cada circunferencia con el contro en el punto ó. En particular, 
esla dilatación os igual a la unidad en cada punlo de la circunle- 


rencia yp:|z—0]= eb (circunferencia ¡so- 


métrica de la transiormación honmográfica); es mayor 
que la unidad en ol interior de y, tendiendo al infinito cuando 
z tiende a Ó, y es menor que la unidad en cl exterior de y, tendiendo 
a cero cuando z liende al infinito (fig. 9). 

2.4. Supongamos, como anteriormente, que c + ( y ad — be $ 
=0. Entonces, cvidenlemente, 
az-— b e 


Sn 00 lim a 
a Zo oa Y vd Cc ; 


En correspondencia con esto, obtenemos: 
L (6) = oo y £L (00) == mL. 


Por lo tanto, el punto finito 6 so transforma mediante la función 
wsS= L£L (2) en el punto del infinito, y el punto del infinito, en el 
punto finito a. lDemostremos que la transformación también ces 
conforme en estos puntos. in efecto, sean y y ya dos curvas quu 
pasan por cl punto Ó y forman en ol mismo un ángulo 0, y sean T, 
y Py sus jmágenes en el plano w. Queremos domostrar que ', y P, 
forinan también el ángulo 0 en el punto del infinito. Hagamos con 


este fin la iransformación del plano tw: E :* = . Entonces, las curvas 


T, y P, so transformarán en las curvas TP, y T;, y el punto del infi- 
nito, en el origen de coordenadas (fig. 10). Está claro que el paso 
de y, y pa en el plano 2 a TP, y T; en el plano Ese ofectúa mediante 
la translormación homográfica 


o 
que es conforme en el punto z =6 = — —. Por consiguionte, P, 
y TP, también forman el ángulo 0 en el origen de coordenadas. De 
aquí que, en virtud de la definición del ap. 5.6 del capítulo primero, 
las curvas P', y P, forman también entre sí el ángulo 8 en el punto 
del infinito. Así, pues, queda demostrado que la transformación 
w = E (z) cs conforme en el punto z — 4. 


102 CAP. II LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


De un modo análogo se demuestra que también es conforme en 
cl punto del infinito. Precisando, si las curvas y, y Ya pasan por el 
punto del infinito en el plano z, sus imágenes P, y P, en el plano w 
pasan por el punto a. Supongamos que y, y y, forman entre sí un 
ángulo O en el punto del infinito. Esto significa que sus imágenes 


Y, y Y, Obtenidas como resultado de la transformación £= =. 


(2) 


FIG. 10 


forman el ángulo 6 en el origen de coordenadas. Pero, evidentemente, 
se puede pasar de y; y y, a TP, y T, mediante la transformación 


Esta transformación es homográfica y, por lo tanto, conforme en 
el punto £ = 0. De aquí se deduce que T, y TP, forman también entre 


sí el ángulo 8 en cl punto a = - , con lo que se termina la demos- 
tración de que la transforinación w = £ (2) es conforme en el punto 


del infinito. 
Cuando e = O, resulta la función lineal entera 


w=L(2)=az +8 (a 0). 


Aquí se supone £ (00) = oo y mediante la transformación auxiliar 


6 = e ra reduce éste caso al que se acaba de examinar (al 


punto del infinito del plano z corresponde el origen de coordenadas 
del plano w). 
Proponemos al Jector hacer la demostración completa. 
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Resumiendo, se puede decir que la función homográfica w = 
= £ (2) realiza una transijormación conforme del plano amplia- 
do subre sí mismo. 
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3.1. Las funciones uniformes y analíticas en todo el plano a 
excepción del punto del infinito, forman la clase más importante 
y simple de funciones diferenciables. Tales funciones se llaman 
enteras. 

Un polinomio : 


do T 0142 + a9z* +...+ Anz" = P, (z). 


es un ejemplo muy particular de función entera. Esto puede reducirse 
a una constante (n = 0). Si n > 0 y an +0, se tiene: lim P, (2) = 
7 > 00 

= oo. Por consiguiente, un polinomio de grado superior a cero se 
hace igual a co en el punto del infinito. Como se sabe por el álgebra, 
si w es un número complejo arbitrario (propio), la ecuación P, (2) = 
=w tiene n raíces, algunas de las cuales pueden ser iguales entre 
sí (raíces múltiples). Por lo tanto, en la transformación w = P, (2) 
cada punto del plano w pertenece a la imagen del plano z; además, 
este punto tendrá n preimágenes: Zi, Za, ..-. Zn. Agreguemos a 
esto que P, (00) = oo y, por consiguiente, oo pertenece a la imagen 
del plano ampliado. Las preimágenes del punto del infinito w = oo 
son las raíces de la ecuación P, (z) = oo, es decir, es también el 
punto del infinito. Para simotría, a éste le consideraremos como raíz 
múltiple de esta ecuación, de orden n. Así, pues, un polinomio de 
grado n (an +0, n > 0) transforma el plano ampliado sobre sí mismo, 
de modo que cada punto de la imagen w tiene n prelmágenes: 21, Za, .. 
«+... Zp. Por cierto, como ya se advirtió, para algunos valores ex- 
cepcionales de w (entre los cuales también está incluido tw = 00) 
el número de preimágenes puede ser también menor que r. 

Fácilmente se observa que la cantidad de tales valores excep- 
cionales no es superior a n. En efecto, si w, ++ 0o y la ecuación 
P, (2) = Wy tiene raíces múltiples, entonces, como se sabe por e) 
álgebra, para cada una de ellas P, (z) = 0. Pero esta última ecua- 
ción tiene n — 41 raices (entre las cuales también puede haber igua- 
les entre sí): Ei, 52, ..., En. De aquí se deduce que wa tiene 
que tener alguno de los siguientes n — A valores: P, (£), 

, Pa (En -1). y agregando aquí cl punto del infinito, “obtenemos 
aquellos r puntos (no más) del plano w que poseen menos que n 
preimágenes cada uno en el plano z. 

3.2. En virtud de la teoría general, la transformación w = 
= P. (2) es conforme en todos los puntos, a excepción de los puntos 
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Sr 52 - +.) En-1, en los cuales Ja derivada se anula, y también, 
posiblemente, a excepción del punto z = oo. 

Cuando r = 1, el polinomio es una función lineal entera, y en 
este caso, la transformación es biunívoca y conforme, incluyendo 
también el infinito (véanse los ap. 2.3—2.4). Cuando r > Í, la trans- 
formación deja de sor conforme en los puntos indicados. 

Jon efecto, supongamos que P, (20) == 0. Entonces, 2 = Zp €s 
una raíz múltiplo de Ja ecuación P, (2) — P, (z0) = O y, por corsi- 
guiente, 2, (2) — P, (30) puede oxpresarsec en la forma: 


Ph (2) — Pa (20) = (8— zp)" Q (3), 


donde k>2 es el orden de multiplicidad de la raíz z = zp (como 
es sabido, ol número A es una unidad mayor que el ordon de mul- 
tiplicidad de la raíz z = zy para la ocuación P, (2) == 0) y el poli- 
nomio Q (z) no se anula en el punto z = Zo. Poniendo P, (2) = 
y Pa (Za) = Wo, obtenemos de aquí, que 


Arg (w— uy) -- Arg (2— 20)" + ArgQ(2), 
de donde 
lim (Arg (ue —wp)) — Arg (2— 20)" ArgQ(z). 


2249 
Supongamos abora que z=4(2) es una curva £ que pusa por 
ol punto Zy(27=- A (t0o)) y que en este punto tiene tangente «uyo 
ángulo de inclinación al ejo real es igual a 
Arg A" (to) — lim Arg ¿2 
tilo 1t—l0 
(véase ol ap. 2.1). La imagen Á de esta curva en el plano 0 será: 
w =P, la (19) = y (t). De aquí no podemos sacur inmediatumente 
la conclusión de que existe tangento a Á en el punto tw (£ = to) 
(puesto que y” (0) = P, (20) A” (tp) =0). Pero, para el ángulo de 
inclinación de la secanto que pasa por los puntos tp y w => ib. 
según la anterior, oblenemos: 


w—w 
AE 


— Arg > + k Ag E? —>ArgQ (20) +k Arg (to) cuando l—ta, 
2— 3q)" e 
de donde se deduce que existe la tangente. 
Si L£, y La son duos curvas: Z==4,(t) y z=4A2(1), qUe pasan 


por el punto Zo y forman cn éste un ángulo 6 
Y — Arg A, (12) — Arg A, (£,) (As (L1) = Az (t2) = 20). 
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entonces, lag imágenes A, y Az de estas curvas pasan por ol 
punto “e y forman en éste el ángulo 


[Arg Q (20) + le Arg A; (t2)1 — [Arg Q (20) 4% Arga, (11)) = 
=k [Arg A, (12) — Arg A, (£,)] = 40. 


Resumiendo, en la transformación w = P, (2) todos los ángulos 
con los vértices en los puntos, en los cuales se anula la derivada P,, (2), 
se alteran; precisando: estos ángulos aumentan k veces st el orden de 
multiplicidad de la raiz correspondiente de la ecuación 1”, (z) = 0 
es igual a k — 1. 


Q e.» 1 . 
Aplicando la transformación [ =— , el lector se convoncerá 


fácilmente que cuando n > 1 la transformación doja de ser conforme 
también en el punto del infinito. Precisamente, en la transforma- 
ción ww = P, (2), los ángulos con ol vértico cn el punto del infinito 
aumentan n veces. 

3.3. Examinemos, en particular, la transformación de la forma 
w= (3 — a)” (n> 1). Esto transforma el plano ampliado sobre 
sí mismo, de modo que cada punto uw posce n preimágenes en el pla- 
no z. Son una excepción los puntos w = U y w = oo, para los cuales, 
las preimágenes se confunden cn un punto: 4 y oo, respectivamente. 
Las preimágenes z (a, 300) se determinan «de la ecuación 


wW=(2—a)”, 


de modo que 


=0+ Visa 1 Yoli] (eos EL 4 e son 32) 
Icvidentemente, estos 2 puntos están situados en los vécrticos de un 
polígono regular de r lados con cl centro en a. 

La transformación w == (z — a)" es conforme en todos los puntos, 
a excepción de los puntos z = a y z = oo. En este caso los ángulos 
con los vértices en los dos últimos puntos aumentan n veces. 

Para obtener una idca más clara de cesta transformación, seña- 
lemos que 


fw|=|2—a|” y Argw=nkxArg(z—a). 


De aquí se deduce que cada circunferencia de radio r con el centro 
en el punto 2 = « so transforma en una circunferencia de radio r” 
con el centro en el punto w=0. Si, en este caso, el punto z recorre 
una vez la circunferencia |z—a|=r en direccion positiva (es 
decir, que el Arg (2 — a), creciendo continuamente, «aumenta en 
21), el punto tw recorrerá n veces la circunferencia kw |==r” on la 
misma dirección (es decir, que el Arg w, creciendo continuamente, 
aumentará en 21n). Hagamos ahora recorrer al punto 2 a lo largo 
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«del rayo rectilíneo Arg (z -— a) =q.+2kx, desde el punto a 
hasta el infinito. Nuestras fórmulas mustran que el punto corres- 
pondiente w recorrerá entoncos el rayo rectilíneo Arg tv = ro + 
Lt 2mx, desde el origen de coordenadas hasta el infinito. 
Consideremos ahora la región g, que representa el interior del 


ángulo de magnitud 0, 0<0< E, con el vértice en el punto a. 
Supongamos que este ángulo está limitado por los rayus rectilíncos: 
Arg(2—4) =q0+ 247 


Arg (2—4) =q,+2mx, 
(Pa — Po =0). 


De lo dicho se deduce que la imagen de la región g en el plano w 
es una región d que representa un ángulo de magnitud r9 con el 


(2) 


FIG. 11 


vértice en el origen de coordenadas, limitado por rayos roctilíneos 
(fig. 11). La correspondencia entre g y d, establecida mediante la 
función w = (2 — a)”, es biunivoca. En efecto, como la función 
w = (z — a)" cs uniforme, para comprobar esta afirmación es sufi- 
ciente establecer que cada punto w de la región d ticne solamente 
una preimagen on la región g. Obsérvese para esto que todas las n 
preimágenes del punto w se sitúan en el plano z on los vértices de 
un polígono regular de n lados con el centro en a, de modo que dos 
de ellas podrían situarso dentro de un mismo ángulo con el vértice 


en a solamente cuando la magnitud del ángulo fuese mayor que z. 


Pero la medida del ángulo g no es superior a 8 por consiguiente, 


al ángulo g solamente pertenece una imagen de cada uno de los 
puntos de e, con la cual queda terminada la domostración de nuestra 
proposición. 
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Así, pues, la función w = (2 — a)” realiza una transformación 
biunivoca y conforme del interlor de cualquier ángulo de lados recti- 


líneos, con el vértice en el punto a y de magnitud 9, 0<0< + 


sobre el interior de un ángulo correspondiente de lados rectilineos tam- 
bién, con el vértice en el origen de coordenadas y de magnitud nU. 

Por esto mismo, se recurro a la función considerada siempre que 
sea nocesario transformar un ángulo do lados rectilineos un otro 
angulo que sca unas cuantas veces mayor. 

Indudablemente, sería erróneo crecer que en la transformación 
wo = (2 — a)” (n > 1) cualquier recta se transforma en rocta y cual- 
«quier circunferencia en circunferencia. Supongamos, por ejemplo, 
que a =0 y n = 2. Entonces se obtiene la función w = 22. Veamos 
en qué se transforman, mediante la función w = 22, las rectas que 
uo pasan por el origen de coordenadas y que son paralelas a uno de 
los ejes coordenados. Tomemos, por ejemplo, una recta paralela 
al eje imaginario: 3 =c+it, c*0, — 0 <ft<+o0o0. Como 
imagen obtendremos la línea w = (c + t£)?, o bien, poniendo 
tr =u-+ div y separando las partes real e imaginaria: 


u=c—i, v=dct, —=0 ÍItZ +00, 


Estas son las ecuaciones de la línea transformada, expresadas 
en coordenadas cartesianas on la furma paramétrica. Jixcluyendo 
entre éstas el parámetro t, resulta: 


v? = 4? (c2—u). 


Esta es la ecuación de una parábola, cuyo eje va dirigido por el 
eje real hacia el lado negativo, con el foco en el origen de coorde- 
nadas y con el parámetro p = 2c?. Del mismo modo se observa que 
cada recta paralela al eje real: z =t 4 le” se transforma on la 
parábola 


p?= 402 (ue?) 


cuyo eje lleva la dirección del eje real hacia el lado positivo, con 
ol foco en el origen de coordenadas y con el parámetro p' = 2c”2. 
Resumiendo, las dos familias de rectas paralelas a los ejes coordena- 
dos se transforman mediante la función w = 22 en dos familias de 
parábolas con el foco común en el origen y cuyos ejes están situados en 
el eje real (fig. 12). Como las familias de rectas son ortogonales entre 
sí y la transformación es conforme, las familias de parábolas obte- 
nidas también serán ortogonales entre sí; esto se comprueba también 
fácilmente mediante un cálculo inmediato. 

Naturalmente, el lector tiene que tener presente que la trans- 
formación de todo el plano z mediante la función w = z? no es biu- 
nívoca, puesto que cada punto u:, distinto de coro y del infinito, 
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puseo das preimágenes. En particular, las preimágenes de la pará- 
bola yv? = 4c? (e? — u) son dos rectas simétricas respecto del eje 
imaginario: 2 =c€ + ¿it y z2= —c +it; del mismo jnodo, las 
preimágenes de la parábola v? = 4c? (u + e'*) son dos roctas simé- 
tricas respecto del eje real: 2 =t + ie” y 3 =t— ic”. Pero si se 
considora solamente la imagen de algún seruiplano g, limitado por 
una recta que pase por el origen de conrdenadas (tal semiplano 


(4) 
(7) 


FIG, 12 


representa ol interior de un ángulo con ol vértice en el origen de coor- 
denadas de magnitud 71), entonces, según lo expuesto anteriormente, 
la correspondencia entre g y su imagen d será biunívuca; d represen- 
tará aquí un ángulo de magnitud 2x1 con el vérticc en el origen de 
coordenadas; ambos lados de este ángulo se confundeo en un rayo 
rectilíneo que parte del origen de coordenadas. 

3.4. Las funciones enteras distintas de los polinomios, se lla- 
man funciones trascendentes enteras. La más simple de éstas cs la 
función exponencial exp z u e”. Esta se obtiene como resultado de la 
goneralización de la función exponencial de variable real e ul 
plano complejo. Como es sabido, la función f (2) = e* se caracteriza 
complcotamento por sus propiedades: ésta 

1) está definida univocamento pura todos los valores reules .r, 
toma valores reales y para 2 = 1 el valor e; 

2) satisface al teorema de la suma 


f(x, + 12) =]1 (21) $ (x2) 


para cunlesquiora x, y Za; 
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3) es continua en el punto x = 0. 

Aquí construiremos la función exponencial de variable compleja 
/ (2) = exp z, exigiendo el cumplimiento de las siguientes condi- 
ciones: ésta 

1') está dofinida unívocamente para todos los valores complejos 
(finitos) de z, para los valores reales z = x toma también valores 
reales y para z = 3 toma el valor e; 

2') satisface al tcorema de la suma 


f(2, — 22) =]f (21) f (2=) 


para cualesquiera z; y 2g; 

3') es diferenciable en el punto 2 =: 0. 

Do las condiciones 1”) y 2") se deduce que f (U) - 41. En olecto, 
F(O-f (1) =f (1) 0 y, por consiguiente, f (0) = 4. re saca- 
mos la conclusión de que f (2) + 0 para todos los valores de z. En 
efecto, f (2)-f (— z) = f (0) = 1, de donde se deduce que f (2) + 0. 
Aplicando 2') y 3'). obtenemos para cunlquier 2: 


f(l4-A3)—f() _142)-/(82)—1() 
Az 


Az 


Az)— U , 
= LIO y da) > $ (0) 42) 
cuando Az—=>0). Esto siguifica quo f(3) es una función analíbica 
env todo el plano (entera), y satisface a la ecmación diferencial 
F (2) =F' (0) / 42). (3.4:1) 


En particular, f' (7) =f' (0) f (2), de donde f (1) = (Mx+“, de 

las condiciones f (0) = 4 y f (1) = e se deduce que C =0 y f' (0) = 

= 1. Así, pues, f (r) = e*; por cierto, esta conclusión so deduce 

inmediatamente de que f (x) satisfaco a las condiciones 1), 2) y 3). 
Poniendo en (3.4:1) el valor f (0). resulta: 


f' (2) =f(2). (3.4:2) 
Expresemos f (2) on la forma 
Ha3=/f( iy=f(0Í (y) =e ja (y) + iB (y). (3.4:3) 
Entonces, 


1 (2) = ARROL ¡AGO e ps (y) — 1 (y). 


De la ecuación (3.4:2), obtenemos: 
PUN =a (y), a (y) = —B(y), 
de donde $” (y) -+P (y) =0 y, por consiguiente: 
P (y) =C,cos y | Casen y, a (y) =P" (y) = —C, sen y -Cz cos y. 
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Pero POSO ed es docir, (0) =4 y PB(U)=0; por lo 
tanto, C¿=0 y C¿=1. En resumen, 


a (y) = cos y, B (y) = Sen y 
y según la fórmula (3.4:3) 
f (2) = e* (cos y + i sen y). 
Hemos obtenido la única función que satisface a las condiciones 1') 


2') y 3'). Esta se llama función exponencial (de variable compleja) 
y se dosigna mediante expz 0 e*. Así, pues, según la definición 


expz=e"=e* (cos y + i sen y). (3.4:3) 


Obsérvese que si la condición 3“) se sustituye por otra más general: 
3") la función f (z) es continua en el punto z = (, entonces se puede 
hallar un conjunto infinito de funciones distintas que satisfacen 
a las condiciones 1'), 2') y 3”). Todas ellas están comprendidas en 
la fórmula 


f (2) = ertov (cos ay + ¿sen ay), 


donde a y a son números reales. Sin embargo, solamente una de 
ollas, la que se obtiene cuando a = 0, u = 1, es analítica y además 
entera. 

3.5. De la definición de función exponencial 


exp 3 = e* (cos y + ¿sen y) (3.5:1) 
se deduco que ésta no so anula para ningún valor de z y que 
jexpz|=e* y Arg (exp2)= y+2kx. 
Para 2—i¿y(x=0) obtenemos: 
exp (iy) = cos y ¿sen y. 
lista relación permite utilizar, en Ingar de la forma trigonométrica 
del número complejo 
c=r(cosp+1¿senq) (7 3€U), 
la forma exponencial 
c=rexp (ip) =re**, 
que es más compacta. 
De las fórmulas (3.5:1) vemos que la función exponencial posee 


perfodo, igual a 25 (puesto que, al variar y en 21, z varía en 2xé, 
v el valor de la función no se altera): 


exp (z + 211) = exp 2. 
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Demostremos que 2x!l es el período fundamenta lÍ 
(primitivo) de la función exponencial, es decir, que cualquier 
otro período de la misma tiene que tener la forma 2kx¿, donde + 
es un númcro entero. 

En efecto, sea y = a + Bi un período de la función exponencial. 
Entonces 

exp (2 + w) =exp 2 


para cualquier z y, en particular, para z=0 
exp wm =exp (a + if) =e1 (cos B4-¿sen fB) =1. 


Pero esto significa que e*= í, es decir, a:=0 y cos B4-¿senf= 1, 
es decir, B= 2kn. Por consiguiente, 


o=0a + if = 2kxti, 


como se quería demostrar. 
La expresión exp oo carece de sentido, puesto que lim e” no 


zoom 
existe. Para convencerse de esto es suficiente observar que e” —> co 
cuando x > O y tiende a oo, y e* > O cuando x < 0 y tiende a — oo. 

De aquí, en particular, se deduce que exp z no coincide con nin- 
guno de los polinomios, es decir, que verdaderamente es una fun- 
ción trascendento entora. En efocto, todo polinomio, que no ge 
reduce a una constante, liendeo al infinito cuando 2 —> oo. 

En adelante (en el cap. 4 ap. 33), se demostrará que ningun: 
función trascendente entera puede tener límite en el punto 2 = oo. 

Para la derivada de la función exponencial obtenemos: 


9 (e* co . O (e% . 
( ES s y) +i En 1) == 2% (0os y |- ¿sen y) =0xpZ. 


(exp 2) — 
Por consiguiente, la derivada de la función exponencial no se unnlir 
para ningún valor z. 

Estudiermos el comportamiento geométrico de la función w = 
= exp z 0, lo que es lo mismo, la transformación que esta función 
realiza. Ya se observó que esta función no toma el valor w = () 
en ningún punto z. Esto significa que el origen de coordenadas del 
plano w no pertenece a la imagen del plano finito z en la transfor- 
mación w = exp z. Demostremos que cualquier otro punto finito 
del plano w perteneco a esta imagen. En efecto, de la ecuación w = 
= exp z, donde w>+0 está dado mientras que z = zx + ly es la 
incógnita, obtenemos: 


jw|=e*, de donde z=1n|w| y Argw=y-W32nxk, o sea y=Argu. 


Resumiendo, solamente pueden ser preimágenes de Jos puntos tv 
los puntos de la forma 


2=1nlw|+i¿Argw. 
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Evidentemente, hay una infinidad de puntos de éstos, puesto que 
Árg iv toma un conjunto infinito de valores, que se diferencian dos 
a dos en múltiplos onteros de 21. Además, cada uno de los puntos 
hallados es verdaderamento una proimagen del punto w. ya que 


exp (In|w| + ¿Arg tw) =eMIvl (cos Arg w -|- ¿sen Árgw) == 


=|w| (cos Arg w— ¿sen Arg w) =. w. 


ln resumen, el conjunto de todas lus raíces de la ecuación 
w--e (w:+0) se expresa por la fórmula 
=Injw| - ¿Argo =Injw|+ ¿(arg w-+ 2knm), (3.5:2) 


donde k=0, +4, +2... 
Todos estos puntos están situados en una recta, paralela al eje 
imaginario, a las distancias entre sí de 2x. 


FIG. 13 


Vemos, pues, que la función w = exp z transforma el plano fi- 
nilo z cn el recinto que se obtiene del plano finito w excluyendo un 
punto w= 0; esta transformación no es biunivoca, puesto 
que cuda punto w=*0 posce un conjunto infinito de preimágenes 
(3.5:2). 

Como la derivada de la función exponencial siempre es distinta 
de cero, esta transformación es conforme en todos los puntos del 
plano finito z. 

Supongamos que z recorre alguna recta paralela a uno de los 
ejes coordonados (fig. 13). Si ésta es una recta 2 = ec + it paralela 
al cja imaginario, entonces w = e” (cos ¿ + i sen t), es decir, w 
estará situado on una circunferencia de radio e” con el centro en 
cl origen de coordenadas. Además, si el punto z recorre la recta una 
sola vez, de modo que la ordenada de este punto, igual a 2, crece 
continuamonte desde —oo hasta 00, entonces w describirá infi- 
nitas veces la circunferencia correspondiente en una misma dirección 
positiva. 
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Si el punto z recorre una recta z = [ + ic” paralela al eje real, 
entonces to — el (eos e” + ¿sen e). recorrerá, evidentemente, un 
rayo rectilínco que parte del origen de coordenadas y forma el ángu- 
lo c* con la parte positiva del eje real. En este caso, cuando z recorra 
la recta una sola vez, de modo que la abscisa de este punto, igual 
a t, crezca continuamente desde —oo hasta -¡-09, el punto 1 deseri- 
birá una sola vez el rayo correspondiente, de modo que la distancia 
desde este punto hasta el origen de coordenadas crecerá continua- 
mente «desde O hasta co (naturalmente, se excluyen tanto un exbre- 
mo como el otro, puesto que |w |] == el). 


(2) 


FIG. 14 


Resumiendo, en la transformación del plano z mediante la. funclón 
w = e, la familia de rectas paralelas al eje imaginario se transforma 
en la familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas, 
y la familia de rectas paralelas al eje real, en la familia de rayos 
rectilineos que parten del origen de coordenadas. 

Consideremos la región g formada por el interior de la franjn 
rectilínea de anchura 4, 0 <AS 2x1, paralela al eje real. Supon- 
gamos que esla franja cstá limitada por las reclas: y = qa e y >= 
= 1 (1, — fo = 4). De lo expuesto anteriormente se deduce que 
la imagen de la región g en el plano w será la región d formada por 
el ángulo de magnitud % con el ld en el origen de coordenadas, 
limitado por los rayos rectilíneos lArg w = (oa + 2kx “y Arg w = 
= q, + 2lx (fig. 14). La correspondencia entre las regiones g y d. 
establecida mediante la función w = exp z, es ahora biuniívoca. 
Para comprobur esto, es suficiento vbservar que solamente pueden 
ser preimágenes de algún punto tw de la región d los puntos In | w | -- 
+ ¿Arg i, que se diferencian entre sí por log valores en la parte 
imaginoria. Dos puntos de éstos están situados en una recta paralela 
al eje imaginario a una distancia múltiple de 27. Pero nuestra 
franja h tienc una anchura no superior a 211, por lo cual, puede con- 
tener en su interior solamente una preimagen del punto tw. Por lo 
tanto, cada punto z € g pusee solamente una imagen y cada punto 


81199 
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w € d solamente una preimagen on el interior de g, lo cual demuestra 
que la transformación es biunívoca. 

Vemos, pues, que la función exponencial w = exp z realiza una 
transformación biunivoca y conforme de una franja de anchura h S lx, 
paralela al eje real, en un ángulo de magnitud Rh con el vértice en el 
origen de coordenadas. 

Por esto mismo se recurre a la función exponencial siempre que 
se necesita transformar conformemento alguna franja rcctilínea 
en el interior de un ángulo. 


(2) 


arc ga 


Si la recta del plano z no es paralela a alguno de los ejes coor- 
denados, su imagen en el plano w no será ya una recta a una circun- 
ferencia, sino una espiral logarítmica. ln efecto, si csta recta es 


2=1(14+ 9) + bi, —o<t<+o0 
(«4 es el cocficiente angular de la recta y b, la ordenada en el 
origen), entonces su imagen será la curva 
w = xp [t + i(at + b)] =e! [cos (at + 0) + i sen (at 0)). 

Aquí 

Jej=r=e, p=Argw=at+b-+ 2mx, 
p—b—2ma 
o el ángulo polar q se determina salvo un Antero múltiplo de 2x. 
Por lo tanto, designando de nuevo p — 2ms mediante q, obtenemos: 


2 a 
r=ce", donde c=e Y. 


o bien, eliminando el parámetro t: r = exp . Pero Arg w 


Esta es la ccuación de una espiral logarítmica (fig. 15). 
Como ésta es la imagen de la recta 2 = 1 (l + ia) + bi, la cual 
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se corta con las rectas parulelas al eje real bajo un ángulo constante 
igual a arc tg a, y como al transformación €s conformo, la espiral 
logarítmica se cortará bajo ol mismo ángulo con las imógenes de 
dichas rectas, es decir, con todos los rayos que parten del origen de 
coordenadas. Femos obtenido la propiedad característica de la 
espiral logarítmica. 

Las transformaciones que se realizan mediante las funciones 
w == (2 — a)" y w = xp z experimentan ciorta semejanza enlre sí. 
Esta semejanza puede aclararse mcdiante la fórmula 


exp 2= lim (1 ++)" 
noc 
cuya demostración proponemos hacer al lector como ejercicio. 
Examinemos la transformación u = (1 + y 0 (—m!” 
con relación + la cual la transformaición 1w = exp z 0s límite. ln 


FIG, 16 


virtud de lo expuesto en el ap. 3.3, esta función transforma el ángu- 
lo de magnitud = (0 <h < 21) con el vértice en el punto A, (— n), 
limitado por la parte del cje real >-— kn (y == 0) y el rayo 
Arg (2 + 2) = = + 2kx, en el ángulo de magnitud A con el vértice 


en el origen de coordenadas, limitado por los rayos Arg to = 0 y 
Arg ic =h + 2ma (fig. 16). Cuando n tiende al infinito, el vértice 
A, se aleja al infinito a lo largo de la parte negativa del eje rea) 


y la longitud del segmento OB, tiende al límite lim nr tg Z = A, 


n -»» 00 
de modo que la posición límite del rayo 4,B, es la recta y = h, la 
cual, junto con el eje real, limita una franja de anchura %+. Además, 
es evidente que la posición limite para los rayos que parten del 
vértice del ángulo serán unas rectas paralelas al eje real, y las posi- 
ciones límites para los arcos de las circunferencias con centro en 
el punto 4, serán los segmentos de las rectas perpendiculares al 
cje real comprendidos en cl interior de la franja. Como vemos, el 
cuadro de la transformación realizada por la función exponencial 


ge 
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puede obtenerse del cuadro correspondiente de la transformación rea- 
lizada por la función potencial, inediante el paso debido al límite. 

3.6. Pasemos ahora a definir el seno y el coseno de un argumento 
complejo. De las lócmulas 


exp(ix) .cosr+isen y exp (— ¿2) -= c08S ¿—¿sen 


oblanemos las fórmulas conocidas de Euler: 


cos Io ep APA , SONT >= xp E (— iz) ] 


que, por lo tanto, son válidas pura cualquier valor real de 7. Como 
los segundos miembros de estas fórmulas están definidos para cual- 
quier valor complejo de z (z % 09) y, evidentemente, son funciones 
analíticas de z, tenemos aquí dos funciones enteras de 2: 


exp (13) | exp (—1£:) exp (12) —uxp (—13) 
E El : 


2i 


que para valoros reales de z = z toman valores reales que coinciden 
con cos z y sen x, respectivamente. Es natural que, por definición, 
la primora de ellas se denote mediante cos z, la segunda mediante 
sen z y que se llamen funciones trigonométricas principales — coseno 
y seno de 2: 

xp (iz) —uxp (— £z) 


CU8sZ —= 3 


, SEN Z-— (3.6:1) 


exp (12) 4- xp (—1-) 
2 

Las fórmulas (3.6:1) so denominan fórmulas de Eulor. 

Cfambién se llama fórmula de Euler la que se obtiene al multiplicar 

ambos miembros de la segunda fórmula por i y al sumar después 

el resultado con la primera fórmula 


exp (12) = cos z + ¿sen z. (3.0:2) 


De las fórmulas (3.3:1) se deduce inmediatamente que cosz es 
una función par, y senz, una función impar: 


cos (— 2) =cosz, sen(—2)= —scn z, (3.6:3) 


De las mismas fórmulas (3.6:1) so deduce que cos z y sen 2 poscen 
período, igual a 21 (puesto que, al variar z en 2x1, los argumentos 
de las funciones exponenciales en los segundos miembros de las 
fórmulas varían en =+2x¿, los cuales son periodos de la función 
exponencial). Demostremos que 2n es ol período primitivo (prin- 
cipal) de las funciones cos z y sen z. En efecto, si w es un período 
de la función cos z, se tienc: 


COS (2 -¡ 0) = C08Z, 
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1 
y para 3=-7 Ublenemos: 


“OS (a +35) == 0, 


Pero de aquí se deduce que 
exp É (o -7)]. exp[ —i (o A +) |] — O, 


exp [¿Qo ¡ nj =-— 1. 


o hien 


Por consiguiente, según la fórmula (3.5:2) ¿ (20 |- 70) — ln] —41]|]+ 
+ ¿Arg (— 1) — ¿(30 e 2x0). 0 sea, (Me. An, y como cos w = 
= cos (Y) = 41, el número k es par y w = 2kx. 

De nn modo semejante se demuestra que 2717 es también el perío- 
do primitivo de la función sen z. 

Dediquémonos ahora a demostrar los leoremas de adición para 
las funciones cos z y sen z, es decir, a buscar las relaciones existentes 
entre cos (z, + z,) y son (z, + z,). de un lado, y cos z,, COS Zj, 
sen z, y sen 22. de otro lado (z, y Z, son unos números complojos 
arbitrarios). Las relaciones pedidas se obtendrán como consecuencia 
del teorema de adición para la función exponencial. 

Sustituyendo cn la fórmula (3.6:2) z por 2, => z,, hallamos: 


cos (3, | 32) + ¿sun (2, | 22) =exp[i (2, | 22)) = 
xp (82 /) +: exp (122) = (cos 2, -- ¿sen 2,) (cos zy |. ¿sen 32) 
o bien, efectuando la multiplicación: 
Cos (2, + 22) + ¿sen (2, + Za) — 
= (eos Z, COS Za — SON Z, SEN Za) *- ¿(SOMZ, COS 22 | CUSZ, SON 2). 


Poniendo aquí —2, y —2, Cn lugar de z, y 32 y aplicando los 
relaciones (3.6:3), resulta: 


COS (24 + Za) — ¿sen (2, — 2) = 
= (COS 24 CUS Za — SON Zy SON 23) — il (SON Z, 008 Zo 4: COS 2, SOM 22). 


Sumando y restando estas fórmulas lérmino «4 lérmino, obtendremos: 
cos (21 + 22) = 008 2, - CUS 22 — 86D 2 - Sen Za, ) 2.0:4) 
3.65:4 
sen (2, + 27) — Sen Z,- 008 Zo + COS 2, -SON Zy. 
Estas fórmulas son fundamentales en la teoría de las funciones 


trigonométricas. En particular, éstas contienen las denominadas 
«fórmulas de reducción del argumentos». En efecto, poniendo en 
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las fórmulas (3.6:4) 2, = z y 2, = Fs obtenemos: 


xn = T 
cos (z -|. +) = 082008 — $en 350n --= —$Senz, 
1 yt x T 
sen[Z'! ST) =senz cos 3 -|- LOS Z SEN — + COS Z. 
ás 


Haciendo 2,=2Z y 22=Hxt, hallamos otro par de Jórmnlas de reduc- 
ción: 


COS (Z + 1) =- —senZ, 
sen (3 -|- 11) > —c0sz, 
ete. 
Poniendo en la primera de las fórmulas (3.6:4) 2,=2 Y 22= —2, 
obtenemos la siguiente relación entre sen z y cos2: 
1 = cos? z 4-sen? z. (3.8:5) 


Ya vemos que todas las relaciones conocidas de la trigonometría 
entre las funciones trigonométricas do argumento real se conservan 
también en el campo complejo. No obstante, de las fórmulas (3.6:5) 
no se puede sacar la conclusión de que |cosz | < 41 y |senz |< 1, 
puesto que, por lo general, cos? z y sen? 3 no son números reales no 
negativos. 

Con las funciones trigonométricas sen 2 y cos z están estrechamon- 
te ligadas las funciones hiperbólicas ch z y shz, 
definidas por las fórmulas 

chz= 2PT2PM72 A a Es. 

2 

Cuando z -- x.es real, estas funciones toman, evidontemente, valores 
reales y coinciden entonces con las funciones ch x y sh x, conocidas 
en el análisis. La primera de éstas (es par) decrece en el semiintervalo 
— 0 <zxsl0 desde co hasta t y después crece desde 1 hasta oo 
en el semiintervalo O <¿ x < 00; la segunda (es impar) crecc on todo 
e] intervalo infinito — 0. <x< +00 desde —oo hasta +00, 
anulándose para x —= 0. 

Comparando las fórmulas (3.0:6) con las fórmulas (3.6:1) se 
deduce que entre las funciones trigonomótricas e hiperbólicas existen 
las siguientes relaciones: 


j ch z = cos (¿z), sh2 = — ¿sen (iz). (3.6:7) 


(3.6:6) 


Do aquí, en particular, se deduce que 
chi z — sh? z — [cos (12))? + [son (¿z)]1? = 1. (3.6:3) 


Determinemos las partes realese imaginarias, y también los 
módulos de las funciones cosz y senz. Poniendo z=x+iy, Obte- 
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nemos según las fórmulas (3.6:4) y (3.6:7): 

cos (x -- iy) = Cos x cos (iy) — sen z sen (iy) = cos xchy—isen 18h y, 
(3.0:47 

sen (1 + iy) == sen 7 cos (éy) -- cos sen (Ey) =sen zehy + ¿cos a sh y. 

De aquí 


(3.6:0) 


Re [cos (2 — ¿y)] = cos ch y, In [cos (27 + ¿y)] = —s$en x sh y, 
Re [sen (1 + ¿y)] =sen x ch y, Jm [sen (x — ¿y)] = cos x sh y. 


Para los módulos de las funciones cos z y sen z oblenemos las 
Siguientes expresionos: 


| cos 2 | -= Y (cos x-ch y)? + (sen x sh y)*= 
+ 
=P ch y (1— sen? z) +seniz-sh? y =V ch? y —sen?z 
EE + 


y análowamente, ¡sen z| =“sh* y + sen? el 
P 
AsÍ. puos, 
[cos z| = V eh? y—sen! x, |sen :|-- V sI y+sen3z. (3.6:10) 
+ + 
De aquí se deducen las desigualdades: 
chyzo|cosz| > WMeh?y—1=|sh yl, 
A A (3.6:11) 
V sh?y+1=chy>]senz|>|sh y). 
+ 
Por cierto, estas desigualdades se deducen inmediatamente de las 
lórmnlas (3.6:1). Por ejemplo: 


| cos 2]< | exp (tz) | -) oxp (131 _ ren tana =chy. 


[| exp (¿5) ¡ —| uxp (— iz) | exp (— 1) —exp y , 
ll p( |=. p y PYL —Ishyl 


|cos3| >| 


Vemos que los módulos de las funciones cos z y sen z crecen inde- 
finidamente junto con | y | a medida que z se aleja del eje real, 
y que se cumplen las siguientes fórmulas asintóticas: 


[cosz| =2ex y | Isenz] =2 ox ly) 
082, 237 €xXp/Y |, á = y exp y] 


En la fig. 17 ostá representada la superficie: u = | sen s |, denomi- 
nada relieve del seno*). Como shy>*0 para y 0, 


2) El dibuja está adoptado de la «Tabla de funciones» de Jalimko y Emdc. 
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de las desigualdades (3.6:11) so deduce luego que cos z y sen z no 
pueden anularse fuera del eje roal, es decir, que las ecuaciones cos z = 
- O y sonz - O no poscen raices imaginarias, Por consiguiente, 


h iy 


todas las raíces de estas ccuuciones se reducen a las conocidas en la 
trigonomctria: 


; 


dl 


1 


FIG. 17 


z =(2—1)H para la ecuación cos z 0 


2= kg para la ecuación sen z — 0. 
Señalemos también Jas fórmulas para las derivadas de las 
lunciones trigonométricas € hiperbólicas: 


E [OA Ap (— 12) A ¡xp Ente 


(cos 2) — —Senz, 


(sen z)' =cosz, (chz)=shz, e =Chz. 


3.7. Ocupémonos del estudio del comportamiento geomélrico 
de Jas funciones trigonométricas. Bn este caso podemos limilarnos 
a estudiar la transformación 


W-=C0SZ, 
puesto que la transformación w—=sen 3 puede expresarse en la forma 


T 
u= — COS (+3) 
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y, por consiguiente, se reduce a la traslación del plano en dirección 
. -l . . 

del eje real zy :- z | $. a la transformación z, = cos 24 y, final- 

mente, a la rotación de Lodo el plano alrededor del origon de coorde- 

nadas en el ángulo mm: to =. — Zy. 


Examincinos primero las preimágenes del punto w en la trans- 
formación w -- cos z, 0s decir, las raíces do la ceuación 


= (09 2, (3.7:1) 
donde u es un número complejo arbitrario, distinto de oo. Susti- 


tuyendo cosz según la fórmula do Euler (3.6:1) y poniendo para 
abreviar 


exp (12) =£, (3.7:2) 
para delerminar £ oblenemos la ecuación 
ip + ¿1 
2 
o bien 
1? —2ot 41=0, (3.7:3) 
de donde 
¡== Mu? (4-1, 2) (3.7:4) 


(ante la raíz cuadrada no ponemos el signo doblo, puesto que esta 
raíz misma posce «dos valores). Evidentemente, el producto de los 
números £, y t, es igual a 4, por lo cual cada uno de ellos os distinto 


de cero. Designando uno de estos mediante t y el otro mediante - ; 
obtenemos de (3.7:2) dos ecuaciones para dolerminar z: 
exp (12) -: 1 (40) y  exp(liz) (ae (»). (3.7:5) 
Según el ap. 3.5, cada una de estas ecuaciones posee infinitas 
soluciones, que se expresan según la fórmula (3.5:2) 
iz =Iin|r|-¿Argr 
y 
iz” -=1n | - |: Arg= = —(ln| 7] 4-1 Argo), 

o bien, 

33 =Argt—iln|1] y 2 =—(Argr—i¿Iln]t|.  (3.7:6) 


Hemos obtenido dos conjuntos infinitos de puntos, situados sobre 
el par de rectas y = + In | 7 |, paralelas al eje real. Ln cada una 
de éstas los puntos vecinos 2”, respectivamente z”, cstán situados 
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a la distancia 2711 unos de otros; además, para cada punto z”, situado 
en la recta y = — In | 1 |, existe cn la otra recta y =1n | 7 | un 
punto z” simétrico con 2” respecto del origen de coordenadas (véase 


la fip. 18, donde | 1 | < 1). Cuando w = +41 las raíces 7 y - de 


la ecuación (3.7:3) son iguales a 3-1. En este caso, ambas rectas se 
confundon con el eje real y lus dos conjuntos de puntos z' y z” tam- 
bién coinciden. 

Resumiendo, la ecuación (3.7:1) siempro posee suluciones y el 
conjunto de las soluciones siempre es infinito. De aquí se deduce, 
en primer lugar, que la función w = cos z transforma el plano finito 


HN y 
2, Zo lr 


FIG. 18 


z sobro todo el plano (finito) w, y, en segundo lugar, que cada punto w 
posce infinitas preimágones en el plano z. Esta transformación 08 
conforme en todos los puntos en los cuales (cos 2)” := — sen z 3 O, 
es decir, para 2 % kx (k =0, +1, +2, .. .). 

Supongamos que z recorre una recta cualquiera paralela a uno 
de los ejes de coordenadas. Si ésta es la recta z = € + it, paralela 
al eje imaginario, entonces la imagen será la curva L: w = c08z = 
=coscchti-—isenecsht (véase la primera de las fórmulas 
(3.6:4)). Si ec = kn, obtenemos w = cos kn chi = (— 1) ch t 
(— wm <t< +00) o sea. w recorro dos veces la parte u:24 del 
eje real cuando k es par y la parte w-<í — 1 cuando k cs impar. 


Si c = (2k — 103 obtenemos w: = (— 1)' ¿sh t, o sea, w describe 


una vez todo el eje imaginario en dirección del crecimiento de u 
cuando k es par y en dirección del decrecimiento de u cuando k es 
impar. 


TU - 
Supongamos ahora que c e mo; (para cualquier entero m). 1s- 
cribamos la ecuación de la curva Z en la forma: 


=c08c-cht, v=-—senc-shi (—o<t<o0)  (3.1:7) 
o bien, eliminando cl parámetro ¿(cosc+0 y son ce 0): 
2 y2 o 
coste sente — 1. (3.7:8) 
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Hemos obtenido la ecuación de una hipérhola con los seminjes 
| cos e | y |senc |] y con los focos en los puntos +1. 

Sin embargo, no hay que creer que la curva /, coincide con toda 
esta hipérbola. De Ja representación paramétrica (3.7:7) de £ se 
deduce que u conserva todo el tiempo un mismo signo, que coincide 
con el signo de cos c, mientras que y varía de una manera continua 
y monótona desde —oo hasta +00 (o al revés). De aquí se deduce 
que la curva L solamente coincide con una de las dos ramas de la 
hipérbola (3.7:8), precisamente con la rama de la derecha si cos e > 0, 


FIG. 19 


y con la rama de la izquierda si cos e < 0 (fig. 19, en la cual en la 
mitad de la derecha están representadas las imágenes de tres rectas 
del plano z: 


Tx 31), JI (-=3) y II] (2=c, donde HF <c<2a)) . 


Además, la transformación de la rocta z = e + it on la rama co- 
rrespondicnte es hiunivoca y cada una de las dos semirrectas, cn las 
que se divide nuestra recta por el eje real, se transforma biunivo- 
camente en una de las semirramas, en las que se divide la rama de 
la hipérbola en el vértice. 

Supongamos ahora que z describe una recta l': 2 =1-- ic, 
paralela al cje real. Su imagen será la curva L/: 


1 = Cos 2= costchce'—i¿sentshc!. 


Cuando ce” = 0, /” es el eje real y £' tione la ecuación w = cos t 
(— 0 <t< + 00); por consiguionte, w describe infinitas veces 
el segmento — 14 <u< 1 del eje real, correspondiéndole a cada 
segmento de la recta 1' de longitud 2x1 un doble recorrido del seg- 
mento indicado. Supongamos que c* +0; entonces escribimos la 
ecuación de la curva £” en la forma: 


u=cosichc”, v=-—sentshe', (— 0 <t<oo) (3.7:0) 
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y, Climinando el parámetro t(chc” +0, she” +0), obtenemos: 


¿2 2 ca 
e 4. (3.1:10) 


Esta es la ecuación de una elipse con los semicjes | che | y 
Isi e” | y con los focos en los puntos -+1. De la represcatación para- 
mébrica (3.7:9) de la curva £” se deduce que el punto w rocorre in- 
finitas veces la elipse en una misma dirección, correspondiendo 
cada recorrido a un desplazamiento del punto z a lo largo de la recta 


FIG. 20 


z -— l— icónla distancia 21 (fig. 20, donde en la milnd de la derecha 
están representadas las imágones de dos rectas del ¡Sano z: 1 (y = 0) 
y H (y =c X<0)). 

Kesumiendo, la transformación w = cos z hace corresponder a la 
red ortogonal de rectas paralelas a los ejes coordenados, la. red de elip- 
ses e hipérbulas cun los focos comunes +1. Como la Lransformación 
es conforme en todos los puntos del plano z, a excepción de los puntos 
de la forma z = kx (kk =0, +1, +2, ...) (las imágenes de los 
enales son, precisamente, los focos indicados), la rod de elipses e 
hipérbolas homofocales también tiene quo scr ortogonal. 

3.8. Tomemos en el plano z una región g que se transforme biu- 
nivocamente mediante la función w = cos z en la región correspon- 
diente del plano w. Esta región se puede elegir de muchos inodos. 
Hay que preocuparse solamente de que a ésta no le pertenezcan dos 
greimágenes de un mismo punto tw. Islijamos por g, por ejemplo, la 
semifranja de anchura kh (0 << 2n), paralela al eje imaginario, 
con la base en el eje real (fig. 21). Evidentemente, ésta satisface 
a las condiciones pedidas. En efecto, si para algún punto zo € £. 
097, = t6q, Ontonces, como ya se sabe (pig. 124 —122). Lodas las demás 
preimágenes del punto w, en el plano z tienen que estar situadas, 
en una de sus partes, en la recta paralela al eje ceal que pasa por el 
punto Zo, y en la otra parte, en la recla simétrica a la primera con 
respecto al eje real. Pero las preimágones situadas cn la primera 
recta están a unas distancias del punto z, que son múltiples de 2x1; 
como la anchura de la semifranja no os superior a 21, ninguna de 
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éstas so situará dentro de la semifranja o en su frontera. La segunda 
recta carece de puntos comunes con la semifranja. Jn rosumeón, la 
función w == cos z transforma biunivoca y conformemente la región 
g en cierto conjunto de puntos del plano +0. 

Para constenir este conjunto, hagamos describir al punto z la 
frontera y de la región g de modo que éste recorra continna y suce- 
sivamente, primero el lado Í de la semifranja, después la base Ll y, 
linalmente, el olro lado 111 de la semifranja. Entonces, el punto 


Fi. 21 


w <= «w0s z describirá también continua y sucesivamente la semirra- 
ma (1) de una hipérbola. después pasará por la parte (MI) de la 
curva que es la imagen del eje real y se representa por el segmento 
—1<uS 4d, r — 0 (como la longitud de la base de la semifranja 
uo es superior a 21, el punto ¿e recorrerá el último segmento no más 
de dos veces). y, finalmente, pasará una semirrama más (111) de 
ciorta hipórbola. 

La imagen completa obtenida en el plano w de la frontera de 
la región yg —dosignémosla mediante T— divide el plano en dos 
regiones: afirmamos que una de ésins os Ja imagen buscada d de la 
región g. Indiqnemos dos mélodos generales modiante los cualos 
es posible señalar cuál de las regiones halladas es precisamente la 
imagen de ln región g. 

El primer método consiste cn que se toma algún punto Z, € € 
y se señala su imagen 10, = Cos zp. Esta imagen no puede pertenecer 
al circuito P, ya que en caso contrario una de las preimágenes del 
punto wp perlenecería a la región g y la obra, a la frontera y de esta 
región, lo cual, como ya se vio, es imposible. Por consiguiente, el 


punto wey se situará cn una de las regiones indicadas anteriormente, 
Esta región será la buscada. 
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151 otro método consiste en que se señala el sentido del recorrido 
de la frontera y de la región g. Esto se puede hacer, por cjemplo, 
figurándosc un ubservador que se desplaza a lo largo de la frontera 
de la región g junto con el punto 2 y que anota hacia qué lado del 
mismo se encuentra el interior de la región. Durante el recorrido 
admitido en nuestra figura, la región g quedará, cvidentesmente, a la 
izquierda del observador. Obliguemos ahora al observador a des- 
plazarse por [' junto con el punto w = cos z. Entonces verá la imagen 
de la rogión g del mismo lado, es decir, en nuestro ejemplo, a su 
izquierda. 

Expongamus la demostración de todas estas afirmaciones. 
Supongamos que para el punto zo € g su imagen wy pertenece a la 
región d. Demostremos que, entonces, para cualquier otro punto 
z, € g Su imagen w, también pertenece a la misma región d. Tracemos 
por ol punto z, una recta paralela al eje imaginario hasta la inter- 
sección on el punto 3, con la recta que pasa por el punto zy y es para- 
lein al eje real. Al moverso desde el punto z, por el segmento de la 
última recta hacia 3», el punto correspondiente w = cos z se movorá 
por el arco de elipse con los focos +1, que pasa por wy hacia cl punto 
Wa = cos z2. ln el camino no se encontrará con ningún punto de la 
frontera TP do la región d. En caso contrario, habría un punto lo que 
sería imagen de uno de los puntos situados en y y también, imagen 
de algún punto de la región g (del segmento 2Z,2)), lo cual, como es 
sabido, es imposible. Así, pues, todo el arco de elipse ww. pertenece 
a la región d. También pertenece a ésta el punto wa». Supongamos 
ahora que 2 so mueve por el segmento de la recta desde ol punto Za 
hasta el punto 2,. J3l punto correspondiente w = cus z se moverá 
por el arco de una hipérbola con los focos +1, desde cl punto w, 
hasta el punto tv, = cos 3,, y como de nuevo no es posible encon- 
trarse con ninfún punto de TP, todo esto arco de hipérbola, inclusive 
su extremo u,, pertenecerá a la región d. Así, pues. la imagen de 
cualquier punto z, € € pertenece a la misma región d a la que per- 
tenece también la imagen del punto z, € g. Por consiguiente, toda 
la imagen de la región g está contenida en d. No queda más que 
demostrar que dicha imagen coincide con d. para Jo cual hay que 
verificar que cada punto w” E d es la imagen de cierto punto z” E g. 
Tracemos por ww” un arco de hipérbola con los focos +1 hasta la 
intersección en el punto w” con el arco de la elipse que pasa por el 
punto wa. De este modo, obtenemos un arco de olipse icgw” y un 
arco do hipérbola w"“w” pertenecientes por completo a d. Hagamos 
describir al punto z el seginento de la recta paralela al eje real que 
pasa por ol punto 27, desde ol punto de intersección con el lado 1 
hasta el punto de intersección con el lado 111. El punto correspon- 
diente describirá un arco de elipse, comprendido en la región d, 
desde el punto de intersección con la semirrama de la hipérbola 1' 
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hasta el punto de intersección con la semirrama 1Í1”, y, por consi- 
guiente, pasará por el punto w”. De aquí se deduce que el segmento 
indicado de recta contiene la preimagen z” del punto 1”. Describamos, 
linvlmonte, la semirrecta paralcla al cje imaginario que pasa por 
cl punto z”. Su imagen será la semirrama de la hipérbola con los 
focos +1. que pasa por el punto w”. Pero esta semirrama pasa por 
ol punto 1”. Por consiguiente, la semirrecta indicada contiene a la 
preimagen 2” del punto 14. 

Queda demostrado que w” pertenece a la imagen g, de donde, en 
virtud de la arbitrariedad del punto w”, se deduce la coincidencia 
de la imagon de Ja región g con la región d. Ahora ya es fácil nrgu- 
mentar cl método do olección de la región que cs la imagen de la 
región g, basándose cn la correspondencia entre los recorridos de 
Jos circuitos y y TP. Supongamos, por ejemplo, que recorremos cl 
lado I de la semilranja g en la dirección señalada por la flecha, de 
modo que la región g so muntiene a nuestra izquierda. En algún 
punto a E | tracemos hacia dentro de la región un segmento de la 
normal a la frontera. En este caso, el segmento irá por una recta 
paralela al cje rcal. La imagen de este segmento tiene que pertenecer 
a la imagon de la región g. En el caso considerado ésta representa 
un arco de la elipse que pasa por un punto $ = cos «, situado en 
la semirrama de la hipérbola I', y, por consiguiente, por jmagen de 
la región g so debo elogir aquella región (ya se ha verificado que la 
imagen de la región g es una do Jas regiones limitadas por el circui- 
to TP) hacia la cual está dirigida este arco elíptico. Recordemos ahora 
que cn la transformación conforme no sólo se conservan los valores 
de los ángulos sino también los sentidos de sus direcciones. También 
tiene que conservarse el sentido de la dirección del ángulo compren- 
dido entre la parte de la frontera y que parte del punto a en la 
dirección del recorrido y la normal interior. Pero la indicación de 
que durante el recorrido del circuito y la región se mantiene a la 
izquierda del observador es equivalente al hecho de que el obser- 
vador, situado en el punto a, tiene que girar un ángulo recto de la 
derecha hacia la izquierda para ver por la normal el interior de la 
región g. Debido a esto, el observador que recorre T' y se encuentra 
en el punto $ = cos a también tiene que girar un ángulo recto de 
la derecha hacian la izquierda para ver en la dirección de la imagen 
de la normal (del arco de elipse) el interior de la imagen do la región £. 
Esto significa que la imagen buscada de la región g estará situada 
a la izquierda del observador, lo cual se afirmaba. 

Señalemos en conclusión que, por Jo general, la forma de la 
región d varía junto con la variación de la disposición y anchura 
de la semifranja g. En la fig. 22 sc ha representado el caso quo tiene 
Ingar cuando la base do la semitranja pertenece a uno de los inter- 
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valos de la forma (kx, (k + 1) 1). El caso representado en la fig. 21, 
que se caracteriza por que la base de ln franja, al hacer la transfor 


Y v 
(2) 


L 


FIG. 22 


mación, parece parbirse en el punto w = 1 0 w= —1, tiene lugar 
cuando la base de ln semifranja conbienc en su interior un punto de 
la forma kx. 


$ 4. FUNCIONES RACIONALES. FUNCION HOMOGRAFICA. 
GEOMETRIA DE TOBACIEVSK!. 
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


4.1. En el párrafo precedente se estudiaron unas cuantas repre- 
seutantes más elementales de la clase de funciones enteras, Siguiendo 
el orden de aumento de generalidad, después de la clase de funciones 
enteras viene la claso de funciones mocromorfas. Asi 
se llaman las funciones que pueden expresarse en forma de una 
tazón de dos funciones enteras. El vocablo mismo «meromorÍla» 
proviene de las palabras griegas pepío (parto, fracción) y poper, 
(forma) y significa esemojante a una Fracción». Está claro que cada 
función entora f (2) es a la vez meromocrfa, puesto que puede expre- 

1 (2) 


sarsc en la forma A Naturalmente, lo recíproco no es justo, como 


, . 4 1 . 4 
muestra el ejemplo do la función ke Isla función cs mecromoría 


pero no es entera, ya que toma el valor oo on el origen de coorde- 
nadas. 

Las representantes más simples de la clase de las funciones mero- 
morfas en cl sentido propio de ostn palabra (es decir, que por lo 
general no se reducen a las enleras), son las funciones ra- 
cionales. Así se llama toda Ínnción que puede expresarse en 
forma de una razón do dos polinomios: 


7 P (2) a ap aj... +anz” Ñ 
e Q (2) dyar biarir o... + Uma" ie 1) 
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(el denominador no os idénticamento igual a ccro). Supondromos 
que la fracción a es irreducible, es decir, que las ecuaciones 


P(3)=0 y Q (2) = 0 careceo de raíces comunes. Supongamos, 

además, que a, 360 y d,, +0, es decir, quo 2 (z) y O (2) son de 

grados (¡exactos!) n y EE respectivamente. Designemos por Ar... 
., %p todas las raíces distintas entre sí de la ecuación ? (2) = O, 


y por ki. ko, ..., y, sus Órdenes de multiplicidad; del mismo 
modo, sean Ps, ..., By todas las raíces distintas entre sí do la 
ecuación Q (2 =0, y l,, ..., dl. sus órdenes de multiplicidad. 


Entonces (4.1:1) puede escribirse así: 


Pr) ante ap... (ape 


A E pa! 


Jlóvidentemente, cualquiera de los números %;, ..., x%, es distin- 
to de cualquiera de los números By, .. ., By; en caso contrario los 
polinomios P (2) y pe 2) no serían primos entre sí. Además, /, — 
+... +kp=n ht... +l=m. Jin cada uno de Jos 
puntos. 2 = Q%, la función (2) se anula y en cada uno de los puntos 

= f, toma el valor oo. Los puntos a, se llaman ceros y los 
puntos B,, polos de la función racional f (2). Los números k, 
y l, que les corresponden, se llaman órdenes de multi- 
plicidad de los cerosodoJos polos. Si el orden 
de multiplicidad l, (o l,) es igual a uno, el cero a, (o el polo fi, ) se 
llama simple, si el orden de multiplicidad es mayor que uno, 
se llama múltiple. 

De esta denpición so deduce que los ceros de la función f (2) son 
polos de la función ¿7 5" y los polos de f (z) son ceros de En 
dose sus órdenos respectivos de multiplicidad al pasar de f (z) a 5 


(es decir, que el cero de un orden determinado so convierte en polo 
del mismo orden, y viceversa). La función racional está definida en 
los puntos f, por las condiciones f (B,) = vo (t=1, 2, ..., q); 
definámosla ahora en el punto del infinito haciendo f (oo) = 
= lim f (z). Obtenemos, evidentemente, 

2-00 


jad 


1) f(09)=0 si n<m, 
2) J (00) = 32 sin=m, 
3) f(00)=00 si n>m. 


En el caso 1) se dirá que f (z) tiene un cero en el punto del infi- 
nito, y en el caso 3), que tiene un polo en el punto del infinito. 
Para atribuir a estc punto un orden de multiplicidad determinado, 


9—1100 
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hagamos la transformación previa 2 = E que hace corresponder 
az = oo el punto £ = 0. Entonces resulta: 


4 a+; Eh har 
il tm 


1 
AGR + my 


o dni +... ar” 


O lp AN 


Se distinguon los siguientes casos: 
1) n < m; entonces 


(t) = a (An An ER. +00." 
COS PA Dog 


Esta lunción racional posee un cero de orden m — n en cl punto 
¿ =0. De acuerdo a esto, se dirá que f (z) pusee un cero del mismo 
orden 1» — n en el punto 3 = oo. 

2) n = m; entonces 


_ Galan +00" 
e 


Esta función racional no tiene ni cero ni polo en el punto ¿ = 6 
(se hace aquí igual a 5) - De acuerdo a esto, f (2) tampoco tiene cero 
n 


ni polo en el punto 2 = oo (se hace aquí igual a 7) , 
A] 
3) n > m; entonces 


_ Ga+ An... + 4g9 
p (5) = Cum Daba +. + box”) : 
Esta función racional tienc un polo do orden r — m en el punto 
¿ = 60. Respectivamonte, se dirá que f (z) tiene un polo del mismo 
orden rn — m en ol punto z = oo. 

Determinemos el número tota] de ceros o de pulos de la función 
racional en el plano ampliado, contando cada uno de ellos de acuerdo 
a su ordon de multiplicidad. Anto todo, obtenemos kk, +... 
e... + hp = mn ceros finitos. Si n > m no hay cero cn cl infinito. 
Si n < m, obtenemos otro cero en el punto del infinito, de orden 
m — n, y el número total de ceros se hace igual a n — (m — n) = 
= m. Si en todos los casos designamos con ¿Y ol mayor de Jos núme- 
roS IR y NR: 


Ñ = mux (m, n), 
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y lo llamamos orden de la función racional 
f (2), obtenemos que ol númoro total de ccros de la función f (2) 
en el plano ampliado es igual al orden de esta función. El número 
total de polos resulta exactamente igual. Precisando, si n < m, la 
función f (2) no tiene polo on el punto del infinito y todos sus polos 
son finitos. Pero cl número de estos últimos es l, + ... + l¿= 


=m <= N. Si n>m, además de los m polos finitos, Ja iunción 
f (2) posee también un polo de orden n — m on el punto del infini- 
to. Por consiguiente, su número total de polos es m + (n — m) = 
=n="N. 

Sea ahora A un númoro complejo arbitrario, distinto de 0 y de oo. 
Averiguemos lodas las raíces de la ecuación 


Hs) = O =A (4.1:3) 


o, lo que es lo mismo, Jas raíces de la ecuación 


Pa) =20728 o, (4.4:4) 


Si se alribuyo a cada raíz de la ecuación (4.1:3) el mismo order 
de multiplicidad que liene esta misma raíz en la ecuación (4.1:4), 
se puede afirmar, según lo anterior, que el número total de raíces 
de la ecuación (4.1:3), igual al númoro de ceros de la función F (z) = 
= A E) tiene que coincidir con ol orden de esta última. 
Poro, si > m, el grado del polinomio 2 (2) — AQ (2) es igual a n 
y, por consiguiente, el orden de la función F (z) también es igual 
a n, es decir, coincide con ol orden de la función f (z). Cuando rn = m, 
ol grado del polinomio P (2) — AQ (2) no cs superior a r, y como el 
grado del pulinomio Q (2) es igual a », el orden de la función £ (z) 
es ignal a nr, o sea, de nuevo coincide con cl orden de la función 
f (2). Finalmente, si rn < m, el grado del polinomio 7 (z) — AQ (2) 
es igual a m (A > 0), y como el grado del polinomio Q (2) también 
es igual a m, el orden de la función F' (2) es igual a m. Por consi- 
guiente, en esle caso, cl orden de la función £ (z) también coincide 
con el orden de la función f (z). Resumiendo, en todos los casos, los 
órdenes de las funciones f (z) y 7? (2) son iguales, de donde se deduco 
que el número total de raíces de la ecuación (4.1:3) en el plano ampliado 
es igual para todos los valores A y coincide con el orden N de la fun- 
ción f (2). 

Queda revelado, pues, que la conocida propiedad de los polino- 
mios de tomar cualquicr valor 4 en un mismo númoro de puntos del 
plano, igual al grado del polinomio, so extiende a cunlquiecr función 
racional sustituyendo el grado por el orden. 


9s 
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É E , +1 
Como ejemplo, examinemos la función f(z) = E z 


tiene dos ceros simples: +¿ y dos polos simples: +4. Pura el valor 
A = 41 la ecuación 


Esla 


21 2 
==! O Sean 221 


=0 


no tiene raíces. Pero tiene una raíz doble en el oo, puesto que el 
grado del denominador de la fracción es dos unidades superior al 
grado del numerador. 

De los resultados obtenidos se deduce que una función racional 
ww = f (2) de orden N transforma el plano ampliado en el plano ampliado 
de tal modo, que cada punto w = f (z) posee generalmente N preimá- 
genes en el plano z. Para algunos valores to el número de preimágenes 
distintas entre sí puede resultar menor que N. Así, por ejemplo, 
si f (z) tione ceros múltiples o polos múltiples, a los puntos w = 0 
o w= 00 les corresponderán menos de NY distintas preimágenes 
en el plano z. 

Los demás valores tw (w > 0, w % 00) de este género se obtienen 
buscando las condiciones según las cuales la ecuación 


EdON P )—00 (3) q 
Q (2) O (2) 

tiene raíces múltiples. 'fodas las raíces múltiples finitas de la 

última ecuación coinciden con las raíces múltiples de Ja ecuación 


P (2) —uwQ (2) =0, 
y, por consiguiente, satisfacen también a la ecuación 
P" (2) —wQ' (2) =0 
y, finalmente, a la ccuación de grado no superior a m+n—1, 
P (2) Q" (2) — P" (2) O (2) =0. (4.4:5) 


Esta última posee no más de m-+n— 1 raíces distintas y, Ya, ---, Pr» 
a las cuales corresponden no más de m+n-—i distintos valores 


_ Pp o 
“i= 0 Ry o E 


=uw O Sea 


que poseen un número menor que Y de preimágenos. 
Obsérvese que todos los ceros múltiples finitos de f(z) satis- 
facen a las ecuaciones 


P(z=0 y P'"(23)=0, 
y los polos múltiples finitos, a las ecuaciones 


0()=0 y Q'(2)=0. 
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Por consiguiente, tanto unos como otros satisfacen también a la 
ecuación (4.1:5), o sea, so encuentran entre sus raíces y; Debido 
a esto, los números 0 y co también se encontrarán entre los r números 
w, (cuando existan ceros múltiples finitos o polos múltiples fini- 
tos). Sin embargo, puede ocurrir que la ecuación f (2) = f (00) 
posca raices múltiples solamente en el punto del infinito; entonces 
el número f (co) (posiblemente, igual a cero v a infinito) no se encon- 
trará entre los números w, (j = 1, ..., r) y, por consiguiente, habrá 
que añadirle a éstos. El número de puntos obtenidos no será supe- 
riioram-—+mn. 

Resumiendo, en todos los casos, el número total de aquellos puntos 
del plano w que poseen, cada uno de ellos, menos de N preimágenes, 
no es superior a n: + r. El conjunto de todas las proimágenes de estos 
puntos consta de los puntos y;, . . .. yr; 4 veces, a estos puntos 
hay que agregar también el punto oo. 

Si z es distinto de los polos de la función f (2) y del punto del 
infinito, la función f (2) posee derivada 


, _ PRD iN0'1n). 
1O=—— ar 


para que ésta no sea igual a cero, hay que exigir también que el 
punto z no coincida con ninguno de los puntos y; () = 1, ...., F). 
De aquí se deduce que la transformación w = f (3) es conforme en 
todos los sitios, a excepción, posiblemente, de un número finito 
de puntos. 

Dejamos a cuenta del lector la demostración de que la transfor- 
mación es conforme también en cualquier polo simple de la fun- 
ción f (2), y también en el punto del infinito, suponiendo que z = oo 
no es una raíz múltiple de la ecuación f (3) = f (oo). Del mismo 
modo se puede demostrar que la transformación no es conforme en 
cada uno de los puntos y, G =41, 2,..., r). a los cuales hay que 
añadir también yy = oo, si z = oo es una raíz múltiple de la ecua- 
ción f (2) = f (00). Precisamente, el ángulo con el vértico on el 
punto y, aumenta en la transformación w = f (z) en un número de 
veces, igual al orden de multiplicidad de la raíz y; en la ccuación 
(3) =Sf(y) G=0,1,2,..., r). 

4.2. De los resultados del apartado anterior se deduce que la 
función racional de primer orden, es decir, la función homográfica 
w=L (2) = na . €s la única de las funclones racionales que rea- 
liza una transformación blunivoca del plano ampliado sobre sí mismo: 
(En este caso hay que exigir además que el determinante de la fun” 
ción £ (2) sea distinto de cero: ad — bc + 0; cuando no se cumpl* 
esta condición, £ (z) se hace idénticamente igual a una constante, 
o sea, lransforma el plano ampliado en un punto). Ya se viu en el 
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ap. 2.3 que la transformación w = £ (2) es conforme en lodos los 
puntos del plano ampliado. En las cuestiones más diversas de la 
teoría de las funciones de variable compleja se suele recurrir a esta 
transformación (a sus distintos casos particulares). Debido a esto, 
mereco un estudio particular. Consideremos aquí sus propiedades 
principales. 

Estudiaremos el conjunto M de todas las transformaciones 
homográficas con el determinante diferente de cero. Dos transfor- 
maciones 

_ az +by _ 924: dba 
E, (2) = cz + dí, y Lay (2) + ca> + de 
se consideran iguales cuando, y sólo cuando, £L,(2)=1£,(z7) para 
todos los valores de 3. Para esto es suficiente que los coeficientes 
correspondientes scan proporcionales entre sí: 


dy =4A4s, la = Abs, C2= AC; y da= Mi, (A 0). 


I:stag mismas condiciones son necesarias. Jóín efecto, si £., (2) = 
= £2 (2), enlonces, en particular, 


E,(0)=£L2(0) £i(1)=£2(1) y Li(00)= fa3(00); 
lo cual significa que 


E A DA ol A RA A 
di de "ed cpda? cy Ca 


Poniendo cn Ja igualdad del medio 
bí=dip, bo=d2p, 404 Y d2=Cog 


obtenemos 
c14+d Co de 
ESA ERE, o sen, (cid —cady) (4— p) =0. 
Pero y <p (en caso cuntrario sería tz , es decir, 4d, —bc,=0 
1 


lo cual contradice a la hipótesis]. Por consiguiente, 


a_ a 
di da * 
Las relaciones obtcnidas pueden escribirse en la forma 
A O e E 
a bc dy j 


que es lo que se quería demostrar. 

De lo expuesto se deduce que cl valor del determinante de la 
transformación homográfica no es, de por sí mismo, característico 
para esta transformación. En efccuto, al pasar de los coeficientes 
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ai. bi, cy y d, a los coeficientes 2as, Ab,, Ac, y Ad, (A e 0) el deter- 
minante se multiplica por A4*. Pero, en todo caso, este determinante, 
siondo distinto de cero para algunos valores de los coeficientos, 
so mantiene siempre distinto de cero. 

La transformación 


U (2) =z, 


pertencciento, evidentemente, al conjunto M, se llamará Lrans- 
formación idéntica o unidad. 
Llamaremos inversa con respecto a una transformación 


az+b 
a=L()=- FJ > 
a la transformación según la cual para cada 2 se toma por imagen 
£u preimagen z, en la transformación dada. La transformación 
¡Nversa es 


di—b 


Y 
—eczr y + a 


La transformación inversa con respecto n £ se designará me- 
diante £71. 
Si 
_azlb e _ amb, 
12=L()=23 y 2a=£, iS dute 
son dos transformaciones homográficas arbitrarias (como siempre, 
con los determinantes distintos de cero), la transformación que 
se obtiene al roalizarlas consecutivamente una tras otra en cierto 
orden, se llama producto de las transformaciones dadas. Supon- 
gamos que se oflectúa primero la transformación z, = £ (z), y después 
la transformación z2 = £, (z1). Entonces su producto se designa 
mediante £, L (z). Para éste se tiene: 
az +b az—=b 
72 =Li¡L (2) = [2 +d +b, | : [e +0] = 


c3 
= |(aa; + cb,) 2 + (bas + d01)] : ((ac, + cd y) 24 (bc, + dd). 


Por consiguiente, 22 =£,L (2) también es una transformación homo- 
g¿ráfica; para su determinante obtenemos: 


(aa, dj cb;) (bc, añ dd) sa (ba, a db,) (ac; + cd,) = 
= (ud — bc) (asd; —b,c1) 40. 


Así, pues, la transformación £,L£ (2) pertenece al conjunto M. 
Evidentemente, 


LE (2) = TL (2) =U (2). 
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Obsérvese que la transformación zs = LL£, (3). obtenida al 
realizar primero la transformación z, = £; (2) y después la trans- 
formación z2 = £ (2,), se diferencia, gencralmente, de la transfor- 
mación £,L (2). Así, por ejemplo, si 


z z+14 
Lld=>3p9 Y Ld=37+ 
se —Lieno 
LL (2) = —22—1, mientras que ££,(2) = ad ] 


La opcración definida de multiplicación de transformaciones 
os asocialiva, es decir, para cualesquiera transformaciones homo- 
gráficas L, £, y £o, se cumple la igualdad 


(LL, L2=L (L¡La). 


Esta propiedad se comprueba fácilmente. En efecto, supongamos 
que La (2) -= 22. Entonces 


(L£y) L; (2) = Ly [£z (2)1 = L£, (22) 
y 
L(L,Ez) (2) =L(LiL; (2)] = L£, (23), 
así, pues, 
(£L,) Lia (z) = L (L¡L,) (2). 


La propiedad asociativa se extiende al producto de cualquier 
número de transformaciones. lista nos libra de la necesidad de 
poner los paréntesis en esto producto. Así, por ejemplo, 


L(£, (Laly) (2) = LL; (LzL3) (2) =L (L¿Lo) Ls (2)= ... =£L¡L:Ls(2). 


Como ol conjunto M, junto con cada dos transformaciones L 
y Ly, contiene también su producto £,L (y LL). y junto con la 
transformación £ contione también la inversa £7*, éste forma un 
grupo de Lrunsformacionos *), 

4.3. Voamos la demostración do la propiedad homo- 
ciclica (o circular) do la transformación homográfica, que se 
expresa en que la imagen de una recta o una circunferencia en la 
transformación w= £ (3), es una recta o una circunferencia; la 
imagen de una recta puede ser una recta o una circunferoncia y, 
dol mismo modo, la imagen de una circunferencia puede sor una 
recta O una circunferencia. 

Para una funcion lineal entera £ (z) = az + f esta propiedad 
es inmediata, puesto que la translormación w= £ (z) se reduce 


*) Véaso, por ojemplo, A. Kurosch, Cursv de álgebra superior, Edilorial 
Mir, Moscú, 1968, $ 63. 


“e 
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a una traslación (cuando a = 1) o a una rotación seguida do una 
homotecia (o dilatación) (si a + 1); véase el ap. 2.3. 
Considoremos ahora la transformación 


e=A(=2, 


que utilizamos ya varias veces. 
Evidentemente, la ecuación de cualquier recta o circunforencia 
puede expresarse en la forma 


áA (1? y?) 4 2Bx4 2Cy -D=0. 
Gunando 4 =0 y B y C no son simultáneamente iguales a cero, 
resulta una recta, y cuando A +0 y B* + C? — AD > 0, resulta 
una circunferencia. Sustituyendo aquí x% 4 y? por 2z, 2x por z + z 
y 2y por —i (2 — 2), representamos esta ecuación en la forma 
A223-(B—iC0)2+(8B+1C)2+D=0, 

o bien 

Azz— Ez pEz--D=0, (4.3:1) 


dunde £ = B + Ci. Aquí A = 0, y el número complejo E es distin- 
to de cero en el caso de una recta y A +0 y EE — AD > 0 en el 
caso de una circunferencia. Recíprocamonte: cualquier ecuación. 
de esta forma con coeficientes reales A y D y coeficientes complejos 


conjugados E y £ será la ecuación de una recta si A = O y el núme- 
ro E es distinto de cero, y la ecuación de una circunferencia, si 


AX%0 y EE — AD>0. Para cerciorarse de esto, es suficiente 
pasar de z n x e y según las fórmulas 


z2=2atL yt, 2=zr+ly, 2=x—iy. 

Queriendo obtener la imagen de la línea (4.3:1) en la trans- 
formación w==, sustituyamos z en la ecuación (4.3:1) por : 
Obtenemos: 

A HE GH EZ+D=0, 
o bicn 
Dwv + liw+ Ew +4 A =0. (4.3:2) 
La ecuación (4.3:2) tiene la misma forma que la ecuación (4.3:1) 


con la sustitución de A por D, D por A y E por E. De aquí se deduce 
que si D = 0 ásta es la ecuación de una recta (puesto que entonces 


será A=0y EX%0, 0 bien 430 y EE — AD = EE >0, es. 
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decir, de nuevo E +0), y si D +0, la ecuación de una circunferen- 
cia (puesto que cuando A z* Ú la ecuación (4.3:1) ropresontaba una 


circunferencia y, por consiguiente, se cumplía la condición EE — 
— AD >0, mientras que cuando A = 0 ésta representaba una 
recta, poc consiguionte, E era distinto de cero, de donde EE — AD= 
= EE > 0). Queda domostrado que la imagen de una recta o de una 
circunferencia en la transformación w= A (3) = e es una recla 
o una circunferencia. 

Considerando una función homográfica arbitraria 


w=£L(9=E+? (00), 


c+d 
representémosla de la forma 
e be —arl 
e e lez +d) 


Pongamos 
2 = £L, (2) =c2 =d, 2=A()=2 


e 
| 


a be—ed 
w= Ly (22) =+ + —— 2%; 


entonces £ (z) se escribirá cn forma del producto de bres trans- 
formacioncs: 
L=L,AL,. 


Como, en cada una de las transformaciones L,, A y £a, la imagen 
de una recta o circunferencia es una recta o circunferencia, la trans- 
formación £ posee la misma propiedad. Queda demostrada por 
<ompleto la propiedad homocíclica de la transformación homográfica. 


Designemos medianto ó = — - el polo de la función homográ- 
Tica L (2) = Pa (c+ 0). La imagen de cada recta o circunferen- 
cia que pasa por d tiene que contener al punto del infinito £ (0) = 
= 00, y, por consiguiente, no puede ser una circunferencia. En 
virtud de la propiedad homocíclica, esta imagen es una recta. La 
imagen de una recta o una circunferencia que no pase por el punto Ó, 
no puede contener al punto del infinito y, por consiguiente, no 
puede ser una recta. En virtud de la propiedad homocíclica, esta 
imagen es una circunferencia. Hesumiendo, en la transformación 
w = L (2) todas las rectas y circunferencias que pasan por el polo 6 
de esta función se transforman en rectas del plano w, mientras que las 
rectas y circunferencias que no pasan por Ú se transforman en circunfe- 
rencias del plano w. 
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Supongamos que w = L (2) os una función homográfica arbilra- 
ria; sea y una recta o circunferencia del plano z, y sea ' su imayon 
en el plano w (cs decir, también una recta o circunferencia). Consi- 
deremos las regiones g, y 82 limitadas por la línea y en el plano z; 
éstas son dog semiplanos o el interior y el exterior de una circun- 
ferencia. Demostremous que la imagen de una de éstas es una de las 
dos regiones limitadas por la línea T' en el plano w, mientras que 
la imagen de la otra es la segunda de dichas regiones. En efecto, sea 
z, un punto de la región g, y z2 un punto de la región g2. Como z, 


y 22 no están situados en y, las imágenes de estos puntos w, y Uz 
no pueden estar situados en P y, por consiguiente, se sitúan en las 
regiones en las que T' divide el plano w. Si éstos estuviesen situados 
en una misma rogión, entonces podrían unirse mediante un segmen- 
to Á de recta (o arco de circunferencia) que no tuviese puntos comunes 
con T' (fig. 23). La proimagen del segmento A en el plano z tiene que 
sor un segmento de recta (o de arco de circunferencia) Ó que una 
21 Y 22 y que no tenga puntos comunes con y. Pero la existencia de tal 
segmento contradice a que z, y z2 están situados en distintas regiones 
£í1 y £2. Por lo tanto, si Jos puntos z, y 2, pertenecen a distintas 
regiones g, y £2, sus imágenes w, y wo, también pertenecen a distin- 
tas regiones limitadas por la linea P. Designemos medianle G, la 
región que conliene a w, y modiante Ga, la que contiene a w», y de- 
mostremos que la imagen de la región g, es G;, y la imagen de la 
región g, es Ga. 

En efecto, si, por ejemplo, z” es algún punto de la región g,, 
entonces el hecho do pertenecer 2” y z, a distintas regiones E, y Ya 
implica, según lo demostrado, que sus imágenes w” y 1 pertenecen 
a distintas regiones G, y Gs. Pero ws, pertenece a G,, por lo cual 
w' pertenece a G,. Así, pues, la imagen de cada punto de la región g, 
pertenece a G,; del mismo modo, la imagen de cada punto de Ja 
región ga pertoncce a G». 'Comemos, finalmente, un punto arbitrario 
w de la región G,. Este tiene que ser la imagen de uno de los puntos 
z de la región g, o £2. Pero z no puede ser un punto de la región 
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8. puesto que en caso contrario w sería un punto de la región G. 
Por consiguiente, w es la imagen del punto z, pertenccionte a g,. 
Resumiondo, G, es la imagen de la región g,, y Gz. la imagen do la 
región g2. Por consiguiente, queda demostrado que dos regiones 
limitadas por la línea y so transforman en dos regiones limitadas 
por la línca T, además, quedu vorificado que para saber cuál pre- 
cisamente de las dos regiones, Jimitadas por la linea T'”, es la imagen 
de la región dada gy, limitada por la línea y. es suficiente observar 
Ja fmagen 10, de un solo punto 2, € £,; la región €; a la cual pertenez- 
ca w, será la imagen de la región gj. 

4.4. Si la transformación homográfica w= £ (2) es distinta 
de Ja idéntica, entonces, por lo general, tv es distinto de z. No obstan- 
te, aquí también oxisten puntos inmóviles de la 
transformación, caracterizados por la ecuación 


az Lb 
eo+d 
Supongamos primero que c=0(43£0). Entonces £(z) repre- 
senta una función lineal entera 
a Y 
l(2) =auz--6 (a=3, B=-7) ; 


Como 1 (00) = oo, uno de los puntos inmóviles de la transformación 
lineal entera es el punto del infinito del plano, z = oo. Si x=, 
existe también otro punto inmóvil, doterminado por la ecuación 


2=az+P. 
Este es el punto 2 = E .Sia=4 y P +0, no existe ningún 
punto finito inmóvil. Pero si a +41, Pp 40 y a — 1, entonces el 
punto finito inmóvil — tiendo hacia el punto del infinito. Debido 


a esto, en el caso do la transformación l(z) =z + fB (fB +0), el 
punto del infinito se puede considerar como dos puntos inmóviles 
confundidos. 


Supongamos ahora que c * 0. lentonces £ (00) = = E 00, O SCA, 
el punto z = oo no es inmóvil. Del mismo modo, no es inmóvil 
tampoco el punto — E, pues 


2=L (2) = 


Lu 


Resolvamos la ecuación 
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4 a i 
suponiendo que 2% 00 y ¿4—-]., 0 sea, la ecuación 


er? —(a—d)2—b=0. 
Ohteneomos: 
a—d-|- Vía — dy + ábe 
_A> E AKXÉÁÉÁ 


$ o 
de == » 
mí: 


Si (a — dy? + 4bc +0, de aquí se hallan dos puntos inmóviles 
finitos distintos. Cuando (a — dy? 4- á4be = 0, ostos dos puntos se 


; Des daa a—d 
confunden en un solo punto inmóvil finito E 


Ten resumen, la transformación homográfica distinta de la idéntica 
posee solamente dos puntos inmóviles, que en el caso particular pueden 
confundirse en uno. [Las transformaciones lineales enteras se carac- 
terizan por completo en que al menos uno de los puntos inmóviles 
es el punto del infínito. 

La transformación homográfica que posee más de dos puntos 
inmóviles puede ser solamenle la transformación idéntica U (2) = 
= z (para la cual todos los puntos son inmóviles). De aquí se puede 
deducir que para la coincidencia de dos transformaciones homográ- 
ficas £ (2) y A (z) es suficiento que se cumpla la ¡ignaldad £ (z) = 
= A (2) para tres puntos distintos z,, za y 23. En efecto, sea £ (2,) = 
= A (21) = wa (le = 1, 2, 3); entonces AT! (w,) = za (k = 1, 2, 3) 
y, por consiguiente, la transformación A”? £ (z) hace corresponder 
a los puntos z, de nuevo los mismos puntos, o sea, AT!L (3,) = 
Zrn(k = 1, 2, 3) (puesto que £ (21) = w, y A”? (war) = za). Es decir, 
la transformación A7*Z tiene Lres puntos distintos inmóviles: 
21, 22 Y Z3, O seu, es Ja transformación idéntica: 


AE =U. 
Por consiguiente, 
A(ATIL) = AU. 


Pero 
A(ATUL)=(AA7)L=UL = 1 
y 
AU = Á. 
Definitivamente, obtenemos: 
L=A. 


como seo quería demostrar. 

En resumen, para determinar una transformación homográfica 
es suficiente señalar tres puntos distintos: Ww,, ws y W3, correspondientes 
a tres puntos distintos dados: 2;, Za Y 23. 
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Propongámonos hallar la función homográfica que realiza esta 
translormación, y supongamos primero que Z,, Z3 y Z3 son puntos 
finitos y que w, = 0, wz, = oo y Wy = Í. 

Para que la función homográfica 

az-+b 
cod 


tome el valor O para z = z, y el valor oo para 2 == Za, es necesario 
y suficiente que z = Z, sea un cero del numerador az + b, o sea, 
que el numerador tenga la forma u (2 — 2,), y que 7 = Z2 Sea un 
cero del denominador, o sea, que el denominador tonga la forma 
c (2 — za). Por lo tanto, la función buscada tiene que poseer la forma 


w=A (2) = 


Pero, cuando Zz=Zy, w tiene que ser igual a 4. De la ecuación 


y PRI ba 
23 — Ta 
obtenemos: 
a ÓN 
al ” q — 9 E 


de donde 


£ tu, ¿TA 
=A (2) > -3—2 * zg—tg * 
Esta es la función homográfica buscada, que hace corresponder 
a los puntos z,, 32 y 23 los puntos O, oo y 1, respectivamente. 
Supongamos ahora que “,, Wa y W3 son unos puntos finitos arbi- 
trarios (distintos) y que w = £ (2) es la Lransformación homográlica 
que satisface a lag condiciones: 


£L (21) =w4, L(22)=w2 y £ (23) =03- 
Sogún lo demostrado, la junción Í = A, (w) = ná >. = ha- 
ca corresponder a los puntos t',, W, y Wa los puntos O, oo y l. 
Debido a esto, la función A,£ (2) hace corresponder a los puntos 
Z,. Za y Za los puntos U, co y 1, es al 


Al (2) =A (2) >= ==: 2=4L. 


Z—Lo 23— 22 
De la relación 
Ail=A 
so deduce que 
ARHU(ALD)=APA, 
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O sea, 
L=A”PA 
(puesto que AJ'(A,L)=(AT'A)L=UL=L). 


Esta última rolación resuelve el problema, ya que las trans- 
formacioneg A y A, son conocidas: 


E—3p lez E—w  uy—w 
AD) = 23528, A O)= 2: 2, 
(5) $22 232 (5) E— 1” wy—W 


Por cierto, para el estudio de la transformación w=L (2) es 
mejor utilizar dircctamente la relación: 


AL (2) =A (2), 

de donde, después de sustituir £(z) por w, se deduce que: 
A, (w) = A (3), 

o bicn, 


E A ON (4,4:1) 


W—Wo "Py Z—Za  'lg—29 
Esla ecuación determina la función homográfica w = L (2) en forma 
implicita. 

Hemos rosuelto el problema planteado, baju la hipótesis de 
que todos los puntos 2,, Z», Za, 104, Wes y Wa sean finitos. Si, por ejom- 
plo, z, = oo, la función A (3), que a los puntos 3, = 00, Z2 y 23 hace 
corresponder los puntos w, = 0, w¿= 00 y wy¿= 1, adquiere la 
forma 

1 *) 


:— 22 "232 


A q. 


Por lo tanto, la ccuación (4.4:1) se sustituye por la ecuación 
wWw—iDd. Wi -—0; 1 1 (4 4:17) 


W—Wa" Wy—W2 — I—1g '23—22 
(suponiendo que son finitos los puntos w,, Wa y Wy). Si Z2¿=00, 
la función A(z) que a los puntos Z,, 2¿=00 y 23 hace corres- 


*) Se puede llegar a esta expresión así: suponiendo 3, finito, se escribe 
la rolación 


— 24 233 
<— to) “2 — 232 
en la forma 
hs 2- 
2) 2 


y se pasa al límite para 21 -- 20. 
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ponder los puntos w,=0, w=0v0 y wy==41, toma la forma 
A (2) = (2— 24) : (Za —21) 

y, por consiguiente, la ecuación (4.4:1) se sustituyo por la ecua- 
ción 

Pn—w0 .wW3—uw); 

wW— UR * wW3—W 
Si z,¿=00, la función A(2) que a los puntos Z,, 22 y Z¿-=0o0 hace 
corresponder los puntos w,=0, w2==00 y tt¿=1, toma la forma 


A)===> 


S— 22 


= (2— 21) : (233 —21). (4.4:17) 


y la ccuación (4.4:1) se sustituye por la ecuación 


w—w., 13 — 1 == £—2y (4.4:1") 


w—Uo  Wa¿—Uu) 3— Zo 


Del mismo modo, el primer miembro de la ccunción (4.4:1) se 
debe sustituir por 


1 1 
0 a ñ (o — uy) : (ws —u), 


wW— ww) 
w— o 


según que sea y = 00, Wa = 00 0 Wa = 00. 

En resumen, llegamos a la siguiente regla mnemolécnica: si 
Za = 0 04 = 00 (k = 41, 2, 31 = 1, 2, 3), cnloncos en la ecua- 
ción (4.4:1) las diferencias en las que figuren z, o uy, deben susti- 
tuirso por 1. El lector fácilmente confirmará ln justeza de esta regla 
mediante el paso al límite en la ecuación (4.4:1) (para Za — 00 
o w;| > 00). 

Do la ecuación (4.4:1) se deduce una importante propiedad gene- 
ral de las transformaciones homográficas. Sean a, b, c y d unos núme- 
ros complejos distintos (finitos) arbitrarios. Llamemos a 

ec—a  dua 
e=b * d—o 


razón doble o anarmónica de cuatro números ou de 
los puntos a, b, e y d. Esta razón la dosignaremos con la 
notación (a, b, e, d): 


ea . dea 
(a, b, C, d)=— 5 “45 . 

La definición de razón doble la extenderemos también al caso 
en que uno de los cuatro puntos a, b, c, d sea el del infinito. Proci- 
sando, llamaremos razón doble de cuatro puntos, entre los cuales 
uno es el del infinito, al límite de la razón doble de cuatro puntos 
finitos, do los cuales tres coinciden con los puntos dados y el cuarto 


5 5. FUNCION HO MOGRAFICA 143 


tiende hacia el punto del infinito. Siguiendo esta definición, tend re- 
mos: 


1 1 
(oo, b, Es d) — eb" a=b 


(a, 00, c, d)=(c—a):(d—a), 
(a, b, 00, d)=14: 55, 


c—b 


Supongamos ahora que w = £ (2) es una transtormación homo- 
yráfica arbitraria. Designemos mediante A, B, € y D los puntos 
homólogos a los cuatro puntos distintos: a, b, c, y d. Como los tres 
puntos a, b y d se transforman en los puntos A, B y D, los puntos 
w= L(z) y z estarán ligados por la relación (4.4:1): 

w—A DA _z—a, d—a 
v—B'*D=B " :-—b"d=b*" 


(a, b, c, 00)= 


en la Cual se deben sustituir por 1 aquellas diferencias en las que 
figura el punto del infinito. Haciendo 3 = c, tenemos que poner 
w x= C (puesto que on nuestra transformación al punto c corresponde 
al punto C). Por consiguiente, 


CA ., DA ea . d—a 


CB 'D-=B "eb" d—o 


(las diforencias en las que figura el punto del infinitu se debun 
sustituir por 1), u 


(4, B,C, D)=(a, b, e, d). (6.4:2) 


Resumiendo, en la transformación homográfica la razón doble 
de cuatro puntos cualesquiera no varia; en otras palabras, la razón 
doble es un invariante de la transformación homográfica. 

4.5. Basándose on la propiedad homocíclica de la Lransfurmación 
homográfica y en la posibilidad de transformar cualquier terna de 
puntos 3,, Z2, 33 n otra terna previamente dada w,, w», wz, demostre- 
mos la siguiente proposición: 

Cualesquiera que sean las rectas o circunferencias Y y I y dos ternas 
de puntos 2,, Za, Za Y Wy, Wa, Wa, pertenecientes a y y IP”, respectivamente. 
existe una transformación homográfica w= L (2) que transforma y 
en T y hace corresponder a los puntos Z,, 33, 33 los puntos W;, Wz, W3y, 
respoctivamente. 

En efecto, escribamos la transformación homográfica w = £ (2) 
que satisface a las condiciones £ (2) =w, (j = 1, 2, 3). Según 
lo expuesto anteriormente, tal unción. oxiste y es la única que salis- 
face a estas condiciones. Esta transforma la recta u circunferencia y 


10—1199 
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en una recta o circunferencia P”. Pero y pasa por los puntos Z,, Z2 y 
z3;, por lo tanto, T” pasa por los puntos w,, Wa y W3, y Como por tres 
puntos no se pueden trazar dos roctas o circunferencias distintas, 
TI” coincido con T. Así, puos, w = L (3) satisface a todas las condi- 
ciones de la proposición enunciada. 

Tomemos de nuevo unas rectas o circunferencias arhitrarias y 
y P (distintas o coincidentes) y sea g una de las dus regiones limi- 
tadas por la línea y, y G, una de las dos regiones limitadas por la 
línea I'. Evidentemento, tanto una como la otra pueden ser un semi- 
plano, el interior de una circunferencia o el exterior de una circun- 
ferencia. Elijamos una terna arbitraria de puntos 2,, Za y Z3 Situados 


PIG. 24 


en y y supongamos para fijar ideas que al inoverse el observador 
a lo largo de y, en la dirección del punto z, al punto zz, pasando 
por z,, la región g se mantiene a su izquierda. Sca w,, 4, Ug Una 
terna de puntos situados en T tal que, al moverse el observador a lo 
largo de FP en la dirección del punto tw, al punto wz, pasando por el 
punto we, Ja región G se mantenga a su izquierda. Jón lo domás, los 
puntos w,, wa, wz son arbitrarios. Formemos, como se mostró ante- 
riormente, una función homográfica w = £ (2) que satisfaga a las 
condiciones w; = L (2) (f = 1, 2, 3), la cual, por consiguiente, trans- 
formará y en P. Demostremos que esta función transforma también 
la región g en la region G. En efecto, sea ó el segmento de la normal 
a la línea y, trazada por el punto 22 hacia el interior de la rogion g, 
es decir, a Ja izquierda del observador situado en el punto Z,, que 
mira a lo largo de y en la dirección establecida anteriormente; enton- 
ces, como la transformación uw» = L (2) es conforme, la imagen A 
de este segmento (que será un segmento de recta o de arco de circun- 
ferencia) también estará dirigida hacia la izquierda del observador 
situado en el punto ws» que mira a lo largo de T' en la dirección estable- 
cida en T (fig. 24). Por consiguiente, sogún la condición, Á pertene- 
ce a G. De este modo, queda ya establecido que la región G contiene 
las imágenes de ciertos puntos pertenccientes a g (precisamente, 
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las imágenes de los puntos del seginento 0). Pero, según el ap. 4.3, 
LD (g) es una do las regiones cuya frontera cuincide con la imagen 
de la frontera de la región g, es decir, con ' = £ (y). Como solamen- 
to hay dos regiones de éstas y una de ellas, G, contiene las imágenes 
de los puntos de la región g, ésa es la imagen buscada de esta región g: 
G = L (g). 

Aclaremos lo expuesto con un ejemplo. Supongamos que hay que 
transformar conformemente cl semiplano superior y >0Ú en el 
interior del círculo unidad. 

Para resolver el problema hagamos, por ejemplo, z, = —1, 
Zo = 0 y 23 = 1, de modo que el semiplano quede a la izquierda del, 
observador que vaya por el eje real en la dirección de z, a z¿ pasando 
por Z,, y elegimos también en Ja circunferencia unidad tres puntos: 
Wwy, We y W3, de modo que el interior del círculo quede a la izquierda 
del observador que vaya por la circunferencia en la dirección de 
w, A W3 pasando por ws. Para mayor soncillez, se pueden tomar: 
wW = 1, y == iy Wa == —1. Entonces, la transformación homográ- 
fica que cumple las condiciones w, = L (2) G = 1, 2, 3), será 
la buscada. Esta pucde expresarse en la forma 

w—4A _—1A4_ :44 14 
A E 


o bien 
z—i 
il ” 


(0 uma 


4.6. Sean z, y z2 dog puntos simétricus con respecto a cierta 
recla y. Entonces, el centro de una circunferencia arbitraria ó 
que pase por 3, y 22 estará situado en y y, por consiguiente, Ó será 
ortorronal »n y. Será también ortogronal a y la recta que pasa por los 
puntos 2, y 72. Fácilmente se observa que también es justo lo recípro- 
co: si cualquier circunforoncia O recta que paso por un par de puntos 
Z, y Z2, es ortogonal a la recta y, entonces Z, y 32 son Simétricos res- 
pecto de y. 

Hagamos una transformación del plano medianto una función 
homográfica w = £ (z), de modo que la recta y se transforme en una 
recta o circunferencia J'. lintonces, el par de puntos 2, y zz, simé- 
tricos respecto de y, se transformará en cierto par de puntos w, y wz, 
y cada circunferencia o recta Ó que pase por Z, y 3 se transforinará 
en una circunferencia o recta Á que pasa por w, y wa), y viceversa: 
cualquice recta o circunferencia que pase por w, y w, será la imagen 
de ciorta recta o circunferencia que pasa por 3, y Za. En virtud de la 
simetría de los puntos z, y 22 respecto de y y debido a que la transfor- 
mación w = L£ (2) es conforme, las rectas y circunferencias que pasan 
por w, y ww, serán todas ortogonales a P. Por consiguiente, si I' es 
una recta, los puntos w, = L (z,) y ws, = L£ (z)) serán simébricos 


10. 
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respecto de P'. Generalizando el concepto de simetría, diremos que 
dos puntos son simétricos respecto de una circunferencia, si cualquier 
recta o circunferencia que pase por ellos es ortogonal a la circunferencia 
dada. Entonces se podrá decir que si la recta y se transforma en una 
circunferencia P' mediante la función homográfica w = £ (2), enton- 
ces cualquior par de puntos simétricos respecto de la recta se trans- 
forma en un par de puntos simétricos respecto do la circunferoncia, 
y recíprocamente. De aquí se deduce que, dada la circunferencia T 
y el punto w,, el punto simétrico a w, respecto de |' se determina 
unívocamente. En cfocto, si existieson dos puntos distintos w, y w, 
que fuesen simétricos a to, respecto de P, entonces en la transformación 
homográfica de P' en la recta y los puntos w,, wa y to; se transíorma- 
rían en los puntos Z,, 22 y 2,=* 22, (londo los puntos Z, y za, y también 
z, y z., Ssertan simétricos respecto de y, lo cual, evidentemente, es 
imposible. 

Los razonamientos expuestos aquí sobre la transformación de 
una recta y en una recta o circunferencia l' se extionden sin cambios 
algunos al caso en que una circunferencia se transforma en una cir- 
cunferencia, obteniendo que en la transformación homográfica 
cualquier par de puntos simétricos respecto de una circunferoncia y 
se transforma en un par de puntos simétricos respecto de Ja circun- 
forencia P' que es la imagen de y. Así, pues, hemos obtenido la 
siguiente propiedad general de conservación de la 
simelría en las transformaciones homográficas: 

1 Si los puntos 2, y z¿ son simétricos respecto de una recta o circunfe- 
rencla y, entonces en cualquier transformación homográfica w = L (z) 
sus imágenes w, y 0, serán simétricas respecto de la imagen T” = L (y). 

Señalemos un caso particular de esta proposición. Supongamos 
que y se transforma en una circunforoncia P, y que 2, es el punto que 
se transforma en el centro w, de la circunferencia PT. Entonces el 
punto Z2, Simétrico a z,, tiene que transformarse en un punto ww, 
del plano ampliado, simétrico a w, respecto de J*. Pero tal punto es el 
del infinito. En efecto, la rocta que une 1 y Wa = oo, os decir, 
cualquier recta que pase por el centro de la circunforencia l' será 
ortogonal a T. Ln virtud de la unicidad del punto simétrico (al 
punto dado respecto de la circunferencia dada), el punto oo, y sólo 
ésto. sera simétrico al contro de la circunferencia T' rospocto de [. 

Sea y una resta o circunferencia arbitraria. La transformación 
del plano ampliado que consiste on que cada punto z se transforma 
en un punto z*, simétrico a z respocto de y, se llama transfor- 
mación de simetría respecto de y. Cuando y es una 
circunferencia, esta transformación so llama también inver- 
sión respecto de y. 

Hallemos las expresiones analíticas para la transformación 
de simetría. Supongamos primero que y os una recta. Esta se deter- 


3 5. FUNCION HOMOGRAFICA 149 


mina completajiente por uno de sus puntos a y el vector unitario 
ed = cos 9 + ¿ sen O, que lleva su dirección. 
Realicemos la transformación lincal 


2== 4 + e 0 = l (u), 


que, evidentemente, transforma el ejo real en Ja recta considerada 
(cs una traslación que lleva el origen de coordenadas al punto a, 
seguida de una rotación en el ángulo € alrededor del último punto). 
Como la transformación w = ¿E? (2) transforma y en el eje real, la 
misma transforma a cada par de puntos z y z*, simétricos respecto 
de y, en un par de puntos w y w*, simétricos respecto del eje real. 
Estos últimos se expresan por números complejos conjugados to = t 
y w* = t. Debido a esto, 2—a=etf, o bien z—a= el0l y 
2* a = e'0y* = e801, Bliminando ¿ entre Jas dos últimas igual- 
dades, obtenemos: 


2* —a= 20 (2— q). (4.6:1) 


Issta ecuación muestra que para realizar la transformación de 
simetría respecto de la recta y que pasa por el punto a formando con 
el ejc rea] el ángulo 0, se debe pasar del vector z — a a su simétrico 
respecto del eje real z — a y girar luego este último el ángulo 20 
alrededor del punio a. 

Consideremos ahora la transformación de simetría respecto de 
una circunferencia T' de radio R (0 < R< 00) con centro en 2. 
Realizemos una transformación homográfica que transforme T' en el 
eje real. Lo más sencillo es tomar la transformación 


¿=0 RIE £ (w), 


la cual a los puntos del eje real w, = —1, w, = 0 y wa = 1 hace 
corresponder los puntos de la circunferencia I': 7, =4 —iR, z2 = 
=a+R y z3=Q0- + i¿R y, por consiguiente, transforma el eje 
real en T. La transformación inversa w = L71 (z) translorma TI en 
el eje real y a cada par de puntos 3 y z*, simétricos respecto de T, 
hace corresponder un par de puntos w y w*, simétricos respecto del 
eje real. Como tw y w* se expresan por números complejos conjugados: 


w= ty w* = ise tieno, 2 —a=RiElobion.z=a=Rn 2 

S el R 1414 

y 2 —a=R E Multiplicando término a término estas dos 
-—E 


últimas relaciones, obtenemos: 


(za) (2"—a)=R* 
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O yea 
HRz 


z— (4 


7? —_ai= á (4.6:2) 


De aquí se deduce: primero, que 
Arg (2* — a) = —Arg (2 —a) = Arg (2—a) 


y, Segundo, que 
|[2*=al||z- a] =R?. 


Por consiguiento, los puntos 3* y z están situados en un mismo rayo 
que parte del centro de la circunferencia y se encuentran a tales 
distancias del centro que ol producto de estas distancias es igual 
al cuadrado del radio. Por estas dos condiciones, o lo que es lo mismo, 
por la fórmula (4.6:2), se determina completamento la posición de 
uno de los puntos z, z* siendo dado el otro, es decir, se detcemina la 
transformación de inversión respecto de la circunferencia | z — a |= 
= FR. 

De las igualdades (4.6:1) o (4.6:2) se doduce que la transformación 
general de simetría se reduce a la realización consecutiva de una trans- 
formación lineal [entera o fraccionaria) y una transformación de sime- 
tría respecto del eje real. 

Así, por ejemplo, la transformación de simetría rospecto de una 
recta puedo expresarse en la forma: 


2¿=0+e2WM(2—a) y 2*=25, (4.6:1) 
y la transformación de simetría respecto de una circunferencia, 
en la forma 


zy =4 + y Z*=24. (4.6:27) 


Como la translormación linoal es conforme y pusce la propiedad 
homocíclica, y la transformación do simetría respccto del oje real 
posee las mismas propiedades con la única diferencia de que, con- 
servando las magnitudes de los ángulos, so cambian sus sentidos por 
los opuestos, la transformación de simetría en el caso más general 
posee también las propiedades indicadas. Precisamente, ésta es una 
transformación conforme de segundo género y transforma las rectas 
y circunferencias en rectas o circunferencias. 

4.7. Jlustremos con dos ejemplos la aplicación do la propiedad 
de conservación de la simetría en las transformaciones homográficas. 

Ejumplo 4. Fransformar conformemente el semiplano supe- 
rior en el interior del círculo | w | < R de modo que a un punto dado 
del somiplano le corrosponda ol centro del círculo: mw = 0. 

La función buscada, si existe, se anula para z =0 : L (a) = 0. 
Así, pues, ya conocemos el cero z = a de la función L£ (2). Pero el 
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punto a, simétrico a a; respecto del eje real, tiene que transforinarse 
en un punto simétrico al centro de la circunferencia respecto 
de la circunferencia misnia, es decir, en el punto del infinito. Por 


consiguiente, ya conocemos también el polo z = au de la transfor- 
mación homográfica L (2). Por lo tanto, £ (2) tiene la Jorma 


E A it PE cd (4.7:1) 


e (2— a) 2—a 


donde A es un número complejo distinto de cero. 

Demostremos que la función hallada transforma el semiplano 
en el círculo | w| <]A [| de modo que el punto a se transforma en 
el centro del circulo w = 0. Evidentemente, esta última condición 
se cumple para la función (4.7:1) con cualquier 2. No queda más 
que comprobar que el eje real se transforma en la circunferencia de 
radio | A | con el centro en el origen de coordenadas. En efecto, si 

= 7 es un número real arbitrario, los números x— % y 74 
son complejos conjugados y, por consiguicnte, 


21 ==) =/21 


Hemos obtenido que las imágenes de todos los puntos del eje real 
están situados cn la circunferencia | w | = |A [, de donde, en virtud 
de Ja propiedad homocíclica, se deduce que la imagen del eje real 
es esta circunferencia. 

Para obtener la transformación del semiplano en un círculo de 
radio R se debe tomar | A | = R. Queda indeterminado todavía el 
argumento del número A. El significado geométrico de esta inde- 
terminación es completamente claro. El paso cn la fórmula (4.7:1) 
de un valor A a otro manteniendo invariable el módulo |1 | = AR 
equivalo a Ja variación de los argumentos de todos los puntos en una 
misma magnitud, es decir, a la rotación del círculo alrededor de su 
centro 1» = 0, En tal rotación, el circulo se transtorma en sí mismo, 
yu centro se mantiene en su sitio, y no se infringen las condiciones 
del problema. 

Si se quicre que el problema planteado posea solución única, es 
necosario introducir una condición complementaria. Se puede exigir, 
por ejemplo, que: 

a) un punto dado del eje real z = xy se transforme en cl punto 
te = R de la circunferencia, o 

b) la derivada £' («) sea un número real positivo (geométrica- 
mente esto significa que las tangentes a las curvas que pasan por el 
punto « no tienen que cambiar la inclinación al hacer la transfor- 
mación). 
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Isn efecto, en la condición a), obtenemos de (4.7:1): 


R=L (29) =1 22, 


Lp — 
de donde 
as ro—U 
A= Ep A 
y o 
Liy=rR= 2.22. (4.7:2) 


tU” z2—aq 
Evidentemente, 


2] =A|H=2 | R. 
Supongamos ahora que 4=E£+ in, donde 1 >!) Como 
ES E 
a— a 


lo 


con la condición b) sacamos la conclusión que do = 2x0 
a —a 


cual significa que Z es un número real positivo. Pero, por otra parte, 
el módulo | 4 | tiene que ser igual a /?. Por lo tanto, A = ¿R y 


L (2) = ¿RÁ . (4.7:3) 


1— au 


Ejemplo 2. Transformar covníormemente el círculo |z | < 
< R en sí mismo, de modo que el punto dado 3 == a de este círculo 
se transformo en su centro w = O. 

La función homográfica L (z) buscada, si existe, se anula para 
2 =a: L (a) = 0. Así, pues, ya conocemos un cero z =« de la 
función L (2). Pero el punto a*, simétrico a a respecto de la circun- 
ferencia |z] = R, tiene que transformarse en el punto simétrico 
al centro respecto de la misma circunferencia. Por esto, ya conocemos 
también el polo z = a* de la función Z. (z). Por consiguiente, la 
función homográfica L (z) tiene que tener la forma 

w=L(2)=15 , 
donde A es un número complejo distinto de ceru. Según la fórmu- 
la (4.6:2), el puntu a?, simétrico al punto a respecto de la circun- 
ferencia |z|= RR, es: 
A3 


at=—. 
a 
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de, ! ( . A 2 - XL l1--Q 4 7 A , 


Demostremos que la función buscada transforma el circulo 
Iz| <R en el círculo | w] < Le , de modo que el punto a se trans- 


forma en el centro del círculo 0. Evidentemente, esto último se 
cumple para la función w= £ (z) con cualquier m2. No queda más que 
demostrar que la circunferencia | z | = R se transforma mediante 
(4.7:4) en la circunferencia |] w | = Le . Pero, en efecto, sea 

z= Reid (0 <8 < 21) 


un punto arhitrario de la circunferencia |2|]=.R. lóntonces, para 
su imagen 


Re a Rea 
wo —£ (Red) =p —_—_—5 = qe 8 2 
aL R3—2 He Re“? Re—W-_z 


3e ticne: 
10_ 
|1w|= E HeT—a —1u! 
Re] | Reg R 

Re? 
(puesto que |et% | =1 y | RETOZE | =1), de donde se deduce 

eva 
que la imagen de la circunferencia |z| = Jt es la circunferoncia 


¡w]=*2. 

Para obtener la transformación del círculo de radio RX on sí 
mismo es debido, evidentemente, tomar en la fórmula (4.7:4) | H | = 
= R?. El argumento del número y continúa manteniéndose inde- 
terminado. Para que el problema de la transformación tenga solución 
única se puede imponer una de las siguientes condiciones complemen- 
tar a3: 

a) un punto dado a de la circunferencia | 2 | = R se transforma 
en el punto w = R do la misma circunferencia; 

b) la derivada £” (a) es un número real positivo. 

de a cuenta del lector la comprobación de que, en el 
caso ): 


L(2)=RE== rá (4.7:5) 


y en el caso bh): 
Ri? (2—a) 


eiii R2—auz 


(4.7:6) 
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4.8. Arriba so demostró «que toda función de la forma 


we A (o) =p —— Qei<R. |p1]=24) (4.8:1) 
R?—«az 
transforma el círculo XK: |z |< 7] en sí mismo. En particular, junto con cada 
función ÁA (2) =p E posee también la misma proplcdad la función 
—az 
az que convendremos en designar mediante A (2). Evidentomente 
50 A) 


Fácilmente se observa que, eligiendo «n la fórmula (4.8:1) « y y de tadas 
las imuneras posibles, conservando las condiciones ¡a |<R, ln 1=R?, 
obtenomos todas las transformaciones e e posiblos dol círculo K 
en sí (mísmo. En efecto, si w = L (z) es una de ellas, entonces ésta transforma 
algún punto dol círculo z = a en su centro y, por consiguiente, según el ap. 4.7 
tiene «quo tener la forma (4.8:1). 

Si A, y Az son dos transformaciones del círculo K en sí mismo, su producto 
A = A1A3 posee la misma propiedad; del mismo modo, la transformación 
versa a una cualdquiora de las transformaciones (4.8:1) transiorma el círculo K 
en sí mismo, o son, es una transformación de la forma (4.8:1). De aquí se deduce 
que tadas las transformacionos posibles de la forma (4.8:1) (estando fijado 
R ->0) forman un grupo. Designémoslo mediante T; éste es un subgrupo del 
grupo de todas las transformaciones homográficas. El grupo T' admite una 
interprotación erica admirablo; precisamente se puede considerar como 
vl1 grupo de los movimientos del plano en la geo- 
mcotría de Lobachovski. 

Al interior del círculo XK lo llamaremos plano do Lobachevski, 
a los puntos del círculo XK, puntos de Lobachevaski ya los arcos 
de circunforencias o a los segmentos de rectas, pertenecientos a K y ortogonales 
a la circunferoncia UT: [| =R,. roctas dea Lobachovski, o bien, 
abroviadamento: 2 po, L-puntos, L-rectas, Por cierto, a continuación, 
en lugar de .£-punto diromos siempro simplomonte: punto. Estas denominaciones 
«quedan justificadas por el hocho de que entre el interior del círculo, sus puntos 
y los arcos de circunferencias o segmentos de roctas indicados en la geometría 
de Euclidos se verifican las mismas rolaciones que entre el plano, sus puntos 
y ractas en la goometría do Lobachevski. Ante todo, en el .Z -plano se verlfican 
las siguientes proposiciones (axiomas de Hilhort. *)): 


Axiomas de untón: 
1 Para cada dos puntos A y ¿3 siempre existo una .Z-cecta que pasa por 


A y B. 
lz. Para dos puntos A y B existe no más de una .L-recta que pase por Á 


ES 


la. ln cada .£-recta existen nl menos dos puntos. Existen al menos tres 
puntos no situados en uba .Z-recta. 


Axiomas de orden: 


Ul,. Si A, B y C son puntos de una ,Z-recta y B cstá situado entre A y C, 
entonces 2 también está situado ontre C y A. 

Mu. Si A y C son puntos de una Z-recta, existe al menos an punto B tal. 
que € está situado ontre A y A, 


*) Véase D. Tilbert, Funudamcntos de la geometría. 
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1J,. Entre tres puntos cualesquiera de una .L-recta oxiste no más de un 
punto situado entro los otros dos. 

1T,. Soan 4, B y C tres puntos no situados en una -Z-recta y a, una £-recla 
que no pase por ninguno de los puntos A, B, C: si ésta posa por un punto del 
segmento AB, entonces pasa indispensablemente por un punto del segmento AC 
«a poc un punto del segmento PC. 

l'ara demostrar que se vorifican los axiomas J, y Iz *“), supondremos prime- 
ro que uno do los puntos dados, por ejemplo A, coincide con el centro del cír- 
culo XK. Entonces el diámetro del círculo que pasa por e) punto 3 será la .Z-recta 
quo satisface a Ja condición 1,. Supongamos, en contra del axioma lz, que existe 
otra L-roccta más que pasa por los puntos A y B. Tsts tendrá que ser un arco 
de circunfercncia ortogonal a T y, por consiguiento, los radios de T trazados 
a los extremos de este arco tendrán que ser tangontez u éste. Pero esto es impo- 
sible, puesto que cada uno de los radios posee dos puntos comunes distintos 
con ol arco (el punto A y uno de los extremos del arco Supongamos ahora que 
ninguno de los puntos A y B coincide enn el centro del círculo. Entonces, efec- 
tuando una transformación de la forma (4.8:1), donde a es el afijo del punto A, 
roducimos la cuestión al caso que acabamos de considerar y, después, mediante 
la transformación inversa, obtenomos la única X-recta que pasa por los puntos 
dados (la imagen del diámetro del círculo X en la última transformación). Deja- 
mos a cuenta del lector la comprobación de la justeza de los demás axiomas. 

Llamaremos movimiento de Lohacheovski (ahroviada- 
uwente, S-movimiento) a cualquier transformación homográfica de la 
forma (4.8:1), es decir, a la transformación homográfica del círculo K en sí 
mismo. Cada .£-movimiento transforma biunivocamente el .£-plano en sí 
mismo, de modo que los puntos se transforman en puntos y las .Z-rectas en 
F-roctas (aquí nos basamos en la propiedad homocíclica y en que la transfor- 
mación homográfica cs conformo). 


Consideremos un conjunto E de puntos del .£-plano y el conjunto Z de los 
puntos simétricos a éste respecto del ejo real. Si F es otro conjunto de puntos del 
-£-plano, diremas que ZE es congruente al conjunto F on el 
sentido de lobachevski (abreviadamente: L-congruentoe) 
cuando, y sólo cuando, existe un .Z-movimiento LL que transforma F' en £ o 
en £, de modo que Z (FP) = Eo LE (F) => E. 

De la dofinición do .£-<ongruencia se deduco quo cada conjunto E es .Z- 
congruente a sí mismo, y también al conjunto £ simétrico a él con respecto al 
uje real. Además, de la definición so deduce que si £ cs £-congruente a F, enton- 
cos F os .£-congruente a £. En efecto, si L (F) = E, entonces F = L7! (E), 


y si L(F)= E, entonces también P= L (E) y F= L7 (E) = 17 (E). 
Supongamos, finalmente, que £ es .£-congruente a F y F cs Z-congruente a (,; 
demostremos que entonces E es F congruente a G. En efecto, supongamos pri- 


mero que F=A(C)y E = L(F)o E =L (F). En el primer caso, tendremos 
E «= LA (G), y en el segundo caso, E = LA (G); en uno y otro caso, según la 
dofinición, obtenemos que E es .Z congruente a G. 

Supongamos ahora quo F == A(G); entonces, si E = L (£). se tieno E = 


— L(F)=ZA(Ó), y si £ = L(F), resulta E = L (F) = LA (G). De nuevo 
obtenemos que E es .£-congruente a G. 


*) A nosotros no nos debe desconcertar el hecho do que demostrernos 
los axiomos, Para nosotros éstos son solamente unos teoremas do la geometría 
de Euclides, roferontos al interior del círculo, 4 sus puntos y a los segmoan- 
tos de rectas y arcos de circunferencias situados en este círculo; demostrán- 
dolos, tonomous el derecho de aplicar todas las proposiciones y conceptos 
«conocidos de la geometría de Tuclidos. 
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En resumen, el concopto introducido aquí de .£-congruencia posee todas 
las propiedades de equivalencia, pues ésta es re flexiva (cada conjunto 
es L-congruente a sí mismo), simétrica (si £ es XL-congruento a F, en- 
lonces F es F-congruente a E) y transitiva (si E os L<congruonto a F 
y Fes Jé-congruente a G, ontonces E es .£-congruente a G). Designemos la 
relación de congruencia entre £ y F con el signo =. Entonces tendremos: 1) 
E=E: 281 E =F, entonces F=E:3)siE=PFyPsG, entonces E = (. 

Ahora se pueden formular y demostrar los siguientes proposiciones: 


Axiomas do congruencia: 


111, Si A y B son dos puntos de una .Z-recta a y A” es un punto de la 
misma n de otra £-recta a”. entonces en la recta a”. hacia un lado dado del 


FI.G 25 FIG. 27 


punto A”, siempre so puede hallar «un punto B”, y sólo uno, tal que nl segmentw 
A'B” sea E-congruonto al sogmonto AB. 

MM. Si AB' =A'B' y AB = A”B", entonces A B' m5 A“B”. 

1JI,. Soan AB y BC dos segmentos de una .Z-recta e sin puntos intoriores 
comunes; sean luego 4'B” y B'C” dos segmentos do esta misma «o de otra .£-recto 
a”, también sín puntos interiores comunes. Si en estas condiciunes, AB = A'B' 
y BC =x8B'"C", ontonces también AC m A'C'. 

Antes de enunciar los otros dos axiomos de congruencia, demostremos los 
uxiomas que acabamos de formular. 

Aludiendo a la demostración del axioma 111,, desigmemos mediante € 
uno do los extremos del arco de circunferencia (o del segmento de recta) que 
reprosenta la .S-recta «. Según ol ap. 4.7 so puede hallar una transformación del 
circulo X on sí mismo do modo ¿a lleve el punto A al centro O del círculo K 
y ol punto C al punto R do la circunferencia P de este círculo (fig. 25). Como 
resultado, ohtonemos un .£-movimiento £ que transforma a en la .Z-recta d. 
representada por ol diámetro del círculo situado en el eje real, y a la L-semi- 
rrocta AC, on la <-semirrecta OR. 

Si AC contenía al segmento AB, la imagen B, = L (B) del punto B estará 
situada en OR. Señialemos en la .£-recta a” la semirrecta 4'*C” que ostá situada 
hacia ol lado dado de 4”. Sca L' el .£-movimiento que transforma a” en d y 
A*C' en OR, y sor B* el punto de la L-recta a* para el cual L' (B”) == B,. Enton- 
cos, evidontemente, ol ¿C-segmonto A'B” estará situado en e” hacia el lado dado 
de A* y el .Z-movimiento L”“*'£” transforinará a' en a y el segmento A'B enAB. 

Hay quo demostrar también quo B* es el único punto que satisface a las 
condiciones del axioma. Pero, on efocto, e que existiose otro punto 
más B”, situado en da semirrccta A'C” y tal quo el segmento AB” fuese comn- 
gruente a AB, existiría en la seomirrecta OR un punto Bz Bj, (B, = E” (BM) 
tal que 0B, = OB;,. Dn aquí, según la definición, se deducirín que existe ut 
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L-muvimiento A tal que OB, = A (0B 4). (La considoración del conjunto 
OB+, simétrico a OB respecto del eje real, es aquí superflua, puesto que OB, 
coincide con OB). Esto significaría quo w = A (z) sería una transformación dol 
círculo K en sí mismo tal, que el seginento rectilíneo OB, se transformaría en 
OB, y, por consiguiente, ul diámetro situado en el ojo real so transformaría en 
=í mismo. A priori oxisten dos posibilidades: 

1) que el punto O se transformo on O y By en Ba»; entonces [sogún la fórmula 
(4.8:1), donde a =0] A (2) tiene que toner la forma 


wea (a) Ez, 
y como e resulta |w]=¡2|; pero esto contrudice al hecho de que f, 
se transforma on B2(| 18,1) =|B2|); 


2) que cl punto ¿5 se transforine en O y O en /fo; entonces 


o 2 —h, ES ) e WR, 
tw=A )=* 37 0=80 Ba=A (0)= E 
de dondo | B¿ | = ne 1B, | = | B, |, lo cual de nuevo contradice a la con- 


dición |B21%1|1B, |. 

Asi, pues, la negación de la unicidad dol ano B' en las condiciones dol 
axioma 111, conduce a una contradicción. Queda establecido ol contenido fun- 
damental del axioma. 

El axioma TIlz es consecuencia inmediata do las propiedades simétrica 
y transitiva de la .£-congruencia. 

Voamos el axioma Il[,. Transformemos a en d medianto un .¿-movimienLo 
£L, de moilo que el punto B se transforme en el centro del circulo B, = O y el 
punto C en un punto altuado en la parte positiva del ejo real. Entonces, en 
virtud de las hipótesis del axioma, el punto A se transformará en un punto 
situado en la parto negativa del eje real. Supongamos que A, y Cy son los pua- 
tos homólogos de 4 y C (fig. 26). Si consideramos un .£-movimionto análogo. 
formado a partir de la .Z-rocta a”, obtendremos que el punto A estará situado 
en la parlo negativa del eje real, Bz = O y C, estará situado en la parto positiva 
del cje real. 

Do las relaciones 48 =A4B", AB =AjsB, y 4'B' m5 A2B, se deducirá 
«ntonces quo 4,1, = A¿B,,0s decir, A10 = A20, y, análogamente, 0,0 az C20. 
Pero As y Az están situados en d hacia un lado de O. Debido a osto, de A¡0 = A,0 
so deduce que 4, = Az; análogamente, obtenemos, C, == C2 y. por consiguion- 
to, AC, = AzCs. Do aquí, finalmente, aplicando la propiedad transitiva de 
la .Z<ongruencia, obtenemos quo AC = AC”, como se quoría demostrar. 

Introduzcamos el concepto de .2-ángulo (como figura geométrica). Llama- 
remos L-ángu)o al conjunto do dos «£-semirroctas h y k, que parten de un 


punto A y pertenecen a distintas .£-rectas. El ángulo se designa mediante hok 


o k, h; el punto A se llama vértice y Ah y k, lados dol .C-ángulo (fig. 27). 
Evidontormente, los lados do un .Z-ángulo dividen el .£-plano on dos re- 
giones tales, quo cualquier par de puntos pertenecientes a una de las regiones 
Pasaan unirse modianto un segmento de L-recta quo no se corta con los lados 
cl ángulo (región convexa), mientras que existen pares de puntos, pertenecientos 
a la otra región, para los cualus es imposible una unión semojanto (región no 
convoxa). Para convencerse de lo dicho, lo más fácil es transformar el punto A 
modiante un .¿-movimiento en O, debido a lo cual las semirrectas 4 y k so trans- 
formarán en radios do la circunferencia. A la primera do las regiones indicadas 
la llamaremos intertor, a la segunda, región extorior del .C-ángulo. Cercioré- 
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monos do la justeza de los siguientes axiomas planos de congruencia (los axiu- 
mas considerados anteriormente se llaman lincales). 


TIT,¿. Soan dados un .¿-ángulo hk, una L-recta an” y su XZ-somirrecta h' 
que parte de un punto A de esta .Z-recta. Entonces hacia un lado dado de a” 
existo una, y sólo unn, .Z£-semirrocta k” que parte due A, tal que el ángulo A”, k” 

IO 
es congruente al ángulo A, k. Cada úngulo es congruente a sí mismo, cs decir. 
h, km, k y también A, k k, h. 

La formulación de coste axioma y la comprobación de su jusleza son semuo- 
jantes al axioma 3J3,. Lo único es que en la demostración de la unicidad de lu 
Z -semirrccta k” hay que basarse ahora on la conservación de la magnitud (l: 
modida) del ángulo en el «E-movimiento. Según esto, es evidente que dos .£- 


óngulos A”, k' y A", k” enn un vértice común A y un lado común A”, para los 
cuales 4” y k” están situudos hacia un lado do a” y representan distintas Z - 
semirrectas, no pueden ser -congruentes. 

Consideremos, finalmente, tres segmentos AB, BC y CA, pertenecientes 
a distintas .C-rectas. Estos segmentos forman un .Z-triángulo, para el cual 
los puntos A, B y C son los vértices, y AB, BC y CA, los lados. Si h y k sun 
unas somirreclas que parten de A y contionen a los lados 4B y AC, entonces 


el ángulo (he, k) se llama ángulo del triángulvo ABC comprendido énlc 
los lados AB y ACu opuesto ul indo 42C. Dentro del mismo están situados 


todos los puntos interiores del triúngulo AC; se designa mediante BACo 4. 

15 Ts. Si en los triángulos ABC y A'B'C':AB = AB", AC == AC y BAC = 
= B'"A'C', ontonces, ABC = A'B'C' y ACB = A'CC'B”. 

Para comprobar esto último axioma de congruencia, traslademos los 
triángulos ABC y A'B'"C”, de modo que los véclicos A y A” caigan al punto 
3 = 0 y Jos ludus AB y A'B' coincidan con un mismo segmento de lu recta Ol. 
Entonces los lados AB, AB”, AC y A'C” se representarán por sogiacatos de 
rudios que parten del vértico común O (A y A”). Si AC y A'C” se sitúan en este 
caso hacia un lado del diámetro q de la circunferencia que lleva el segmento 


AB = A'B", entoncos, en virtud de la congruencia de los ángulos BAC y B'A*C”, 
AC y A'C' tienen que ostur situados en una misma .Z-semirrecta que parte de O. 
Por esto cojaciden las puntos C y C” (puesto que AC = A'C”) y, debido a la 
«coincidoncia de los puntos A y A” y € y C', coincidirán Jos lados AC y A'C' 


y tumbién BC y B*C”, de donde se deduce la congruencia de los ángulos ABC 


y A'B'C' y BCA y BCciA' (y junto con ello la congruencia de los triángulos 
mismos). Si AC y A'*C” se situan hacia diversos lados del diámetro dl, entonces 
mediante la transformación de simetría respecto de este diámeteo, Jlegomos al 
caso ya ostudiado. 

Introduzcamos ahora el concepto de magnitud de un ángulo y longitud 
de un segmento. Estos conceptos, que deonominaremos con ol vocablo general 
de «medido», tienen que satisfacer a las siguientes condiciones: 

J. La medida tieno que ser un númoro nv negativo. 

IJ. La medida no tiene que variar en los .£-movimientos, es decir, a los 
ángulos o segmentos congruentes tienon que corresponder medidas igualos. 

MJ. La medida tiene que poscer ta propiedad aditiva, en el sentido de 
que la medida de un segmento AC tieno que sor igual a Ja suma de las medidas 
do AB y BC para cualquier punto interior B de «sto segmento y la medida del 
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ángulo (5, de) tieno quo ser igual a lu suma de las medidas da los ángulos (a, D 


y (!, k) para cualquior semirrecta l que parin del vértice del ángulo y esté con- 
tonida dentro del ángulo. 
El problema de la medida de los ángulos se resuclve con una [ucilidad par- 


ticular. Por medida dei .£-ángulo (h, k) se toma la medida cuclídea del ángulo 
formado por los arcos de las circunferencias que ropresentan ly k. Evidento- 
mento, on esto caso se cump!]on las condicionos | y 117; en lo que se refiere a la 
condición II, ésta también se cumple debido a la conservación de lus magnitudos 
do los ángulos en los .S-movimientos. 

Consideremos ahora la medida de los segmentos. La longitud cuclides del 
arco de la circunferoncia que ropresenta el segmento AB también satisface a las 
condiciones | y TL. Sin embargo, ésta no satisface n la condición 11, puesto que 
los ¿movimientos la excepción de la rotación alrededor dol punto O y de la 
transformación de simotría respecto del diámetro) hacen variar la longitud 
euclídea. Para hallur una medida que satisfaga a todus las tres condiciones. 
apliquemos lu invariabilidad en los .£-movimicntos do la razón doble de cuatro 
puntos situadas en cualquier recta o cirennferencia euclídea. 

Scan « y b los alijos de los extremos del segmento AB y sean a y B los 
afijos de los extrumos del aren de circunferencia que llova este segmento. Flijames 
las designaciones para estos dos últimos puntos de modo que los cuatro puntos: 
2, P, a y b se sitúen on el arco de la circunferencia on el orden a, a, b y f. En 
cl £-movimiento los puntos a, a, b y HB se translormarán en buevos puntos: 
a”, a”, Y y PB”, además, los puntos a* y f” se quedarán en la circunforoncia 
y no se alterará el orden relativo de Jos puntos a”, e”, b' y B” en el arco, en 
el quo se transformará ol arco inicial. No variará tampoco la razón doble (a, f, 

bo a—a 
b, a) e quae lira 
que la unidad. Con este fin, hagamos coincidir, mediante un .Z-movimiento. 
la LS-recla que lova el segmento AB con el diámetro d situado en el eje real, 
de modo que el punto a se traslade al punto O. Supongamos que, en esto caso, 
el punto a se transforma en R, entonces f se transformará en —R y el punto ó, 
on un punto b” tal, que 0 > Y > — R (esto último es consecuencia de la con 
servación de la posición relativa de los puntos de la .Z-recta en el Z-movimien- 


/ YOR OA 
to). Obtendremos: (0, p, d, a = (R, —R, PY. 0) == DER UR 
RIU 


= “RE > 1, como se quería demnstrar. Por lo tanto, la razón doblw (a, $, 


6. a) como medida del segmento 4B pasec las propiedados | y JH. No obstante, 
fácilmente se obsorva que no posee la propiedad aditiva 11). En efecto, para 
un punto C do alijo e, perteneciente a AB, so tiene: 


. Demostremos que óste es un número positivo mayor 


c—aA. a—a _b—a ra 
(a, B, l, d==— a—f' (a, B, VA c) = TB A ef 


y por consiguiente 


ba aa fea n—ay fb—a cay_ 

dada a: al A) (5 p: A) 
=(%, B, e, 4)-(x, P, e, e), 

o soa, la razón doblo (a, fl, lb. «) no es igual a la surna de las razones dobles 

(a, P, e, a) y (2, fi, b, e), sino a su producto (que, por lo general, no es igual 


Pero ahora está claro que se sulisfacen todas Jas condiciones que se exigen 
para la medida si se toma por longitud dul segmento el logaritmo do la razón 
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<loble: ln (a, f, b, a). Enefecto, como (a, P, b, a) > 1, se tiene In (a, B, b, a)> 
> 4. Por otra parte, Jn («, $, b, a) no varía en los .£-movimientos, pues esto 
se cumple para (%, f, b, a). Finalmente, para cualquier punto C perteneciente 
al segmento AB, so tiono: 


In(a, B, b, a)=In(a, fi, c, a) +ln(a, B, », c). 


Obsérvese que on puestra definición de .£-longitud del segmento AB (o, 
do quo es lo mismo, de .£-distancia entre los puntos 4 y B) los puntos de la cir- 
cunferencia se pueden considerar como puntos del infinito del L-plano. En efecto, 
fijando en la .S-recta un punto A (a), hacomos al punto 3 (b) aproximarse 
inde(inidamente a B (ofijando B, hacemos que A se aproxime indefinidamente 
a a). Entonces la razón doblo (a, f, 6, a) == e: y crecorá indcfíni- 
damento y, por consiguiente, la .Z-longitud del segmento AB: In (a, f, b, a) 
tendorá hacia +00. 

Continuando la verificación do los sistemas de axiomas de Hilbert para 
nuestro modelo de geometría de Lobachevski, omitimos por ahora el IV grupo 
de axiomas (el axioma do paralolismo), pasando inmodiatamonto al último, 
V grupo do axivumas de continuidad. 

Vi, (axioma de Arquímedes). Sea A, un punto cualquiera de 
una L-recta, situado entro unos puntos A y B arbitrariamento dados; tracemos 


dos puntos Az, Az, As, - - - de modo que el punto A, esté situado entre A y 
42, Az entro Ar y As, Ag entre Az y Ay, etc. y adomás, que los segmentos AA, 
AJAz, Az Ay, AsSA4, - . . sean congruentes entre sí; entonces en la serie de pun- 


tos Az, As, Ay, - - - siempre existe un punto A, tal, que el punto B está situado 
entre Á y A». 

Para convoncorso de que esto uxioma es justo es suficiente observar que, 
on virtud do las propiedades 11 y [11 de la medida, la longitud del segmento 
AAn 0s igual al producto de la longitud del segmento AA, por r. Por consiguien- 
te, la longitud del segmento AA, crece indofinidamento junto con » y cl punto 
A, tiende hacia uno do los extremos del arco que represonta la .£-recta. Como 
el punto B ostá situado entro A y este extremo, resulia que comenzando desde 
rierto n en adelante éste quedara situado ontre A y Aj. 

Como segundo axioma de continvidad, en lugar del axioma de Hilbert 
«lo plenitud, tomaremos el axioma de continuidad de Cantor. 

Vz. Si on una .£-recta existen dos sucesiones de puntos Ay, Az, . . .. An. 
...YB11B3,..., Bar - » - tales que, cualesquiera que sean p y q, By ostá 
situado entro Ap y Bg .-1, Y Ap entre B, y Ap -1, entonces en osta £-recta existe 
al menos un punto ¿ situado entre Ap y B, para cualesquiera p y q. 

Considerando esta e er como un toorema de la goomatría ouclídes, 
que expresa una propiedad dol arco de circunferencia que representa a nuestra 
£ recta, nos convencemos inmediatamento do su justeza. 

Hasta ahora observábumos una semejanza completa do las dos geometrías: 
la geomotría de Euclidos y la de Lobachevski. Esta semejanza <e exprosaba on 
que todos los axiomas de unión (relativos a la geometría plana), orden de con- 
grucncia y continuidad se formulaban ignalmento on estas geometrías. De aquí 
se deduce que todos los teoremas de la guornotria ouclídea son válidos también 
en la geometría de Lobachevski, La diferencia entre las dos geometrías se ma- 
nifiesta solamente al considorar los axlomas del 1V grupo de la geometría enclí- 
dea, procisamonte, cl axioma de paralelismo. Este no se cumple 
en la geometría de Lobachevski. Aquí, por cada punto A del .£-plano, no situado 
en la L-recta dada a. se puede trazar un conjunto infinito de L-rectas distintas 
qe no tengan puntos comunes con a. Esta proposición queda clara con solo mirar 

a fig. 23. Aquí, por el punto A se han trazado dos arcos Aa y Af, ortogonales 
a la circunferencia J', de modo quo cada uno de ellos posee un extreroo común 
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con el arco ef que ropresenta la .S-recta a. Los arcos AQ y Af ropresentan £- 
roctas quo no tienen puntos comunes con la .S-recta ae (recordemos al lector que, 
según la definición, son puntos del L-plano solamente los que están situados en 
el interior de la circunferencia T). Estas dos -rectas se llaman L-paralolas 
a a trazadas por ol puato A. Cada una de éstas tienen con a un punto del infinito 
común (4 y B, respectivamento). Evidentemente, toda .L-recta que pase por A 
y esté comprendida en ol ángulo formado por las .£ -paralelas, no tiene puntos 
comunes con a. no sólo finitos sino tampoco del infinito. Las últimas .£-rectas 
no se llaman .£-parulelas. 

Del hccho indicado se deducen una serie de consecuencias importantes. 
Demostremos ante todo el siguiente teorema: la suma de los ángulos de un £- 
triángulo es menor que n. Sea ABC un L-triángulo con los ángulos a, P y y. 


Apliquómosle un C-movimiento que lleve el vértice A al centro z = 0 del 
circulo. Entonces este .S-triángulo tomará la forma indicada en la fig. 29. 
Evidentemente, el arco B'C”, que Pd estilos la .C-recta en la cual está situada 
el lado BC del Z-triángulo, tendrá la convexidad dirigida hacia el vértice A. 
En efecto, este punto es el punto de intersección do las tangentes al arco B'BCC* 
trazadas en los puntos B* y C* y, por Or está situado fuera do la cir- 
cunferencia a la cual pertenece ol arco B'BCC". Uniondo 3 y C con un segmento 
de recta (euclídea), obtenemos un triángulo euclideo ABC, cuya suma de ángu- 
los A + B + C es igual a n. Pero = A, Pp <B y y<C, por lo tanto, 
a + $ + y < xi, como se quería demostrar. 

emostremos otro tcoroma más que no hay cn la geometría cuclídea: dos 
£L-triángulos con ángulos iguales son L-congruentes. 

Sean ABC y A¡B4C, triángulos con ángulos iguales, es decir, sean a = G,, 
B=P, y y = ys. Someotamos estos Ey dei a sendos .£-rnovimientos, que 
transiormen los os A y A, en el punto O, y los lados AB y AB, en segmentos 
de un mismo radto A de la circunferencia T' (claro, estos movimientos serán dis- 
tintos). Si, en este caso, los lados AC y A/C, no caen en un mismo radío de la 
circunforoacia, entonces, debido a la igualdad de los ángulos « y a,, se situa- 
rán en radios simétricos respecto de h. Por Jo tanto, aplicando a uno de estos 
triáogulos la transtormación de simetría respecto de h, hacemos coincidir a los 
radios en los cuales están situados los lados AC y A1C,. Si, entonces, los trián- 
gulos so 0 nos encontraremos con una de las dos posibilidades señaladas 
en la fig. 30. 

En el caso el los lados BC y B,C, se cortan en cierto punto JD, gracias a lo 
cual se forman dos .£-triángulos: BDB, y CDC, (si D coincide con B y B, o 
con C y C,, entonces uno de estos últimos degenera en un punto). Calculando 
los ángulos dol .S-triángulo BDB,, tendremos, por ejemplo, para el caso repre- 


11-1199 


162 CAP. 11 LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


sentado on la fig. a): 
B,=8i» B=xa—P y D>o0. 
Por lo tanto 
Bi+B4+D=x4B1—PB4D=x+0 (puesto que P, =P). 


Así, pues, hemos llegado a la conclusión de quo la suma de los ángulos del .7- 
Il gulo BDR, es mayor que st, lo cual es imposible. 
n el causo b), los ángulos dol .£-cuadrilátero BB.CC, son: 


B=1—f, B¡=f,, C=a—y y Ci=+. 
£'or lo tanto 
BH+B4-C4C 20 + P1—B 4 Y1— y 21. 


Poro la suma de los ángulos de osto mismo .Z<uadrilátero se puede calcular 
dividiéndolo por la Z-diagonal B,C en dos .£-triángulos BCB, y B,CC, y 


FIG. 30 


hallando la suma do todos los ángulos de estos últimos. Como tiene que resultar 
un número menor que 2x1, de aquí obtenomos de nuevo una contradicción. 

Resumiendo, como resultado de los .5-movimientos señalados, los .£- 
triángulos ABC y A1B,C, tienen quo coincidir, es decir, son congruentes. 

Para la construcción do ln geometría de Lobachovski tiene gran importancia 
el donominado ángulo de paralelismo. Sea a una ZL-recta y Á 
un punto fuera de ella. Tracemos por A dos <-paralelas a a y una -£-porpendi- 
cular a a (fig. 31). Las paralolas forman con esta perpendicular dos ángulos 
en el punto A. Estos ángulos se llaman ángulos de paralelismo y dependen sola- 
mente de la .Z-distancia del punto 4 hasta la .£-rocta a (esta distancia se mide 
por la S-longitud 6 de la perpendicular AB bajada de A a a). Para estudiar 
el ángulo de paralolísmo como función de 6 —esta función so designa mediante 
n o) — aplíquomos el .S-movimiento que lleva la .5-recta perpendicular a a 
al diámetro q de modo que el punto A se transforme en el punto 4* = O tie. 32). 
Entonces las S-paralelas a a se transformarán en los radios de la circunlerencia. 
Do la simetría del dibujo se observa Ja igualdad de los ángulos entre las .£- 
paralelas y la perpendicular 4'B". 

Designemos medianto b' el afijo del punto B” y sea, para fijar ideas, b' > 0. 
Entoncos, para la .£S-distancia del punto A” hasta la recta a”, tendromos: 


+4 044 1+ 
$=In(—1, 4, 9”, )=tn (5 : 3)="ip. 
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do dondo 
qbo 5 y e%1 
ib y ¿de e +4 ] 
Tracemos por el punto f” Ja tangente a la circunferencia unidad hasta su 


intersección con el eje real en el punto C*. Evidentemente, €” será el contro de 
la circunferencia cuyo arco representa la ZL-rocta a, y C'P" =p, su radio. 


FIG. 31 FIG. 32 
Como A“f' es un segmento tangente a esta circunferoncia, resulta: 492 = 
= AB'(A'B' + 2p) 0 sea, 

1=0' (6'+2p), 
de donde 
ll e9—1 y 
O TE E A 
zb" y 1 e2BZ1 eo 6 sho' 
1] eS 2 


donde shó es el seno hiperbólico de 0. Definitivamente, del Lriúngulo A'B'C* 
hallamos: | 


TT (6) == arctg P =urctg A ; 


De aquí se deduce que el ingulo de paralolismo Ti (6) está comprendido 


entre 0 y +: 


OMAR 
2 
además, IT (6) > as a medida que $ > 0 (puesto que shó => 0, 23 > 20 
y, por consiguiente, arctg TE +). y TI (9) > Ocuando 0 > co (puesto que 
1 1 


11* 
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La fórmula que acabamos de deducir para Il (0) es básica para toda la geo- 


motría do Lobachevski. 
Aquí no vamos a desarrollar más la geometría do Lobachevski, recomondan- 


do al lector que lea obras especiales »). 
4.9. Entre las funciones racionales de grado superior al primero, 


en el ap. 3.3 estudiamos la función de la forma w = (2 — a)”, donde 
n es un número natural (n > 4). 


Detengámonos también en la función w = + (z + >) = (2), 


que frecuentemente aparece en la resolución de diversos problemas. 
Por todas las aplicaciones de esta función que N. Joukowski halló 
para la aeromccánica (véase el cap. V), se llama función de 


Joukowski. 
2 
Evidentemente, ésta es una función de segundo orden (vo =” 23 : ), 


que satisface a la condición A (2) =A (+) . De aquí se deduce que cada 


punto del plano w tiene en la transformación ww = A (2) dos (no 
más de dos) prcimágenes z, y zz, ligadas por la relación z,z, = 4. Si 
una de éstas pertenece al interior del círculo unidad, la otra per- 
tenece a su exterior y viceversa. Por consiguiente, Jos conjuntos 
de valores w = A (2) que se toman en cl interior y en el exterior del 
circulo unidad, tienen que ser iguales. JD)emostremos que la función 
w = 4 (z), siendo continua (en el sentido genoralizado) en el dominio 
Iz|<1 (o |21>1) y tomando distintos valores en los puntos del 
recinto |2] <41 (o |z] > 1), transforma biunívoca y continua- 
mente el recinto |z |< 1 (o | z | > 1) en cierto recinto G del pla- 
no w. Para hallar la frontera l' de este recinto hay que hallar la ima- 
gen de la circunferencia unidad y: |z | = 4. Pero, si 


2=e"" 0O<t<2x, entonces w =+ (el te )=cost(0<t<2m), 


es decir, la imagen de la circunferencia unidad y es el segmento del 
eje real [—41, 1), recorrido dos veces. Por lo tanto, se puede esperar 
que el recinto G está formado por todos los puntos del plano w, a ex- 
cepción de aquellos que pertenecen al segmento del coje real 1: 
—4 <1<Í. 

Para demostrar esto, hagamos un estudio más detallado de 
esta transformación; con este fin, consideremos (fig. 33) las imáge- 
nes de las circunferencias | z |] =r y los radios Arg 2 = a 4 2kx. 
Podemos limitarnos a Considerar, por ejemplo, el interior de la 
circunferencia unidad |z | < 1. 

Hagamos 

2=rél, O<tela (0<r<i); 


»") N. Lobachevski. Tres obras de geometria. Estudios geométricos sobre la 
teoría de las lineas paralelas. Véaso tambión N. Efimov, Geometría superior. 
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entonces 
w= y [ret p e]=(L4r)] 008t—i7 (571) sent 
o bien 
u=3 (++r) cost, v= —+(2—r)sen: (0U<ts<2m). (4.9:1) 


De aquí, eliminando el parámetro €, obtenemos: 


EE 


A : as 1 
Esta es la ecuación de una elipse con los semiejes a = > (+ + r) 


(4.9:2) 


yb= + (+ — r) y focos +1. De las fórmulas (4.9:1) se deduce que, 


FIG. 33 


cuando t crece continuamente desdo O hasta 2x1 (es decir, que el 
punto 3 describe una sola vez toda la circunferencia | z | = r en direc- 
ción positiva), el punto correspondiente describe una sola vez toda 


la elipse (4.9:2) en dirección negativa. En efecto, cuando 0 < t S > ; 
u es positivo y decroce desde ae hasta 0, mientras que v es negalivo 
y decrece desdo O hasta —b; cuando 5 <X1t< xn, u continúa decre- 
ciendo desdo 0 basta —«a, mientrus que v creco desde —¿ hasta 0; 
cuando 1 << cl , te crece desde —a hasta O, mientras que b crece 
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desde O hasta b; finalmente, cuando > <t<d2x, u crece desde O 


hasta «, mientras que y decrece desde b hasta 0. 

Variando ol radio r de la circunferencia | z | = r desde O hasta 1, 
hacemos decrecer a a desdo oo hasta 4 y b, desde oo hasta 0; las 
elipses correspondientes describirán todo el conjunto de elipses del 
plano to con los focos +1. De esto ya se deduce que w = A (3) trans- 
forma biunívocamente el círculo unidad en el recinto G que ropre- 
senta el exterior del segmento FP. Además, la imagen del centro del 
círculo unidad es el punto del infinito, y la imagen do la circunfe- 
rencia unidad es el segmento P (doblemente recorrido). 

Para la imagen del radio z = te'*, 0<?t<i1, obtenemos pri- 
mero la ccuación 


' Ñ 1 
7 +4) c0s2— iz 7—1t) sena, 
o bien 


“=> (++ e) C0S A, VP= => (+ t) sena (0<t<i1). (4.9:3) 
De aquí se ve que las imágenes de dos radios, simétricos respecto 
del ejo real (si a uno de ellos le correspondo el ángulo a, entonces 
al otro le correspondorá el ángulo —«u), tnmbién son simétricos res- 
pecto del eje real, mientras que las imágenes de dos radios, simétri- 
cos resposlo del eje imaginario (si a uno do ellos le corresponde el 
ángnlo a, entonces al otro le corresponderá el ángulo 1 — a), sonsimétri- 
cas respecto del eje imaginario. Por lo tanto, es suficionto considerar 
solamento las imágenes do los radios pertenecientes, por ejomplo, al 


primer cuadrante: 0Z<a < 5 : 
(Obsérvese que para x = 0 se tieno: 


1/1 e 
u=z3 (7+8). v=0O (01 < 4). 
Esto cs un semiintervalo infinito del eje real: 1 <u< oo. El inter- 
valu simétrico a éste —oo < u < —1 es la imagen del radio que 
correspondo a QU «<= . 


a T . 
Para a = =>, se tiene: 


2 
1/1 A Y 
Este es cl semioje imaginario: —o0o <v <0. El otro semioje ima- 
ginario 0 <v< oo es la imagen del radio que corresponde a a = 


== ——_—— m>— 


9 e 
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En resumen, la imagen del diámetro «horizontal» de la circun- 
ferencia unidad es el intervalo infinito del eje real que va desde 
el punto —1 hasta el punto +1 pasando por co, mientras que la ima- 
gon del diámetro «vertical» es todo el eje imaginario, a excopción 
del origen de coordenadas (incluyendo el punto del infinito). 


Supongamos ahora que O<a<z5. Entonces, climinando el 


parámetro t entre las ocuaciones (4.9: 3), obtenemos: 
us E Q- 

a í, (4.9:4) 
Esta es la ecuación de una hipérbola con el semieje real a = cos a; 
con el semieje imaginario b = sen a y con los focos +1. Sin embar- 
go, el punto w no describe toda la hipérbola por completo cuando 
el punto z describe todo el radio z = tet“ (0 < € < 1). En etecto, 
de las ccuaciones (4.9:3) so deduco que, al crecer £ desde O hasta 1, 
u decrece desde oo hasta cos a, mientras que v croce desde —oo 
hasta 0. Por consiguionte, el punto describe una vez solamente la 
cuarta parte de toda la hipérbola perteneciente al cuarto cuadrante. 
En virtud de lo observado anteriormento, la cuarta parte pertene- 
ciente al primer cuadrante, es decir, la simétrica a la dada respecto 
del eje roal, será la imagen dol radio simétrico al radio dado respecto 
dol eje real, es decir, del radio correspondiente al ángulo —a. Pero 
no sería justo decir que toda la rama de la hipérbola que pasa 
por el primero y cuarto cuadrantes es la imagen del par de radios 
indicados. En efecto, el vértice de la hipérbola u = a, v = O no per- 
tenece a esta imagen (no olvidemos que nuestros radios se toman 
sin sus puntos extremos y que el vértice de la hipérbola es la imagen 
de cada uno de estos puntos: i = 1). 

Luego obtenemos que las imágones de los radios quo corresponden 
a los ángulos 1 — a y a + a (o a — 3), son las cuartas partes de la 
misma hipérbola, situadas en el tercero y segundo cuadrantes. 

La hipérbola completa, a excepción de sus dos vértices, es la 
imagen do la cuaterna de radios: 30, x + GU. Obsérvese que la 
imagen de cada uno de los diámetros forinados por estos radios será 
la parte de la hipérbola formada por los pares de sus cuartas partes 
que son simétricas respecto del origen de coordenadas y quo están 
ligadas entre sí en el punto del infinito. 

Resumiendo, la función w = 1 (2) = + (z + +) transforma biu- 
nivocamente tanto el interior como el exterior del circulo unidad en el 
exterior del segmento —1<uS< +1 (del eje real). 

En este caso, las a Iz | = r se transforman en elipses 


con los focos +1 y semiejes: 315 + r| , Y los pares de diámetros simé- 
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tricos respecto de los ejes coordenados (fornrtados por los radios z = 
= ypret' (0 <r <i) se transforman en hipérbolas con los focos 
+1 y semiejes | cos a |, | sen a |, a excepción de los vértices de estas 
hipérbolas. 

Como lu derivada de nuestra función 


Sa) 


es diferente de cero para z => +1, la transformación es conforme en 
todos los puntos de los recintos considerados (el interior y el exte- 
rior del círculo unidad). De aquí se deduce que las hipérbolas se 
cortan con las elipses bajo ángulos iguales a los formados en las 
intersecciones de los radíos y las circunferencias, es decir, bajo 
ángulos rectos. Esta deducción ya se hizo antes (ap. 3.7). 

Consideremos también las imágenes de las circunferencias que 
pasan por los puntos +1. De la igualdad 


=> (24%) =1(3 


obtenemos: 
A Peto e OO, Cr wy1=PH2+H1 41 
22 22 ” 2z 22 ' 
de donde 


a y 
w+t" Vz+1)" 
Fácilmente se observa que esta ecuación es equivalente a la 


dada. Flaciendo 1 y = =10", hallarcmos que la transfor- 
mación w=1(Z) puede sustituirse por las siguientes: 

ER z—1 lt! w—i ad y 

2 =3F1 w'=z'2 y pi: (4.9:5) 


La primera transforma las circunferencias que pasan por los 
puntos +1 en rectas que pasan por el origen de coordenadas. la 
sogunda transforma cada una de estas rectas en un rayo que parte 
del origon de coordenadas, y, finalmente, la última transforma cada 
uno de estos rayos en el arco de la circunferencia que une los puntos 
+1. De las fórmulas (4.9:5) se ve fácilmente que, si ol ángulo entre 
la circunferencia y la dirección positiva del eje real en el punto 
z = 1 era igual a 0, entonces el ángulo en el punto w = 1 entro 
su imagen (ol arco de la circunferencia) y la dirección positiva del 
eje real será igual a 20 (fig. 34). 

Así, pues, la función w = A (2) transforma cada circunferencia y, 
que pase por los puntos +1 y que furme en el punto 1 el ángulo 9 con 
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la dirección positiva del eje real, en un arco Ú de circunferencia que 
pasa por los puntos +1 y forma el ángulo 28 con la dirección positiva 
del eje real. Jjas mismas fórmulas (4.9:5) muestran que en este caso 
cada uno de los arcos de y por separado, con los extromos -+1, se 
transforma en el mismo arco Ú. 

Obsérvese que en la primera de las transformaciones (4.9:5) 
el exterior de la circunferencia y se transforma en un semíplano, 
en la segunda obtenemos un recinto limitado por un rayo rectilíneo 
que parte del origen de coordenadas, y, finalmente, en la tercera, 


FIG, 34 


un recinto cuya frontera es el arco 6. Gomo todas estas Lransforma- 
ciones son biunivocas en los recintos correspondientes, la función 
w=1(z) realiza una transformación biunívoca y conforme del 
exterior de la circunferencia y (y también del interior de esta circun- 
ferencia) en el recinto cuya frontera es el arco de la circunferencia Ó 
que une los puntos +1. 

Conviene señalar que la función w = A (z) transforma el semicír- 
culo k,: | z | < 4, situado en el semiplano superior, en el semiplano 
inferior w, y el semicírculo k, situado en el semiplano inferior, en el 


semiplano superior w. Pero, en virtud de la relación A (2) =4A (5) , 


la función toma en los puntos del semicírculo k, los mismos valo- 
res que en Jos puntos del semiplano superior que son exteriores al 
semicírculo k,. Designando el conjunto de estos últimos puntos 
mediante K, (fig. 35), se puede afirmar que la imagon del recinto 
K, también es el semiplano superior. Tengamos en cuenta, final- 
mente, que la imagen do la semicircunferencia que separa k, y Ky 
es el intervalo —1 < u < 1, recorrido una sola vez. De aquí se dedu- 
ce que la imagen del semiplano superior en la transformación w = 
= A (2) consta de los semiplanos superior e inferior y del intervalo 
del eje real: —1 <u< 1, es decir, es todo el plano, a excepción del 
segmento infinito del eje real que une los puntos —1 y +41 mediante 
el punto del infinito. 
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Como aplicación de las observaciones hechas aguí, proponemos 
al lector estudiar la transformación de la franja (0 < xr < rn modian- 
te la función w = cos z, considerando osta transformación como el 
resultado "de las transformaciones 


z¡=i2, 23=e%, w=zj=>3 (2+2 » 


efoctuadas sucesivamente, una tras otra. El lector tiene que demos- 
trar que w =cCos z transforma biuníivoca y conformemonte la 


FIG. 35 


franja indicada en el recinto del plano to limitado por cl segmento 
infinito del eje real que une los puntos —1 y 1 mediante el punto 
del infinito. 

4.10. Aquí nous detendremos brevemente en las funciones 
meromorftas trascendentos elementales (es decir, 
funciones meromorfas no racionales). Entre las más clemontales 
(a excepción de las funciones enteras) figuran, por ejemplo, las fun- 
ciones 


sen z cos 
U e y 
lg 2 cos z* ctg z senza ? 


4 1 

e02= 7 + COseLz ==. 
Que éstas no son racionales, se deduce inmediatamente de que cada 
una de estas funciones posee un conjunto infinito de polos, es decir, 
de puntos cn los cuales la función se hace infinita, mientras que 
la función racional posee solamente un número finito de polos. 

Las funciones indicadas, así como las funciones entoras cos 3 
y sen z, figuran en la clase de las funciones trigonométricas. Esta 


última se define como la clase de funciones moromorfas f (3) que admi- 
ten la representaci.n 


w=f (2) ¿qe (etz) MER a9+ajeót 4 agetlido + apentz (4.10:1) 


A e qgTOCQ—X—K—— 
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Está claro que obtenemos la misma clase al considerar las 
funciones expresables en la forma 


F (2) = Z—— . (4.10:2) 


Esta última expresión puede escribirse así: 


ao + > [(a¿— a_ ¡cos 12H i(a¡—a. y) sen j2] 
ÁS A 


mn e 


bo-E y [(0r +0_1) cos dez + ¿ (by — bp) sen 42] 
1 


no + A (Ajcos j2= A) sen 2) 
= —_——áKáú— (4.10:3) 
bo+ > (13, cos kz 43, sem kz) 


En el caso particular, cuando el (denominador es constante (en- 
tonces se puede suponer que by es igual a 1), obtenemos un p oli - 
nomio trigonoméLrico: 


F(2)=4+ S (A;cos jz-+ Aj sen ¿2z). 
1 


Si al menos uno de los números 4; O A; es diferente de cero, se dice 
que F (2) es un polinomio trigonométrico de orden r. 

Volvamos a considerar de nuevo la fórmula (4.10:1) y hagamos 
éz = t; entonces oblenemos: 


_P( 
=0(0 


es decir, una función trigonométrica arbitraria es una función racio- 
nal de la exponencial. Evidentemente, toda función trigonométrica 
es periódica, de período 2x1. Por lo tanto, es suficiente estudiarla 


en una franja cualquiera g: xy << 29 + 21. Un cada una de 
las franjas 


=$ (0, t=el", 


En ¿Zo 2h 22H (LAA 1) 


esta función, debidn a la periodicidad, tendrá un mismo comporta- 
miento. Supongamos que z describo la franja g (incluyundo en ella 
Ja recta x = zp); entonces z, = iz describirá una franja zo < y¡ < 
< Zo + 2x1 de la misma anchura 23, parallela al eje real. Por consi- 
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guiente, ¿ = el: describirá un ángulo de medida 2x con el vértice 
en el origen de coordenadas. Los lados de esto ángulo se confunden 
en una semirrecta Árg t = xy + 2kx, que también es recorrida 
por el punto t, precisamente cuando z describe la recta Re z = zo. 
Al fin y al cabo, cuando z describe la franja g, £t describe todo el 
plano, a excepción de los puntos ¿ =0 y t= 00, 

Si N es el orden do la función racional w = S (2), ésta, como ya 
se sabe por el ap. 4.4, toma cada uno de sus valores, por lo general, 
en NV puntos del plano ampliado £. Como en nuestro caso se han exclui- 
do los valores ¿ = 0 y t = oo, solamente se puedo afirmar que w 
tomará todos los valores, a excepción, posiblemente, de los valores 
S (0) y S (oo), para N valores de ¿ (entre los cuales algunos pueden 
ser iguales entre sí para valores especiales de w). 

Pero la correspondencia entre t y z es biunívoca dentro du los 
límites de la franja g; debido a esto la función trigonométrica w = 
= $ (ef?) toma cada valor complejo (a excepción, posiblemente, 
de los números S (0) y S (00)) en N puntos de la franja g y, por con- 
siguiente, de cada franja g,. Entre estos N puntos puede haber algu- 
nos coincidentes; pero esto último es posible solamente para algunos 
valores de w (la cantidad de éstos no es mayor que n + m, donde 
n y m oson los grados de P (£) y Q (t); véase el ap. 4.1). 

De lo expuesto se deduce que cada ecuación de la forma 


J(2)=58 (e) =A, 


donde f (z) es una función trigonométrica (2 const) y A es un número 
complejo cualquiera, posee un conjunto infinito de raices (N raíces en 
cada franja ga), a excepción, posiblemente, de dos valores especiales 
de A: A =8S(0) y A =S (oo), para los cuales la ecuación puede no 
poseer ninguna raíz. 


Ejemplos. 
1) f(z)=emu=tf", t=et, 


Aquí S (2)=t", S(0)=0, S (00) =00 y la función S (1) no tuma 
los valores Ó y oo cuando ¿:40, too; debido a esto, f (2) no 
toma los valores 0 y oo para ningún valor do z, 


2et: 24 dá 
er _. = e » 
iqelsiz 12. 


2) /(2) = secz = 


Aquí $ (2) = 20 S(0)=8(00)=0 y S (t) no se anula cuando 


10, (00. Por lo tanto, f (2) =secz no se anula para ningún 
valor de z. 


E A il A a 
3) Í (2) =tg 2 TE adi 


$ 4. FUNCIONES TRIGONOMETRI CAS 173 
Ll 
Aquí S=+H> S (0) =i, S (00) = —i¿ y S (t) no toma los 


valores ¿ y —i cuando t3£0, too. Por lo tanto, f(z)=tgz no 
toma los valores ¿ y —i para ningún valor de z. 


Da a 


Aquí S (t) = a , S(0)=8S (00) =0. Sin embargo, £S (t) 
se anula también en puntos distintos de 0 y oo, precisamente, cuando 


4 


SO 
? ls: ] | 


L 
ci 


t= -+i. Por lo tanto, f (2) = = A toma todos los valores com- 


plejos sin excepción (y cada uno de ellos en un conjunto infinito 
de puntos). 
lo 

Examinemos más detalladamente la función tg z = > FT 
(£ = e1?). En la fig. 36 está representada la suporficie u = | tg z |, 
es decir, cl relieve de la tangente *). Para obtener la transformación 
w = tg z, representémosla en forma de las siguientes transformacio- 
nes, realizadas sucesivamente una tras otra: 
t¡—1 
(+1 A 

*) El dibujo se ha copiado de las “Tablas de funciones» do Jahnke y Emde. 


¿=iz, t=ek, t=8, w=t=2 
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Si g es la franja zo << zo +%, donde O<R< y, entonces 
£ = iz transforma a ésta en la franja - <y <to +h, t=e 
transforma esta última franja en un ángulo de magnitud Á con el 
vértice en el origen de coordenadas y con los lados Arg l = zp + 
+ Ln y Arg £ = zo + + 2nx; por otra parte, Ja transfurmación 
t, = 12 nos da un ángulo de magnitud 2% con los lados Arg ft, = 
= 2x9 + 2kn y Argt, = 2x7 + 2h + 2hx y, finalmente, w = 


7: como transformación homográfica, transforma los 


FIG. 37 


lados dul ángulo en arcos de circunferencias que unen los puntos 


w=i (lt, =0) y w= —i (t, = 00), y el mismo ángulo, en una 
lúnula circular (biángulo) con los mismos ángulos 2h. Como la dori- 
vada Tel Ea —2t y Arg (—2:) = Pa + 2kn, las tangentes 


a las curvas que parten del punto t, = 0 giran en la transformación 
Ít,— is 
= ET A el ángulo — 5; por esto, las tangentes a los arcos de 
í 

las circunferencias que limitan el biángulo ticnen que formar con 
la dirección positiva del eje real, on el punto w = ¿, los ángulos 
0 ps ... e, 
29 — Y 2% + 2h — 5 . Con estas condiciones, cl biángulo con los 
vérticos ¿ y —t queda completamente delorminado (fig. 37). 

Cada una de las transformaciones consideradas por separado 
cs biunívoca y conforme. Debido a esto, la transformación resultante 
w = tg z transforma biunivoca y conformemente la franja xy < x = 
= Hoz < zo +A de anchura h (h S n) en un biángulo circular de 
ángulos iguales a 2h, con los vértices en los puntos —i y li. 
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En particular, si h => , los ángulos del biángulo se convierten 
en sx, y el biángulo mismo, en un círculo o en un semiplano. De aquí 
se deduce que la función w = tg 3 transforma cada franja xy <zx< 


Y L . . 
< o + $ de anchura y en un círculo o en un semiplano. 
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5.1. Las funciones enteras y meromorfas w = f (3), estudiadas 
en los apartados anteriores, toman por lo gencral un mismo valor w 
en unos cuantos (dos o más) puntos del plano z. Forma una excepción 
solamente la función homográfica, que realiza una transformación 
biunívoca del plano ampliado sobre sí mismo. Dejando de un lado 
esta excepción, en todos los demás casos la transformación inversa 
z=$f1 (w) no es univoca. Esto significa que las Íuncioues ¡nvoreas 
a las consideradas son multiformes. 

Para que sea posible aplicar a las funciones multiformes los 
conceptos y resultados obtenidos para las funciones uniformes, 
es necesario saber separar las ramas (o dotorminacio- 
e uniformes de estas funciones. 

o aquí cómo se consigue esto ordinariamente. 

Sea z =f (vw) una función definida, uniforme y continua (en 
sentido generalizado) en un recinto G del plano ampliado. Suponga- 
mos que se ha conseguido dividir de algún modo el recinto G en un 
conjunto finito o numerable de recintos £;, Za, . . .. qUe carecen 
de puntos comunes dos a dos, de modo que cualquier punto dol 
recinto G sea interior para un solo recinto g, o sea punto frontera 
común al menos para dos recintos £, 0 £,, y que en cada uno de estos 
recintos la transformación 2 = f (w) sea biunívoca. Entonces la 
imagen de cada g, será también un recinto f (g,) = G, (en el cap. V 
esta afirmación fue demostrada con la condición de que f (w) sea 
analítica) y tuda la imagen f(G) se cubrirá por los recintos G,, 
y también por las imágenes de las partes comunes de las fronteras 
de los recintos g». 

Consideremos la función inversa w = F (7) en cada uno de los 
recintos G, definiéndola por la condición complementaria de que 
sus valores pertenezcan a gs, que es la preimagen del recinto G4. 
Entonces la función F (2), generalmente multiforme, se expresará 
mediante unas cuantas, posiblemente infinitas, funciones £, (2) 
uniformes y continuas (en sentido generalizado). A cada una de 
éstas llamaremos rama (o determinación) uniífor- 
mo do la [unción F (z) en el recinto correspondiente G,. Es impor- 
tante tener en cuenta en esta definición que el caráctor de los recin- 
tos Gr, y también el de las ramas uniformes F, (z) de la función, 
dopende esencialmente de la forma en que se ha dividido el recinto G 
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en recintos £,. En los casos más elementales, el recinto G admite 
una división en recintos g, tal, que los recintos correspondientes G, 
coinciden entre sí. Supongamos, por ejemplo, que Er,, Gh, -. - 
coinciden con un mismo recinto G”. Entonces la función multi- 
forme w = F (2) posee muchas, posiblemente infinitas, ramás uni- 
formes en el recinto G”, precisamente: Fa, (z), Fiz (2), .. 

A todo lo dicho anteriormente hay que añadir que para una fun- 
ción continua arbitraria z =f (w) la división del recinto G en 
recintos ga, que satisfagan a las condiciones indicadas anteriormente, 
es generalmente imposible. Sin embargo, cuando la función 3 = 
= f (w) es analítica en el recinto G (a excepción de puntos aislados 
cn los cuales ella puede ser igual a oo), en el ap. 3.4 del octavo 
capítulo se demostrará que semejante división siempro es posible 
y además de infinitos modos. 

A una función z =f (w), analítica en cierto recinto g (a excep- 
ción, posiblemente, de los puntos en los cuales ella es igual a oo) 
y que tome en distintos puntos del recinto diferentes valores 
(f (wi) + f (w0,)) si w, +2 Way y Wy, 04€ 8), llamaremos univa- 

ente en el recinto g. Si existe en el recinto al menos 
un par de puntos distintos en los cuales f (w) toma un mismo valor: 
f (w) = f (wa), 101 + Wa, diremos que la función es multiva- 
lente en este recinto. 

El hecho al que alegábamos anteriormente, se puede enunciar 
así: si una función analítica z = f (w) es multivalente en un recinto 
G, éste puede dividirse en un conjunto finito o numerable de recintos 
en cada uno de los cuales f (w) es univalente. Los recintos correspon- 
dientes g, se llaman recintos de univalencia de 
la función f (10). 

Por lo tanto, el método descrito anteriormente de separación 
de ramas uniformes siempre es aplicable a las funciones que son 
inversas respecto de las multivalontos. 

En este párrafo se ilustrará el método indicado para el caso de 
funciones elementales; mas no tendremos que basarnos en el toorema 
que se ha señalado sin demostración, puesto que la división del 
recinto G on recintos de univalencia se obtendrá cada vez aplicando 
las propiedades conocidas de las funciones elementales. 

Además de las funciones inversas a las elementales, estudiaremos 
también aquí otras funciones multiformes, obtenidas como funcio- 
nes compuestas de la forma py (2) (donde q (z) o y (2) son funciones 
inversas de las elementales), o como combinaciones racionales 
de tales funciones. 


5.2. Consideremos el radical w = Vz, que representa una fun- 
ción inversa a la función potencial z = w” (n es un número natural, 
mayor que la unidad). 
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Para cada z, distinto de cero e infinito, el radical posee rn valores 
distintos, dados por la fórmula 


AM -— ATEzZ . Arg 2 
w== y ,|2| (cos e ¿sen 42) (5.2:1) 


Cuando z =0 0 z = oo se obtiene cada vez un solo valor de la 
función, w=0 o w= oo, respectivamente. Los n valores (5.2:3), 
que representan aquellos puntos del plano tv en los cuales 1” toma 
un mismo valor z, sc sitúan en Jos vértices de un polígono regular 


n/s 


de n lados inscrito en una circunferencia |w|-+p++¿|z1. 
Recíprocamente: los vértices de cualquier polígono regular de n 
lados con el contro en el origen de coordenadas se pueden considerar 


como » valores de Vz. Dobido a esto, un recinto g del plano +e será 
un recinto de univalencia para z = tv” cuando, y sólo cuando, de 
los n vérlices de cualquier polígono regular con el centro w — 0 
éste contiene no más de un vértice. 


Jividentemente, a esta condición satisface cada ingulo de medida 
= con el vértice en el origen de coordenadas. Tracemos desde el 


origen de cvordenadas r rayos rectilíneos que formen entre sí ángulos 
iguales. Entonces hallaremos que todo cl plano, on el cual ostá de- 
finida la función multivalente z =w”, se dividirá en rn recintos 
de univalencia de esta función: £j, Le. . - -, En- Ta imagen de cada 
uno de éstos será un mismo recinto G” dol plano z cuya frontera es 
un rayo roctilínco £ que parte del origen de coordenadas. Si el 


recinto g, está limitado por los rayos que forman los ángulos q. + 
_ Zkx 2(k=1)a1 
TA AAA 


E con la parte positiva del eje real, entonces 


el rayo £L formará con la parte positiva del ejc real al ángulo nto. 
De acuerdo con lo dicho en el ap. 5.1, obtendremos en el recinto 


” 


. .. n:- nm” 
G' n ramas uniformes de la función y z. Cada una de ellas: y z 


hs 
h 
k=1,2,..., n) se determina completamente por la condición 


n á , 

de que sus valores w-- y z pertenecen al recinto g,. Como z = q" 
h 

poscc derivada diferente de coro en todos los puntos del recinto 


y . O . 

En: 77 =nw""*, las ramas 'y z también posecrán derivadas diferen- 
h 

tes de cero: 


pa 3 1 
n a Pú TH . 
( V 27) a meo-=1 ñi (Y p2y o 


Tomemos ahora un sistoma de rayos rectilínoos que partan dol 
origen de coordenadas, y que se obtiene del anterior mediante una 
rotación alrededor del origen de coordenadas en un ángulo a, (1 < 


121199 
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< a<tE. Entonces el nuevo sistema dividirá el plano w en n 


recintos d,, . . ., dn, cada uno de los cuales 2, tendrá partes comunos 
con dos recintos vecinos ga. Y 8n+i (si % = r, entonces gn+1 debe 
sustituirse por g,) (fig. 38). 

La imagen de cada uno de los recintos d, del plano w será un 
mismo recinto D', limitado por el rayo rectilíneo M que parte del 
origen de coordenadas y forma con la parte positiva del eje real 


FIG. 38 


el ángulo rnpo + na. En este recinto también obtendremos r ramas 


uniformes de la función Y z, cada una de las cuales se delermina 
porque sus valores pertenecen al recinto correspondiente d,. Desig- 


nemos estas ramas mediante (y'z),. Estas son diferenciables en D' 
y para sus derivadas se tiene: 


(VDi=1:n(Y 2): .. 


" Ry . 
Comparémoslas con las ramas Y z; como parte de la preimagen 
h 


dy del recinto D' en el plano w pertenece al recinto g, y parte al 


recinto g,+1. la rama (y 2), en la parte del recinto D' que repre- 
senta la imagen de la parte común de los recintos d, y ga, coincidirá 


con V z, mientras que en la otra parte del recinto D” (que representa 
h 
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la imagen de la parte común de los recintos d, y £x+1) coincidirá 
con Y z. 
A+1 
Vemos, pues, que al sustituir unos recintos de univalencia por 
otros cada nueva rama uniforme se obtiene mediante la unión 
de la parte de definición de una de sus ramas anteriores con la parte 
de definición de otra rama anterior. 
Si el ángulo de rotación a = O, entonces d, coincide con ga, D” 


a . ? n E . . n 7 
coincide con G' y cada rama (Y 2), coincido con Y z. Cuando el 
h 


, . : 2 : 
ángulo a, aumentando continuamente, se aproxima a a el recinto 


d, se aproxima a £a+1, el rocinto correspondiente D” se aproxima 
a G' y la rama (Y z), en mayor y mayor parte del recinto D” coin- 


cide con la rama Y z (en lugar de g,+, y Y z se debe tomar g, y Y 2). 
k+1 n+1 t 


2: Q . , 4 al , 
Cuando a ==, da coincide con ga+1, D' coincide con G' y 


la rama (2), se convierte en la rama Y z. 
h+1 


También se puede observar el paso de una rama Y Za otra Y z 
haciendo describir al punto z una circunferencia completa don: el 
centro en el origen de coordenadas. Si el valor de Y z en el punto 
Z¿ Se suponía perteneciente a la rama Vi y se representaba por el 


punto we del recinto ga: 
wo = Y | zo] (cos $ + ¿sen e) ; 


al moverse continuamente el punto z por la circunferencia |z | = 
= | zy | en la dirección positiva, el valor correspondiente del radical 


w=Y129] (00s L + isenL) 
variará continuamente junto con q, y después de un recorrido 


completo al volver el punto z a la posición inicial zp, el valor 
del radical se convertirá en 


w,= Y [20] (cos PEA y sen mt) Ñ 


Este último se obtiene de w,y mediante una rotacióN, alrededor 

o 21 . LA 
del origen de coordenadas en e] ángulo — + Por consiguiente, el 
12* 
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punto w, pertenece al recinto g,+,, vecino de g,, y w, es el valor de 


n-— 
la rama Y z en el punto zo. 
+1 
Esta conclusión se puede aplicar a cualquier punto del recinto 


G', de donde se deduce que al recorrer el punto z una circunferencia 
de cualquier radio con el centro en el origen de coordenadas, los 


valores de Y z, variando continuamente, pasan de la rama Y za la 
K 


n ad 
rama Y 2. 
H+1 
Se necesita un recorrido r-múltiple del punto z alrededor del 


o z = 0 en la dirección positiva para ae las ramas del radical 


Y z, sustituyéndose una por otra (Wa por y Pz, YA por vz, A 
R+1 r42 


..., Va poY Vaz, o. ., E por va, vuelvan a ramas iniciales. 


El punto que posee la propiedad de que un recorrido completo 
(de una vuelta) por una curva cerrada de Jordan alrededor del punto, 
en cualquier ontorno del mismo, sustituye una rama continuamente 
variable de la función multiforme por otra rama de esta función, 
se llama punto de ramificación de Ja función. 

El hecho de que después de dar nr ltas en una misma dirección 
obtenemos la rama inicial, se speeÁ diciendo que el punto dado 
de ramificación es de orden finito, precisamente deorden rn —1, 
lamándose punto algebraico de ramificación *). 

Resumiendo, el punto z2 = O es un punto algebraico de ramifi- 


cación de ordon n — 1 para la función Y z. 
Evidentemente, el punto z = co también se puede considerar 
como punto algebraico de ramificación de orden r — 4 de la fun- 


ny— a . 
ción Y z, puesto que cada recorrido alrodedor del mismo a lo largo 
de una circunferencia de radio arbitrariamente grande con el centro 
en el origen de coordenadas es a la vez un recorrido alrededor del 


origen de coordenadas. Por esto, la función multiforme w = vz 
posee dos puntos de ramificación en el plano z: z =0 y 2 = oo, 
ambos de orden rn — 1. 

Las ramas uniformes de esta función descritas anteriorinonte 
fucron construidas para los recintos del tipo G” o D”, cuyas fronteras 
representaban un rayo rtectilineo que unía ambos puntos de ramifi- 
cación. Se obtiene un tipo inás general de un recinto semejante si 
cn lugar de un rayo rectilíneo se traza una curva de Jordan arbitra- 
ria del plano ampliado que una Jos puntos O y oo. Sea I' esta curva 


I 


e) El último concopto supone también que en el punto dado existe ol límito 
de la función (finito o infinito). 
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y G, cl recinto limitado por ella. Si z describe la curva Y desde cl 


punto iuicial (0) hasta el final (00), entonces los r puntos w = Vz 
que lo corresponden describen nr curvas de Jordan y, que unen el 
punto O con el punto oo, Estas curvas no tienen otros puntos comunes, 
además de 0 y oo, y forman a pares (y, con Ya +1) curvas de Tordan 
cercadas del plano ampliado. 

Sca gh aquel de los dos recintos limitados por las curvas y, 
y YPn+i quo no contiene a las curvaS Yi, - - -, Parto Yhtts - - +» Yn- 


) 
Al girar el plano z alrededor del origen de coordenadas el ángulo =, 


la curva y,, debido a su construcción, pasa a Y++1, la curva ya +21 
1 Yn+a Y Cl recinto g; al recinto 2444. Como gí Y £u41 No tienen pun- 
tos comunes, ninguno de estos recintos contendrá un par de puntos 
que pasen uno a otro como rosultado de tal giro. Por esta razón, 
todos los recintos g4 (k == 1, 2, ..., n) son recintos de univalen- 


cia para z = w”, y obtenemos n ramas uniformes de la función Pz 
en el recinto G, exigiondo que los valores de cada rama pertenezcan 
al recinto correspundiente gx. Para fijar una rama es suficiente seña- 


lar el valor de Vz on un punto cualquiera zy dol recinto G; si este 
valor cs wo, existirá un recinto único g, que contendrá el punto wo, 


y junto con él una rama única Y z en el recinto G, que tomará el 
valor w, en el punto z¿. Se obra de este modo, precisamente, cuando 


se desea sia una rama determinada Y z en un recinto del tipo G. 
Sean yz Z y vz dos ramas de Y z en el recinto GC y supongamos 


que sus valores >ñ cierto punto zo son iguales a to, y Ww,, respectiva- 
mente. Como 


=Vai=VW4Hzl (cos Por 2 ¿son PERU) e 


us Y z dE E z| (cos PEZ + ¿son AD) , 
dondo m' y m” son números enteros, el valor w; puede obtenerse 
de w, multiplicándolo por 


2 (m* pei A E A —m') r 


n = cos a > 


ñ nr . - 
es decir, por uno de los valores de y 1. Pero, al multiplicar la fun- 
. ny Ed . . . / 
ción yz por el número y so obtiene, evidentemente, una función 
h 


nr . . . 
ny 5 uniforme y continua en el recinto G, cuyos valores represen- 


tan Y z y a al mismo recinto al cual pertenece el punto 
n Vo = V Zo. Por consiguiente, y Vz= Vz en todo el recin- 
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to G. Vemos, pues, que las dus ramas de Y z en un mismo recinto G 
pueden obtenerse una de otra multiplicando por cierto valor de y 1. 


Todas las conclusiones de este apartado se extienden, con las 


evidontes variaciones correspondientes, a las funciones de una forma 
más gencral: 


w=Vz—a o bien =p 2. 


Recomendamos al lector estudiar estos ejemplos, observando 
que estas funciones son inversas a las funciones z = a + w” y z = 
a 


q J . O . 
= "+ Para las cuales los recintos de univalencia son los mismos 


5! 
que para la función z = w”. Hay que observar en este caso que Jos 
puntos de ramificación de la función w = Y z — a son a y oo, y los 


en ¿ n/z3—p 
puntos de ramificación de la función w+ = JY 535 son a y b, y que 


la separación de una rama uniforme de la función es posible en 
cualquier recinto cuya frontera sea un arco de Jordan que una los 
puntos de ramificación. 


5.3. Para aclarar mejor ol concepto de punto de ramificación, 
consideremos la función multiforme 


w=f(2)=Y Pl), (5.3:1) 


donde P (z) es un polinomio arbitrario. Sea N el grado de este 
polinomio, 4,, 4z, . - .. Gm, todos sus ceros distintos y %,. Ag. - - - 
- .. Gm, Sus órdenes de multiplicidad (a, +, + -.. + Am = 
= N). Entonces 2 (z) puede expresarse en la forma 


P(2)=A(2—a)" ... (2—4m)"", 
de donde 


H)=V A (z—ay" ... (2—am)""- (5.3:2) 


Consideremos una curva de Jordan cerrada arbitraria y (por 
ejemplo, una circunferencia) que no pase por ninguno de los puntos 
ah (k =41, ..., m). Supongamos que z recorre una vez esta curva 
en una dirección determinada. Fijemos los valores de los argumentos 
para 2 — 4y, ..., 2 — Qm €n algún punto zy de la curva y. Sean 
estos valores q”, ..., pi. Al recorrer el punto z la curva y, 
el ángulo «q, entre el vector z — a, y la dirección positiva del eje 
real variará continuamente, partiendo del valor inicial q”, y como 
resultado de recorrer una vez la curva y éste volverá a tomar el valor 
infcial qí” (si el punto a, estaba situado en el exterior de y) o bien 
adquirirá un incremento +25 (si el punto a, estaba situado en el 
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interior de ya) *) (fig. 39). El signo +0 — del incremento depende 
solamente de la dirección del recorrido de la curva y; llamaremos 
positiva la dirección según la cual los ángulos correspundientes 
adquieren un incremento positivo 2x.. Supongamos, para fijar ideas, 
que el punto z describe y en la dirección positiva. Si ninguno de los 
puntos a; está situado en el interior de y, entonces todos los ángulos 
qa, después del recorrido, volverán a sus valores iniciales q”, y la 
función f (z) (5.3:2) volverá a tomar su valor inicial. De aquí se 
deduce que ninguno de los puntos finitos É del plano, distintos de 
a,, puede ser, punto de ramificación para esta función. En efecto, 


FIG. 39 


para tal punto se puede señalar un entorno del mismo que no conten- 
ga ningún punto as; entonces el recorrido a lo largo de cualquier 
curva de Jordan cerrada y, que pertenezca a este entorno y contenga 
en su interior al punto £, conservará la rama elegida de nuestra función. 

Así, pues, ningún punto finito €, distinto de todos los puntos a», 
puede ser punto de ramificación para la función f (2). 

Consideremos ahora un entorno tan pequeño de algún punto a, 
que en él no estén contenidos otrosTpuntos: 2,, ..., Gp, Cp+a, 

., Gm. Entonces, al recorrer una curva y que pertenezca a este 
entorno y contenga a, en su interior, el ángulo q, variará cn 2x, 
mientras que los demás ángulos Qqy, ..., Pri, Orts ++. Pm 
volverán a tomar sus valores anteriores. De aquí se deduce que, 
como resultado del recorrido de la curva y, el argumento de la 
expresión subradical que figura on la fórmula (5.3:2) variará en 
2xa,, y por consiguiente, el radical (5.3:2) adquirirá el factor 


COS — + ¿sen as , que, evidentemente, cs diferente de la unidad 


cuando, y sólo cuando, a, no es múltiplo de r. Así, pues, cada cero 
a, del polinomio 2 (2), cuyo orden de multiplicidad aj, no sea un 
número entero múltiplo de r, cs un punto de ramificación de la 


+) Todo esto se comprueba fácilmente en dos casos más simples (por ejemplo, 


cuando y es una circunferencia, una elipse o un polígono), y puede demostrarse 
en ol caso más general. 
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» n PTU o 
función Y P (3). Para determinar el orden de este punto, supongamos 
que 9, (6, < n) es el máximo común divisor de a, y nr. Entonces, 
haciendo %, = 0,0% y rn = 8,Y, (vs > 1), escribimos el hinomio 


27 z 2na 2 5): 
cos == + ¿sen —= en la forma cos —=—= ¿ sen q ¿ 
Conto resultado de un recorrido p-múlliple de la curva y en una 


misma dirección, la función f (2) adquirirá el factor cos ne 
] t 

Ñ 212% p . NS E 
+ i sen a que, evidentemente, será igual a la unidad cuando, 


y sólo) cuando, p es múltiplo de v,. El menor valor correspondiente 
de p es v,. De aquí que el orden del punto de ramificación a, es v, — 1. 

Considercmos, finalmente, un entorno del punto del infinito 
que no contenga ningún punto «,, y en este entorno, una curva 
de Jordan y que contenga en su interior todos los puntos a,. Entonces 
el exterior de y cuntendrá al punto co y no contendrá a ninguno de 
los puntos «a,. Hagamos un recorrido simple (una vuclta) de la 
curva y. Todos los ángulos q adquirirán el incremento 21. por con- 
siguiente, cl argumento de la expresión subradical en la fórmu- 
la (5.3:2) variará on 27 (% + %a+ ... 7 Am) y toda la función 
f (2) adquirirá el factor 
cos E a E + ¿sen a ES Ri = Cos paid +isen 23 E 

n ” n n 

Jste será igual n la unidad o distinto de la unidad según que NV 
seca múltiplo de » o no lo sea. En el primer caso, oo no será, y, en el 
segundo censo, será un punto de ramificación de la función f (z). Si 8 
es el máximo común divisor de N y n (8 < n) y n = Óv, entonces 
el orden del punto del infinito, considerado como punto de ramifi- 
cación, séra igual a v — 4. 

Hemos observado que, cuando aj, es múltiplo de », el recorrido 
de la curva de Jordan y. que contiene en su interior al punto a, 
y no contiene a ninguno do los demás puntos a,, no allera el valor 
de f (2). Del mismo modo, si Y es múltiplo de », el recorrido de una 
curva y que contenga en su interior a todos los puntos ax, no altera 
los valores de f (2). 

Supongamos quo, en general, ax, ...., (1, 45 UN grupo tal de 
puntos de ramificación, para los cuales la suma Ar, + -.- + At, 


es múltiplo de rn; entonces el recorrido de cualquier curva de Jordan 
cerrada y, que contenga en su interior a los puntos indicados y no 
contenga ningún punto az distinto do ellos, no puede alterar los 
valores de f (2). Por esta razón, en cualquier recinto € que contenga 
solamente a aquellas curvas de Jordan cerradas que no abarcan cn 
su interior a ningún punto de ramificación a,, o bien, que abarcan 
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un grupo de puntos de ramificación, para los cuales la suma de sus 
númocros respectivos a, es múltiplo de n, es posible separar ramas 
uniformes de la función f (2). 

Para esto es suficionto fijar un valor wo de la función f (z) en 
uno do los puntos zy de este recinto. Entre las 1 imágenes f (G) 
del recinto G en el plano te, una contendrá al punto wy; supongamos 
que cesta imagen es g,. Entouces. la rama uniforme de la funcion 
f (3) en el recinto G quedará completamente determinada si se cxigo 
que todos sus valores pertenezcan a g,. Jil valor de esta rama en 
cualquier punto z, del recinto (G se puede obtener también del si- 
guiente modo: Unamos el punto z, con ol punto z, mediante alguna 
curva continua y, perteneciente al recinto G, y recorramos esta curva 
desde el punto Zo hasta el punto z,. atendiendo a que el valor co- 
rrespondiente de f (2) varíe continuamente comenzando desde el 
valor wo. Iintounces llegaremos al punto z, con uno de los n valores 
de f (2), que designaremos con 1w,. Este valor depende solamente del 
valor w, elegido en el punto 2 y del mismo punto 2, y no depende 
de cómo se haya elegido ol camino que una Zpg con Z,, y, por consi- 
puionto, representa una función uniformo de 2, cn el rocinio G. 
En efecto, si y, es otra curva que una Zo y 2, en el recinto G, entonces 
al recorrer la curva cerrada y, formada por y y Ya, obtendremos 
primero, moviéndose desde zo hasla z, a lo largo do y,, el valor w, 
en el punto z,, y después, moviéndose a lo largo de y, desde z, hasta 
Zo, tendremos que volver al valor inicial ¿99 (puesto que, según la 
condición el recorrido por una curva cerrada en el recinto G no 
puede conducir a la variación de los valores de la función f (z)). De 
aquí se deduce que, moviéndose a lo largo do y, desde zy hacia 2,, 
obtendremos en el punto z, al mismo valor us, que se obtenía al 
moverse a lo largo de y,. 

Aclaremos lo dicho con ejemplos: 


= V (1 — 22) (1 — 222), donde U<*R<i1. Esta es una 
función biforme con cuatro puntos de ramificación: +1, + z . Aquí 


N = 4 es múltiplo de r = 2, por lo cual co no es un punto de rami- 
ficación. 


, ' 1 
Como todos los números a, son iguales a 1 (+1, + y son ceros 


simples de la expresión subradical), el recorrido a lo largo de cual- 
quier curva cerrada y que contenga en su interior solamente a dos 
puntos de ramificación, no altera los valores de la función. Por 
esta razón, es posible separar sus ramos uniformes, por ejemplo, 


en el recinlo G cuya frontera consta de los dos segmentos: — y < 


£i<—lyiíi<i< a o en el recinto G” cuya frontera consta: 
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de los segmentos: —1 <X z< 1 y el segmento infinito del eje real 
«quo une los puntos — + y y mediante el punto del inifinito (fig. 40). 


En el primero de ellos, las ramas f, (z) y f,¿ (2) pueden distin- 
:¡guirse por el valor que toman éstas en el origen de coordenadas. 
Por ejemplo, f, (0) =1 y f, (0) = —1. 


y (z) (2) 


E 


a - 
; a 


IS 


4 O | 1 L > TONO ] Y 
ES TES 
FIG. 40 


2. w=V4R — £12 — £3, donde 2, y Ex son unos números com- 
plejos que satisfacen a la condición gi — 2777 + 0, lo cual significa 
«ue el discriminante del polinomio dzo — £22 — Ey €s diferente de 
«cero y, por consiguiente, son distintos los ceros /,, l, y £¿ de este poli- 
nomio. Como en este ejemplo NY = 3 no es divisible por rn = 2, el 


» << 
SS ÍS IN 


FIG. 41 


punto co también es un punto de ramificación. De nuovo el recorri- 
do a lo largo de una curva de Jordan cerrada en torno de cualquier 
par de puntos de ramificación no hace variar los valores de la fun- 
ción. Por esto, uniendo con curvas de Jordan y, y ya el punto 1, con 
ls y lz con oo, obtenemos un recinto G. con la frontera compuesta 
por Y; y Yz, en el cual es posible separar las funciones uniformes de 
la función dada (fig. 41). 

3. Consideremos la función inversa respecto de la función z = 


= 3 (o + 5) , €s decir, wo = y (2) =2 + V22—1. Esta es una fun- 


ción biforme, que posee los mismos puntos de ramificación que la 
función Vz2 — 1, o sea, +1. 
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Para obtener el recinto G en el cual se pueden separar las ramas 
uniformes de la función considerada, unamos los puntos — 1 y 1 
mediante un segmento finito del eje real. Se obtiene un recinto que 
se transforma biunívocamente mediante la función w = z + V 221 
en cada uno de los dos recintos: el interior del círculo unidad (g,) 
y su exterior (g,) (véase el ap. 4.9). Se puede separar cualquiera de 
ellas fijando uno de los dos valores de w en un punto cualquiera del 
recinto G, por ejemplo, en el punto del infinito. Como se ve en la 


fórmula z = S(w + 3 , z toma:el valor co cuando w = 0 a cuando 


w = 00. Por esta razón, una de las ramas de la función q (z) se 
caracteriza porque, para ella, q (00) == 0; ésta transforma G en el 
interior del círculo unidad. La otra rama se caracteriza porque, 
para ella, q (00) = oo; ésta transforma el recinto (7 en el exterior 
del círculo unidad. 

Podríamos haber tomado en lugar del recinto (+, por ejemplo, 
el recinto G” cuya frontera consta del segmento infinito del eje 
real que une los puntos —1 y 41, o los recintos G” y G” cuyas fron- 
teras son las semicircunferecias unidad superior e inferior, respecti- 
vamente. 

Dejamos a cuenta del lector aclarar, basándose en los resultados 
del ap. 4.9, en qué género de recintos del plano :w transforman las 
EOS respectivas de la función q (z) los recintos G”, 

"oG”. 

Todo el contenido del presente apartado se refería a las funciones 
multiformes de la forma VP (2), donde P (z) es un polinomio. 

El lector extenderá sin dificultad alguna los resultados obteni- 


dos al caso más general de la función VR (z), donde R (2) cs una 
función racional arbitraria. Para hallar los puntos de ramificación 


de la función Y R (z) habrá que considerar no sólo los ceros sino 
también los polos de la función racional A (2). 
5.4. La función inversa respecto de la función 


¿=e" =e" (cosv+1sen y), 


está definida para cualquier z diferente de O y oo, y se expresa 
por la fórmula (véase la fórmula (3.5:2)). 


w=10|2|+/¿Arg z. 


Esta función que, evidentemente, es multiforme e incluso de 
infinitas determinaciones, se llama logaritmo, y se designn 
por Lnz. 

Así, pues, según la definición 


v=Lnz=In|z|+¿Argz. (5.4:1) 
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Denominando valor principal (dotcrminación principal) 
al valor del logaritmo igual a In|z|]+¿argz, y designándole 
medianle Inz, pura el Lnz tendremos: 


Jn z= In 2+2%xi, (5.4:2) 


donde k = 0, +1, +2, 

De aquí se deduce que cada número complejo, diferente de cero 
y del infinito, posee un conjunto infinito de logaritmos (es decir, de 
valores de la función logarítmica); dos valores cualesquiera de éstos 
se (liferencian en un entero múltiplo de 2xct. Si z es un número real 
positivo, el valor principal del Jogaritmo coincide con ln | z | y, 
por consiguiente, es aquel númoro real quo conocíamos cn el curso 
de análisis matemático cuando considerábamos el logaritmo como 
una función real de variable real. Así, obtenemos: In 4 =0, In «e =1, 
In 2 = 0,69314718 ..., etc. 

Pero, además de estos valores reales, los logaritmos de los núme- 
ros positivos poseen también un conjunto infinito de valores imagina- 
rios que se obtienen por la fórmula (5.4:2). Así, por ejemplo, Ln 1 = 
= 2kni, Lne=41 + 2kni, Ln2 = 0,69314718 ... + 2kxi, etc. 

Para los números negativos y para los números imaginarios, el 
valor principal del logaritmo es un número imaginario 


ln|z|4+i¿argz (argz>+0, largz|<x1). 


Todos los demás valores del logaritmo también son números 
imaginarios, y se calculan por la fórmula (5.4:2). 
Por ejemplo, 


Ln (—1) = (2k+ 1) xi, Ln(—2) =0,69314718 ... + (Qk+1) xi, 
Ln (1—i¿)=InV2+i ( —+2kx) = 
=0,34657359 ... — (8k—4) < etc. 


Las reglas conocidas del logaritmo del producto y del cociente 
conservan su valor también para cl logaritmo multiforme del 
número complejo, precisando: 


Ln (2,22) = 1n | 2127 | HL t Arg (2,22) = 
=1n0|21|-Hln]z,] + ¿(Arg 2, + Arg 23) = Ln 2, 4- Jon 22, (9.4:3) 
La =In [2 |+2arg =l0]21[—10]221 +1 (Arg 21 — Arg 22) = 
= Ln z,— En zo. (5.4:4) 


Aquí z, y z, son unos números complejos arbitrarios, diferentes de 
O y oo. En cada una de estas igualdadoes el primero y segundo miem- 
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bros, pora valores dados de 2, y 2, representan conjuntos infinitos 
«dle números complejos. Las igualdades doben ontenderse en el sen- 
tido de que estos conjuntos son iguales, es decir, constan de unos 
mismos númocros. El olvido de esta circunstancia puede conducir 
a crrores. 

Veamos, por ejemplo, el siguiente soufisma, perteneciente au 
J. Bernoulli. 

Se afirma que Ln (—z2) = Ln z para cualquier 3 += 0. 
, Aoi la demostración se considora la siguiente cadena do igual- 

ades: 


1) En[(— 23) =Jm (23, 2) Ln(—2)+Lo(—2) =<i027Ln2z, 

3) 2Ln(—2)=2Lnz y 4) Ln(—2z)=Lnz. 

Pero esta conclusión es errónea, puesto que 
Lnz=)In|2|4+-¿Argz=1n|2|+¿arg272fnt, 


Ln (—2) = In | —z2|+ Arg (-2) =10]2|+1argz+ (Qk +41) ni 
y, evidentemente, ninguno de los números que son valores de 
e ñ puede coincidir con alguno de los números que son valores de 

n (—2). 

El error en la demostración expuesta anteriormente fuc cometido 
al pasar de la igualdad 2) a la igualdad 3). Claro, la primera de éstas, 
obtenida sobre la base de la fórmula (5.4:3), es justa. Pcro la suma 
Ln (—z) + Ln (—2) no puede sustituirse por 2 Jn (—z2), pueslo quo 
la suma indicada se obtiene del conjunto de números Ln (—z) sumando 
cualquiera de estos números al mismo o a otro número distinto 
del mismo conjunto, mientras que el conjunto 2Ln (—z) 
se obtieno duplicando cada uno de los números ln (—z), es decir, 
sumando tal número solo consigo mismo, Así, pues, 
Ln (—2) + Ln (—2) + 2 Ln (—z2); por la misma razón 


Lnz+Et nz3>2Lnz. 


El lector acabará de ontender el sentidu do esta objeción exami- 
nando el sencillo ejemplo. Designemos con A el conjunto que consta 
de dos números: O y 4. Entonces A + A designa el conjunto que 
consta de tres números: 04 0=0,0-Li=4 y 1+14-=2, 
mientras que el conjunto 24A consta solamente de dos números: 
2-0=0 y 2.1 =2. 

Obsérvese también que, haciendo en la relación (0.4:4) 2, = 
=Z2=23%0, obtenemos: 


Ln 4 =Ln 2— Ln 2. 


Esta es uña relación justa; pero aquí no se puede sustitujr el segundo 
miembro por cero, puesto que se trata del conjunto de todas las 
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diferencias entre los pares de valores del logaritmo de un mismo 
número. Este conjunto consta de todos los enteros posibles que son 
múltiplos del númcro 2xni, o sea que, de acuerdo a la verdad, se 
tiene: 

Ln 4= 2kni (k=0, +41, +2,...). 


Pasando a considerar las ramas uniformes del logaritmo, halle- 
mos primero los recintos de univalencia de la función z = e”, para 
la cual el logaritmo es la función inversa. 

Como todos los valores de w, en los cuales e” toma un valor dado 
z (z +U y 2 +00), vienen dados por la fórmula (3.5:2). 


w=In]z|4+ ¿Argz 


y estos valores se obtienen de cualquiera de ellos mediante un tras- 
lado en la magnitud 2kn1 (k = +1, +2, .. .), el recinto de univa- 
lencia de la función exponencial no tiene que contener ningún par 
de puntos de los cuales uno pueda obtenerse del otro mediante una 
traslación semejanto. 

Lo más sencillo para satisfacer a estas condiciones cs tomar 
alguna franja rectilínea go, paralela al eje real, que tenga la anchura 
211: VA LV Ly + 21. 

Además de ésta, obtenemos también un conjunto infinito de 
recintos de  univalencia g,: Vo + 2kx <v <p + (2 + 2) x 
kk = +, +2, .. .). 

Evidentemente, cada punto del plano w o bien es interior para 
uno de los recintos g, o bien es punto frontera común de dos recintos 
En Y En+i (fig. 42). La imagen de cada franja g, en el plano z es un 
mismo recinto G; es precisamente un ángulo de magnitud 2x1 con el 
vórtice en ol origen de coordenadas. La frontera del recinto G es un 
rayo rectilíneo que parto del origen de coordenadas formando el 
ángulo v, con el eje real. 

En cl recinto G obtenemos un conjunto infinito numerable de 
ramas uniformos distintas de la función Ln z. Cada una de estas 
ramas Ln, z se caracteriza completamente en que sus valores tienen 
que pertenecer a una franja determinada g,. Por cierto, es suficiente 
fijar el valor wo de la función Ln z en un punto z, del recinto G, 
puesto que entre todos los recintos g, uno, y sólo uno de los recintos 
Ex, contendrá al punto w,. 

Consideremos una rama cualquiera del logaritmo: 


Ln,z=1n|3)+1¿Argaz, 


donde Argaz es el valor del argumento que satisface a la condi- 
ción 
Yo + 2k1T < Arga 2 < 00 + (2k +2) 10. 
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(Precisamente esta condición significa que los valores Ln,z perte- 
necen a la franja g,). 

Como la función w = Ln,z realiza una transformación biunívoca 
y continua del recinto G en la franja g, y su función inversa z = e” 


y 


ey E ey 
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posee derivada diferente de cero en todos los puntos del recinto 
En, según la regla de derivación de las funciones inversas la función, 
Ln,z también posee derivada, la cual se calcula por la fórmula 


1 1 


¿ 1 
(Ln, 2) —= (ay ART . 
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Los puntos de ramificación de la función Ln z son el cero y el 
punto del infinito. En efecto, cuando 3 describe una vez alguna 
circunferencia con el centro en el origen de coordenadas (de radio 
arbitrariamente pequeño v arbitrariamente grando), el valor Arg z, 
variando continuamente, parliendo de cierto valor inicial Arg, Zo. 
al volver al punto inicial, obtiene un incremento +-2x (en depen- 
dencia dol sentido del recorrido de la circunferencia) y, por consi- 
guiente, la rama 


Ln,2=In|2|=1 Arg, z 
se convierto en olra rama: 
LDnr,12=1In|21+ (Arg, 7 +21) =1n/2| 4 ¿Árg,.: 2. 


Evidentemente, describiendo la circunferencia cuantas veces 
se quiera en una misima dirección (por ejemplo, en la dirección 
positiva), obtendremos cada vez nuevas ramas: 


Dn 2, Lnas+2 Z, Ln», Da 


y, por consiguiente, nunca volveremos a la rama inicial Ln,z. Por 
esta razón, los puntos de ramificación ( y oo se llaman aquí p u n- 
los de ramificación de orden infinito, o 
puntos de ramificación logarítmicos. 

Trazando cn el plano z, por ejemplo, una curva de Jordan JP” que 
una el punto z = Ó con el punto 2 -= oo, se obtiene un recinto de un 
lipo más general que G, en el cual es posible separar Jas ramas uni- 
formes de Ln z. Las imágenes de esta curva en el plano w, en la trans- 
formación w = Ln z, serán las curvas de Jordan y, (lk = 0, +1, 
+2, .. .), que dividon el plano w en un conjunto infinito de franjas 
curvilíneas g, cuyas fronteras están formadas por los pares de curvas 
Yh Y Yhes- - - En el recinto G” cuya frontera os la curva 1D”, obtenemos 
an conjunto numerable de ramas unifgemes de Ln 2: (Ln 2),, cada 
una de las cuales transforma G” biunívocamente en el recinto corres- 
pondiente g;. 

Cualquiera de las funciones (Ln 2), se puedo obtener de cualquie- 
«a otra de las funciones (Ln 2),, agregaudo un entero respectivo, 
múltiplo de 2x4. 

Para la derivada de (Ln z,) se tiene la fórmula anterior. 


, 1 
(Ln 3), A 


La independencia del último resultado de la elección de la rama 
de Lnz permite escribir en goneral: 


(En zy == E 
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entendiendo el primer miembro como la derivada do una rama uni- 
forme arbitearia de Ln z, elegida en el recinto que contieno al punto 
dado z. 

5.5. En este apartado consideraremos la función potencial 
gencral y la función exponencial general, y también el logaritmo 
de base arbitraria. Previamente tenemos que definir el concepto de 
potencia de exponcale arbitrario. 

Sea e un número arbitrario diferente de cero. Si n es un número 
entero, entonces, como ya sabemos, a" se define por la relación 


a” =|a/” [cos (n Arg a) + ¿sen (n Arg a)). 


A] . - . . » > 

Si n es un número racional] arbitrario, igual a o , donde q es un número 
Pp 

natural y la fracción 2 es irreducible, entonces a posee q valores 


distintos, oblenidos por Ja fórmula (véase el ap. 2.3 del primer cap.): 
» 


at= faja [ cos (5 Arg a) + ¿sen (Larga) ] a 


lista fórmula abarca también el caso de un exponente entero. 

Supongamos ahora que p es un número real irracional. Fijeinos 
un valor arbitrario q = ÁTg a y consideremos una sucesión de nú- 
meros racionales r, convergente hacia p. La sucesión de valores 
determinados de a'n: 


| a ]7a [cos (rn Arg a) + ¿son (7, Arg a)), 


converge, evidentemente, hacia el límite 
|a |£ [cos (p Arg a) -+- ¿sen (p Arg a)), 


que tomaremos por uno de los valores de af. Para obtener todos los 
valores de la potencia «? de exponente irracional fp, asignamos a 
Arg a en Ja expresión obtenida todos los valores posibles. 

Como dos valores distintos de p Arg a se diferencian en un núme- 
ro de la forma 2/ps, que no puedo ser entero múltiplo de 2x (4 es 
un número ontero, distinto de coro, y p es un número irracional), 
todos los valores de n*, correspondientes a distintos valores de 
Are a, son diforontes entre sí. 

Así, pues, hemos definido la potencia a* para el caso en que a 
es un número real arbitrario. Todos los valores de la potencia están 
comprendidos en la fórmula 


al =j|a je [cos (« Arg a) + ¿ sen (a Arg a)). (5.5:1) 
Si q es un número entero, se obtiene un valor de la potencia; si 
a es un número racional que se expresa por la fracción irreducible 7] ' 


13-—1199 
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se obtienen unos cuantos valores, precisamente q valores distintos, 
y, finalmente, si a es un número irracional, resulta un conjunto 
infinito (numorablo) de valoros distintos. 

Para definir el concepto de potencia a* en el caso de un exponen- 
te complejo cualquiera «, observemos que la fórmula (5.5:1) puedo 
expresarso cn la forma 


aí = e2 nlal [cos (au Arg a) + i sen (a Arg a)] =- 
=exp(aln|a| + ¿a Arg a) = exp (a Lo a). 
1 segundo miembro de esta fórmula tiene sentido no sólo cuando 


o. es real, sino que para cualquicr a complejo. J)e acuerdo a esto, 
hagamos por definición para cualquier «a complejo: 


a“ =exp(u Dn a). (5.5:2) 


Evidentemente, si a cs imaginario, todos los valores de a* que 
corresponden a distintos valores do Ln a, o lo que es lo mismo, que 
corresponden a distintos valores de Arg a, también son distintos 
ontre sí. In efecto, dos valores distintos de a Ln « so diferencian 
en un número do la forma 2xva, que siendo a imaginario no pucde 
ser entero múltiplo de 21. 

Comparando las expresiones 


ata$ = exp (a Ln a) -exp ($ En a) = oxp (a Ln a + 3 Ln a) = 
=exp [(a +8) In a+ 2x1 (ka + 18)] 
y 
at+B = exp ((a 4- B) Ln a] = exp [(a--P) ln a+ 2xim (2 +8), 


donde f£, l y m son números enteros arbitrarios, sacamos la conclu- 
sión de que entro los valores del producto a“aB están comprendidos 
todos los valores de la potencia a“78, pero, en el caso general, exis- 
ten también otros valores. Para que so cumpla la igualdad 


ayb = a+B, 


es necesario y suficiento que para cualesquicra enteros Ak y ] 
existan unos enteros m y nr, tales que 


ka + If =m (a4-P) 41. 


Puede no cumplirse esta condición incluso cuando «a y f sean 

números racionales; por cierto, es suficiente la condición 
: ] n+mi 

a=m (a+) +n (por ejemplo, Pf =1i, a -= ez) 

Análogamente, comparando las expresiones 


(as)? = [exp (a Ln a)]? = exp [B (a Ln a -p 2x:i)) = 
= xp [ab 1n a+ 288 (ka + 1)] 
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y 
a“ = exp (a$ Ln a) = exp (af Ina + 2mxiaf), 


donde k, l y m son números enteros arbitrarios, sacamos la conclu- 
sión de que entre Jos valores (a“)$ están contenidos todos los valores 


de a“B, pero en el caso gencral hay también otros valores. Para qne 
se cumpla Ja igualdad 


(auy' — aa, 


es necesario y suficiente que para cualesquiera enteros k y ¿ 
existan unos enteros m y » tales, que 


kof + ¿A = mo$—n. 


Puede no cumplirse esta condición incluso cuando a y f son números 
racionales; por cierto, os suficionte la condición f$ = maf + n 


(por ejemplo, f = 1, a = ==) E 
Aclaremos con ejemplos la definición de potencia: 


1) 112=exp(V 2 Ln 1) = 0xp (24 V 2) = 
= cos (2k1 Y 2) + isen(2kxtV2) (0, +1, +2,...); 
2) e* =0xp(z Ln e) = exp [z (1 + 2kn1)) =exp 2 oxp (2kniz) 
: (k=0, +1, +2, ...). 


Vemos, pues, quo solamente uno de los valores de la potencia 
e” coincide con expz. Los otros valoros son: exp z exp 2niz, 
exp zexp (—2r1 2), etc. En particular, solamonte uno de los valores de 
e” (x es un número real) coincide con el número real positivo exp z. 
Los otros valores 50n: Xp x Xp 2nix, exp x exp (—2xiz), ... 
Habrá un número finito de valores distintos si x es racional y un 
conjunto infinito si x os irracional. 

A pesar de esto, en nuestro curso utilizamos el símbolo e* así 
como estamos acostumbrados a entenderlo en cl curso de análisis, 
donde éste coincide con exp 2. Este uso del símbolo multiforme es 
completamente análogo a como ordinariamente se entiende el sím- 


bolo Ya en el análisis (a es un número real positivo), os decir, como 
cl ímico valar positivo («aritmético») del radical. 


3) '=exp (¿Ln ¿)=exp [ : ($!—2kni) ] = 


sip 
=exp[ (4x1) $] =e" Y (=0, +4, 42...) 
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Por Jo tanto, todos los valores de la potencia ¿' son números 
roales positivos, entre los cuales hay arbitrariamente pequeños 
y arbitrariamente grandes. 

Basándose on la definición de la potencia, se pueden considerar 
las dos siguientes funciones multiformos: 


Zi y a. 


La primera de éstas —la potencia de exponente arbitrario— está 
definida, por lo general, solamente para z x= 0. 

Si a es un número real entero, 2% representa una función racional 
de forma particular. JIóntonces ésta está definida también para 
z = 0, dondo tiene un coro (si a > (0) o un polo (si « < 0). Cuando a 


es un número real racional no entero: a = e (g cs un númcro natural 
y la fracción - es irreducible), 27 puede expresarse on la forma 
ze = Y 2”. 


Esta es una función multiforme; es precisamente y-forme. Paura clla, 
los puntos z = 0 y z= 09 son puntos de ramificación de orden 
q — 4. En cualquicr recinto G, obtenido del plano ampliado después 
de haber trazado una curva de Jordan que una los puntos de ramifi- 
cación, se puedon separar y ramas uniformes diferenciables distin- 
tas de la función. Estus ramas se convierten continuamente una en 
otra al recorrer ol punto z por curvas que encierrcn al origen de 
coordenadas (0 al punto del infinito). 

Si, finalmente, a no es un número real racional (o sea, a es real 
irracional o es un número imaginario), la función 2% es do infinitas 
determinaciones. Podos sus valores están contenidos en la fórmula 


2% = exp (a Ln 2). 


Para ésta los puntos z = 0 y z = oo también son puntos de ramifi- 
cación. Pero ahora estos puntos son de orden infinito. 

En efecto, al dar una vuelta en torno del punto z = (), por ejem- 
plo, en la dirección positiva, el valor del Arg z, variando conlinua- 
mcuate. aumenta en 251; debido a esto, el valor a Ln z varía en 2xia, 
y el valor de la función adquiero un factor exp (210) * 1. 

Vemos ahora la función exponencial general a? (a + 0). Esta 
se dofine para cualquier valor de z por la tórmula 


a? =exp(z Ln a). 
Para obtener una rama uniforme determinada es suficiente 


fijar uno de los valores Ln a = b. 
Suponiendo que esto ya se ha hecho, obtenemos una función 


exp (bz), uniforme y diferenciable on cualquier punto. Tomando 
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todos los valores posibles de Ln a, obtenemos Lodas las ramas uni- 
formes posibles de la función a*. Camo dos valores de Ln a se difo- 
rencian en un sumando de la forma 24xti, las dos ramas de la función 
a? se diferenciarán en un factor de la forma exp (2fr1iz), el cual repro- 
senta también una función uniforme que es diferenciable cn todos 
los sitios y que toma el valor 1 solamente para valores reales enteros 
de z. No obstante, en el caso considerado, las ramas de la función 
uniforme se diferenciarán esencialmente por su carácter de las ramas 
de todas las funciones multiformes consideradas anteriurmente. 
Precisando, en todos los ejemplos anberiores existían tales puntos 
del plano ampliado (puntos de ramificación), que moviéndose en 
torno de los mismos por curvas de Jordan cerradas y haciendo 
variar continuamento los valores de la función (de una rama 
determinada), teníamos la posibilidad do convertir continuamento 
una rama en otra. 

Aquí queda excluida tal posibilidad, precisamente porque cada 
rama representa una función continua y uniforme en todo «) plano 
finito. Indepcndicntemente de la curva cercada por la que nos mova- 
mos al volver al punto inicial obtendremos el mismo punto inicial z 
(no importa que resulte otro valor del argumento), y por consiguien- 
te, el mismo valor de la funcion exp (bz) (b es un valor fijado de 
Ln a). 

Por lo tanto, la función multiforme a” no tiene ningún punto de 
ramificación y sus ramas uniformes continuas to pueden convertirse 
continuamente una cn otra. Todo esto permite considerar a estas 
ramas como funciones independientes entre sí que son uniformes 
y diferenciablcs en todos los sitios, y por consiguiente, enteras: 


exp(2lna), expfz(lna-+ 2x)], oxp [2 (Ina —21i)]. ... 


El hecho de que todas estas funciones enteras distintas puedan 
expresarse como ramas do una [unción a* de infinitas determinacio- 
nes, no tiene para nosotros más imporlancia que, por ejemplo, el 
hocho de que las funciones sen z y —sen 2 puedan considerarse como 
ramas de la función biforme Y 1 — cos? z, uv que las funciones hiper- 
bólicas sh z y ch z se consideren como dos ramas de ln función bifor- 


me 5 lexp z -+- VMexp (—22)]. (Advertimos al Jector quo las funcio- 


nes M1 — cos? 3 y 5 [exp z + V erp (—22)), igual que la función 


az, no poseen puntos de ramificación). 

Fijando una de las ramas do da función 2 = a” = exp (bv), 
donde b es uno de los valores de Ln a, podemos considerar la fun- 
ción inversa respecto do esta rama. Obtenemos, evidentemonte: 


w= _ Ln z (b= In a + 2kogrui). (5.5:3) 
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Esta función se diferencia de la función Ln z solamente en el 


factor constante + Como do las relaciones (5.59:3) se deduce que 


z-- exp (bw) =a" (uno de los valores de a“), 


se puede considerar que -+esellogaritmo de z de baso a. 

Así, pues, definimos el logaritmo de un númoro complejo arbi- 
trario respecto de la base a (a ey un número complejo, diferente de 
coro) mediante la fórmula 


En (5.5:3') 


) 
Ln a 


Logra z = 


donde en el denominador está fijado uno de los infinitos valores 
de En a (un mismo valor b para todos los z). 

Por lo tanto, cesta definición uno sólo exige que esté indicada 
la base a del sistema de logaritmos, sino también que esté fijado 
uno de los valores de Ln a. 

Aclaremos lo dicho con ejemplos. 

1) a =e. Si se fija el valor de Ln e, igual a 4, se obtiene: 


Log. 2 = Ln 2. 


Esta es la definición ordinaria del logaritmo natural. Pero podría 
tomarse el valor de Lne, igual, por ejemplo, a 1+ 21. Entonces 
tendríamos: 


NETOS 


El lector comprobará fácilmente que, con tal definición, entre 
todos los números positivos, solamente los de la forma e* (k es un 
número entero) tendrían, cada uno de ellos. un valor real del Joga- 
citmo natural. 


2) a =10. Tomando cl valor de Ln 10 ignal a 2,302585 ... = 
= ao == tendremos: 


Log¡o2 = M En 2 =0,43429 ... Lnz. 


lista definición del logaritmo decimal de mn número complejo arbi- 
trario z (z 3 0) concuerda con la definición ordinaria de los loga- 
ritmos decimales de los númcros reales positivos, pues, siz = x >> 0, 
tomando los valorus principales de los logaritmos, tendremos: 


lgx=0,43429 ... Inz. 


3) a = 1. lín cste caso, para la definición del valor principal 
del logaritmo de base 1 no se puede utilizar el valor principal del 
Ln 1, igual a cero. Tomomos el valor de Ln 1, igual a 2x1¿. Entoncos, 
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según la definición, tendremos: 


Ln < 1 i 
og 2=>3 57 =>35 4182—>37 In] 2). 
De aquí se deduce que todos los valores de Log, z, son reales si 
z | = 1, y son imaginarios si |2 | +1. Por consiguiente, poseen 
logaritmos roales de base 1 aquellos números, y sólo aquéllos, que so 
representan por puntos de la circunferencia unidad. Para cestos 
números los valores del logaritmu coinciden cun los valores de sus 
0) . 4 

argumentos (modidos en fracciones de 211). En resumon, > Arg z 
coincide con el logaritmo de z de base 1 para los números complejos 
cuyos módulos son iguales a uno. 

5.6. ln este apartado nos detendremos en las funciones trigono- 
métricas inversas Arc eos z y Árc tg z. la función w —= Arc cos 2 


se define mediante la ecuación 
= (0sw. (5.6:1) 


Sustiltuyendo cos w mediante A y poniendo, para 
abroviar, exp (ie) =£, escribimos la ecuación (5.6:1) en la forma 


at, (5.6:2) 
de donde 
(—2214+1=0 (5.6:3) 
y 
=214+V2-1. (5.0:4) 


Como ambas raices de la ecuación cuadrada (5.6:3) son diferentes 
de ceru (su producto es igual a 4), la ocuación 


exp (iw) = ( 
posee raíces (respecto de la incógnita w). Obtenemos: 
w==>Ln ¿=+Ln (24 Y 22—1). (5.6:5) 


En resmmon, la función multiijormo w=AÁrccosz se expresa 
mocdiante el logaritmo y la raíz cuadrada 


w= Árccosz => Ln (24 Y 221). (9.6:6) 


Sus puntos do ramificación son, ante todo, 2 = +1. En efecto, al 
dar una vuelta el punto z a lo largo de alguna curva de Jordan cerra- 
da que encierre en su interior solamente uno de estos puntos, uno 
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de los valores de V 22 — 1 se sustituye por el olro, el cual se difo- 
rencia del primero en el signo. El valor z + Y 2? — 1 =1, que es 
la raíz de la ecuación cuadrática (5.0:3), se sustiluyc por la otra 


raíz de la misma ecuación, igual a + (ya se indicó que el producto de 

ambas raíces es igual a 1). Por consiguiente, de los valores to = 
1 2 já a 

ia Ln £ pasamos a los valores > Ln - , que son distintos de los ini- 


ciales, si + z . Pero £ puede ser igual a > sólo cuando t = +1; 


como se ve en (5.6:3) o en (5.6:4), esto cs posible solamente cuando 
2 = +1. Como las curvas de Jordan recorridas nv pasun por los 
puntos z = -+1, cl caso indicado no puede aparecer y verdaderamen- 
te se puedo afirmar que, como resultado de los recorridos señalados 
varían los valores de w = Arc cos z. Por lo tanto, los puntos =+1 
son puntos de ramificación para Arc cos z. Estos debon su existencia 
a Ja prosencia del radical cuadrático en la fórmula (5.0:6). Mas Ju 


fórmula (5.6:6) poseo la forma w=-—Ln¿(t-=2+ Y 241), 


y pudemos esperar también puntos de ramificación correspondientes 
a los dos puntos de ramificación de Ln €: t — 0 y t = oo. 

Ya se sabe por cl ap. 4.9 de este capítulo, que a cada recorrido 
de una vuella del punto £, a lo largo de una circunferencia con centro 
en el origen de coordenadas, corresponde en el plano z un recorrido 
de mna vuelta del punto z a lo largo de una olipso con los focos +1 
y viceversa. 

En resumen, a nn recorrido de una vuelta del punto s, a lo largo 
de una elipse con los focos +1, corresponde una variación del 


Arg t en +2x y una variación do > Ln t ocn +21. Como tal elipse 


puede pertenecer a cualquier entorno del punto z = oo previamonte 
asignado, ésto es un punto de ramificación de Arccos z de orde» 
infinito. 

Claro, el recorrido de cualquicr elipse con los focos en los pun- 
tos +4 se pucde considerar también como un recorrido alrededor 
del punto 2 = 0. Pero ninguna de estas elipses puede estar situada 
complotamente on el entorno |2 | <p. sip < 1. 

Demostremos que ni el punto 2 == O ni, en general, ningún punto 
zo del plano ampliado. a excepción de los indicados anteriormente 
(z = +1 y 2 = 00), puede ser punto de ramificación para Arc cos 2 
ln ofecto, la fórmula (5.6:4) para z = zp nos da dos valores distin- 
Los: £, y t,. diferentes do 0, +1 y oo, que satisfacen u la condición 
toth = 1. Se pueden tomar unos entornos U” y U” de estos puntos 
tan pequeños que no contengan a los puntos ( y oc y que ninguno de 
ellos contengan dos puntos £,, ta que cumplan Ja condición t,to == 1. 
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En efecto, si el punto £, no está situado en la circunferencia unidad, 
por ejemplo | t; | < 4, entonces £ tarmpoco estará situado en esta 
circunferencia y |t¿ |] >>41. En este caso, fs suficiente tomar los 
entornos de modo que unu de ellos (U”) esté situado en el interior 
de Ja circunferencia unidad, y el otro (7”), fuera do la circunferencia 
(Sig. 43). Si t, está situado en la circunferencia unidad y cslá, por 


. . . o 4 r . 
ejemplo, en el semiplano superior, entonces t, == rá estará situado 
0 


FIG. 43 


también en la circunferencia unidad, y además, en el semiplano 
inferior. En este caso, es suficiente tomar un entorno (U”) en el 
semiplano suporior y otro (U”), en el semiplano inferior. ln coda 


uno de los entornos U”* y U”, la función z = 5 ( + +) será univalento 


(ésta toma un mismo valor solamente en Jos pares de puntos que 
están ligados por la relación t”-t” = 1) y, por consiguiente, trans- 
formará biunívocamenle U” y OU“en unos recintos g” y g” del plano z 
que contienen en sus inferiores al punto zy (la imagen de los centros 
ty y t, de los entornos UY” y U”). 

Tomemos las circunferencias | z — Zo| = p con centro en Zo inn 
pequeñas, que eslén contenidas tanto en el recinto g” como en el 
recinto g”. Evidentemente, todas las circunferencias de radio sufi- 
cientemonte pequeño satisfacen a estas condiciones. Entonces, debido 
a la transformación (5.6:2). a cada una do estas circunferencias 
corresponderán unas curvas de Jordan cerradas y” y y” situadas cada 
una de cllas en uno de los entornos U”* y O”, respectivamente. Ningu- 
na de estas curvas contendrá en su interior al punto O. Por esto, 
cuando z recorre la circunferencia |z — Zp | = p, t recorrerá o la 
curva y” (que corresponde a una de las ramas de la función (5.6:4)), 
o la curva y” (que corresponde a la otra rama de la función (5.6:4)) 
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Si antes del recorrido se fija un valor de Arg £ en algún punto de y” 
(uv de y”), entonces, después del recorrido éste, vuriando continua- 
mente, volverá a lomar el valor anterior (debido, precisamento, 
n que ni y” ni y” contienen en su interior al punto £ = U). Por esla 
razón, como resultado del recorrido volverá también a tomar su 


e a > 1 
valor inicial el valor de mE Ln f = Areccos 2. 


En resumen, un punto z,, distinto de +1 y oo, no puede sor un 
punto de ramificación para Arccos z. 

Jara obtener algún recinto del plano z en el cual sea posible sepa- 
rar ramas uniformes continuas de AÁrccos z, hay que unir entre sí 
los puntos de ramificación de esta función mediante curvas re 
Jordan. Tomomos, pur ejemplo, el segmento infinito A del eje real 
que une los puntos —1 y 4-1 mediante ol punto del infinito. Este sof- 
mento Á es la frontera de un recinto (. 

De lo que ya se sabo de la función (5.6:2), se deduce que cesta 
función transforma biunivocamente en el rocinto G tanto el semipla- 


. . e . A 4 
no superior ¿ como el inferior. A su vez, la función rv = Ln £ trans- 


forma cada uno de éstos en franjas del plano w paralelas al eje y, 
de anchura xx; procisamonto, el semiplano snperior se transforma 
€n las franjas 8E2Rh-=1" 


(2k —=1) 1 <u< 2hix (k=0, +41, +$2,...) 
y el semiplano inferior, en las franjas gua: 
2k1a<u<(Qk+1) x. 


Jn resumen, las imágenes del recinto G en el plano w son las fran- 
jas g£, indicadas. 

Para fijar alguna rama uniformo de Arccos 2 en el recinto CG, 
es Sulicionte indicar a qué franja 8, pertenecen $us valores. Así, 
ubtenemos las ramas: Árecos, 2, Árccos; z, Arccos_,z, . . . Por 
«cierto, 0s suficiente fijar el valor de Arccos z en un punto cualquiera 
del recinto G, por ejemplo, en el origen de coordenadas. Enlonces, 
fa franja g,, donde caiga este valor, detorminará toda la rama de 
Árccos Z. 

Claro, se pueden definir también las ramas uniformes de Árccos z 
en muchos otros recintos dol plano z. Soñalemos, por ejemplo, el 
recinto (” cuya frontera consta del segmento finito 5 del eje real! 
que une los puntos —1 y +1, y de la parte positiva del eje imaginario, 
0 bien, el recinto G” cuya frontera consta del mismo segmento d 
y de la parte negativa del eje imaginario. 

Proponemos al lector averignar a qué recintos del plano w 
transforman G” y G” las ramas uniformes de la función Árccos 2 
que corresponden a estos últimos recintos. 
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Consideremos ahora la unción w = Arclg z, inversa de la fun- 
ción 2 = lg w. Expresando ter w mediante sen w y cos w, y luego 
mediante la función exponencial, obtenemos: 

AS 4 eaiw._4 


d elw y pato E " Q2:0:0) 


o bien, haciendo e2!'=. 71: 


_ 4 1—1 
AA 
de donde 
liz 
e 
y, finalmente, 
A 1 --iz , 
2 i— i2 


Así, pues, Arctgz se expresa mediante el logaritmo de la 
función homográfica 


1 1+!1 
w=Árctg2= 7 Ln E ¿ (5.6:8) 

Proponemos al lector verificar que Arclg 2 posee solamente dos 
puntos de ramificación: +i. Los recintos más simples en los cuales 
se pucden separar las ramas unilormes de Arctg z, son: el rocin- 
to D cuya frontera cs cl segmento infinito A del eje imaginario 
que une los puntos de ramificación —1 y+!1, y el recinto d cuya fron- 
tora es el segmento finito 6 que une los mismous puntos. 

El lector verificará luego que Jas ramas uniformes de Arctg z. 
en el recinto D transforman este recinto binnívoca y conformemente 
en las franjas do anchura xt, paralclas al eje imaginario: 


ki—F<u<ki4+z  (k=0, +1. ...) 


y las ramas uniformes de esta función en el recinto d transfurman d 
en las franjas semejantes kn < u < (k — 1) x. 

5.7. A continuación necesitaremos la transformación roalizuda 
por la función w = z — Ln z, o más exactamente, por $u rama uni- 
forme en el semiplano superior 


w=2+l1nz. (5.7:1) 
Haciendo z=ret?, obtenemos: 
u=rco0s0+Inr, v=rsen0 +0 (0<O0<H). (5.7:2) 


Consideremos las imágenes de los rayos Q = const. Las ecuacio- 
nes (5.7:2) determinan estas imágenes, donde r desempeña el papel 
do parámelro, que varía desde O hasta oo. 
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Si 90 =0, entonces u =r+linr, v=0 y como r + lnr crece 
desde —oo hasta co, cuando r varía desde O hasta oo, la imagen de! 
rayo Y = 0 es todo el cjo real en el plano w. Si U = n, entonces 
u=—r- lar, v=xwuv, y resulta una semirrecta paralela al eje 
real —o <ux-—1, v = 1, doblemente recorrida por el punto w 
cuando z recorre una sula vez cl rayo Ó = x. Sea, finalmente, 0 < 
< 0 < yn. La segunda de las ecuaciones (S.7:2) muostra que y crece 


U 


0 u 


FIG. 44 


desde el valor 0 hasta co, cuando r varía desde O hasla oo. Expre- 
sando r mediante yv y O de cata ecuación y poniéndolo en la primera 
de las ecuaciones (5.7:2), obtenemos la ecuación de la imagen del 
rayo 0 == const en la forma siguiente: 


u = (uv — 0) cotg 0 In 25, OZ<L<O0. (5.7:3) 


El lector se cerciorará fácilmente de que la ecuación (5.7:3) 

representa una curva, que posee la asíntota v = 0, que toda la 
e -. o . É 7 JT . 

enrva está situada por encima de la asíntota. Si0 <80 3 + tnton- 


cos su eroco desde —oo hasta oo, cuando yv crece desde O hasta oo. 
. ros 
y si p< 0 < 71, entonces u crece desde —oo hasla el valor máximo 


de in (2)! que se alcanza para v = 0 — tg 0, y después 


decrece hasta —oo. ln todos los casos cstas curvas lienon dirigida 
la convexidad hacia la derccha (fig. 44). 

Consideremos a u en la ecuación (5.7:3) como función de 0 paro 
un valor fijado de v= vw (0<0< min (07, 1)). Aplicando la 
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dorivada observamos que u es monótona decreciente *); por esta 
razón, dos puntos distintos z” y 2”, situados en distintos rayos 
0 =0'"y0 =0", no pueden tener urna misma imagen W, = Uy Y o. 
Pero dos puntos z” y 2”. situados en un mismo rayo, tampoco pueden 
toner imágenes iguales; en ctecto, como ya se vio, el punto w = 
= u + iv recorre de un modo monótono la curva (5.7:3), que carece 
de puntos múltiples, cuando r = |z | crece desde O hasta oo. Do 
aquí se deduce que la función w= z + Inz cs univalente en el 
semiplano superior; ésta transforma conformemente el semiplano 
en el recinto D que se obtiene del semiplano superior w oxcluyendo 
la semirrecta —0o <u < —1, U = 5. 
Haciendo z = e!, so obtiene la función: 


wo. e+!, (5.7.4) 


la cual, como fácimento verificará ol lector, transforma conforme- 
mente la franja U0< Im ¿ < x en el mismo recinto D. 

Observando que la función (5.7:4) en puntos simébricos respecto 
del eje real toma valores conjugados, sacamos la conclusión de que 
ésta transforma la franja —x < Tm t < 6 en el recinto D*, simé- 
trico con D respecto dol eje real. Como esta función transforma 
biunívocamente el eje'rcal, la misma realiza una transformación 
biunivoca de la franja —1a < Imit<x en el recinto que se ob- 
tiene del plano w excluyendo dos rayos: —oo < Row< —1, 
lmw=x y —o<Revwe< -—1, mv —rx. 


e 1 
*) G- A EAS para 0 <9 < min (o, mn). 


Como muestra la fórmula (5.7:3), al crecer 0 en el intervalo indicado, u decrece 
desde +00 hasta —>0, sil v Xx, y dosdo +oo hasta —1, si v = x. 


CAPITULO 
TERCERO 


INTEGRALES Y SERIES 
DIE POTENCTAS 


$ 1. CURVAS RECTIFICABLES. INTEGRALES 


1.1. Seal: z=14(0), a << B una curva continua. Á cada parli- 
ción del segmento la, f4) en segmentos parciales [%,, %r+il (k = 
=0,1, ...,R=1p Ag = ALZA... <a, =f)  corros- 
ponde una partición de la curya £L cn arcos parciales 0, (4 = 
=0,1,2,....n —4), con los puntos ¡iniciales z, = A (ua) 
y Jos puntos finales zr4, = A (%r.+4); el punto final de cada arco 
(a oxcepción del último) coincide con el punto inicial del arco que 
le sigue. Uniendo los puntos Zo, Zj, Z2, ---, 2,-1 €n Su orden 
mediante segmentos rectiliíncos, obtenemos una poligonal Á inscrita 
en la curva £. Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los 
arcos O,. Evidentemente, la longitud de la poligonal A 03 igual 
n—1 


a Y [Za+1 — Za |. Si esta magnitud, independientemente de la 
kl 


partición considerada, queda acotada: 


n— 1 
> | Zn —2a | LC < Oo, 
h=0 


la curva £ se llama rectificable, y el exbremo superior de 
las sumas indicadas se llama longitud de la curva. 
Si existen particiones del segmento la, fl para las cuales las sumas 
correspondientes, es decir, las longitudos de las poligonales inscritas 
en la curva, son arbitrariamente grandos, se dice que la curva no 
es rectitical!e. En este caso, a Clla no se le atribuye nin- 
guna longitud, o bien, se supone que la longitud de la curva L es 
infinita. 

lss fácil verificar que la longitud de una curva rectificable es el 
límite de las longitudes de cualquier sucesión de poligonales inscri- 
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tas, cuando la longitud máxima de Jos segmentos que corresponden 
a la partición dol segmento [a, fl, tiendo a cero. 

Una clase particular de curvas rectificables son las curvaslisas 
(arcos elementales). Una curva continua £ se llama lisa, 
si entre sus distintas representaciones paramétricas oxiste al monos 
unaz=4(1),a <t<P, para la cual A (£) posee derivada continua 
y Qiferente de cero en todo el segmento [a, Bl). 

El significado geométrico do la curva lisa queda claro del 
ap. 2.1 del segundo capítulo. 

Precisamente alí se demostró que la existencia de la derivada 
A” (t0) + 0 significa que Ja curva posee tangente en el punto zp -. 
= A (to), la cual forma con el eje real un ángulo igual a Arg A” (20). 
Por lo tanto, una curva lisa posee tangente en cada punto. Si f 
varía continuamente desde au hasta B, entonces z describe una curva 
desde el punto inicial hasta el final, variando también A” (£) conli- 
nuamenute, sin anularse, por lo cual varía también continuamente 
Arg 4” (0%). Esto significa que la pondiente de la tangente a una 
curva lisa varía continuamente cuando el punto de contacto se des- 
plaza continnamonte a lo largo del arco. 

Para la longitud 1 de una curva lisa £L, en el cálculo integral se 
deduce la conocida fórmula 


B 
| VIFOPT OP dt. 


u 


Esta fórmula puede escribirse en una forma más compacta obser- 
vando que 


)()=x2 (1) iy (1) y 14 (2) [8 =[2 (2) + ly” (032; 
entoncos obtenemos: 
B 
¿=| 12 (2) | e. 


u 


Una clase más general que las curvas rectificables son las curvas 
lisas a trozos (curvas clementalos). 

Una curva continua L se llama lisa a trozos si está lormada por 
un número finito de curvas lisas, o, oxpresándose con más precisión, 
si: para una representación paramétrica suya 23 =14(f), a <t<S f, 
el segmento la, fl pusee una subdivisión en un número finito de 
segmentos [a,, aya) (2 =44 ZA ... LOAn = f), en cada 


*) Arg (£) = Im (Ln [A (2)]), y como 2' (1) varía continuamente, sin 
anularso, Ln [A (£)) y, por consiguiente, también Im ( Tn (A” (291) varían con- 
tinuamenle. 
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uno do los cuales A (t) puses derivada continua y diferente de curo. 
De esta dofinición se deduce que una curva lisa a lrozos puede no 
poseer tangento en los puntos £, = 2 (a,) (k =41, 2, ..., m — 1), 
pero en cada uno de estos puntos existen las Ltangentes «a Ja izquierda» 
y «a la derecha», do modo que los puntos indicados son puntos 
angularos de la curva )isa a trozos. 

Para la longitud / de la curva lisn a trozos sigue siendo válido 
la fórmula anterior 


¿= Y |A' (2) | dz. 


GD 


Claro que con las curvas lisas a trozos no se agota toda la clase 
de las curvas rectificables. Pur cierto el lector que no conozca las 
curvas rectificables cn toda su amplitud puede sustituir para sí en 
la oxposición ulterior, el concepto de curva rectificable por el con- 
«opto más estrecho de curva lisa a trozos. 

Sea £ alguna curva rectificable z =1 (1), 0 <t<B, y P (2) = 
= P (x, y), Q (2) = Q (x, y). dos funciones reales definidas y con- 
4inuas cn osta curva. Dada una partición arbitraria del segmento 
fa, fp] on segmentos [2,, ayi), k = 0,1, 2, ..., n — l, Lomomos 
on los arcos 4, con los extremos Za = Za + [Ya Y Zr+1 = Zarr + 
+ tYa+1 sendos puntos: Za = En — ¿Na = A (Ta) (%a < Ta < Lata) 
y formemos para las funciones P y Q la suma integral respectiva 


n-i1 

2 [2 (E4, 9) Cirra — 24) + Q (En, Ma) (Yari — Ya))- 
En el cálculo integral se demuestra *) que para cualquier sucesión 
«lo particiones del segmento [x, fl en segmentos cuya longitud máxi- 
ma tienda a cero, Jas sucesiones de las sumas integrales respectivas 
ticoden a un mismo límite. Este último se designa así: 


| Ple, dz+0(=, y) dy 


L 


y se llama inbegral (curvilínea) de ? dx +0Q dy a lo largo de la 
curva £. 

Basúndose en este hecho, on el siguiento apartado introducire- 
mos ol concepto de integral de una función compleja a lo largo de 
una curva rectificable. 

En particular, si L es una curva lisa a trozos, la integral curvi- 
línea se puede expresar mediante la integral definida de una función 


*) Véaso, por ojomplo, Ch. de la Vallée Poussin, Cours d'analyso infinité- 
simale, Vol. 1. 
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do parámetro ? del modo siguiente: 


| P (x, y) de--Q (z, y) dy 


(P lx (2). y (12 (040 (0, y (2) y” (09) de. 


2 "TD 


1.2. Sea L: 2=2(0., 2<S< ff), una curva rectificable y 
f (2) = u (zx, y) — iv (x, y), una función definida y continna on £. 
Consideremos alguna partición de la curva L on arcos 0, (aquí so 
conservan Jas designaciones del precedente apartado) y formemos 
para la función f (2) la suma integral correspondiente: 


n—1 


S = 2 1 (En) (La+1 — Za)» 


Cada término de esta suma cs el producto del valor de f (3) en cierto 
punto ¿a del arco o, por la diferencia de los afijos de Jos puntos ini- 
cial y finnl do este arco. Introduzcamos para abreviar las siguientes 
designaciones: 


U (En, Me) = Un)  UlEns MR) TR Eno Tari — En —= ÁLs  Yngs — Yn= NYn> 
Entonces tendromos: 

Í (Er) + Un Uno Zar1 — Zn = Axa + 1AYa 
y, por consiguiente, 


n— 1 


n—1 
S= Y 1 (60 (2) = 2) (uu + 101) (Az, Ay) = 


n-1 n—á 
=> Le (EAZA — OKA Y 1) + 1 e (1,AZ), + URA Y»). 


De aquí so ve que las parles rcal e imaginaria de la suma inte- 
gral S son sumas integrales furmadas para la misma parlición de la 
curva £ y para los siguientes pares de funciones reales: la primora, 
para u (x. y) y —v (x, y), y la segunda, para y (7, y) y u (zx, y). 
Como las [unciones u (7, y) y v (z, y) son continuas (debido a que 
f (z) es continua), y la curva £L es rectificable, las sumas integrales 
indicadas tenderán hacia unos límites determinados al disminuir 
indefinidamente las particiones de la curva (es decir, cnando la 
máxima diforencia de los valores contiguos del parámetro ¿ liende 


14-1199 
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a cero); tenderán precisamente a 


j u(x, y  de—v(x, y) dy y j v(r, y) de -u(z, y) dy. 
L L 
Do aqui se deduce que, cn las mismas condiciones, la suma 


integral de la función compleja f(z) también tiende a un límite 
determinado y este límite es 


) u(z, y) dr—o (z, y) dy + i j v(x, y) d+ u(z, y) dy. 
L FA 


131 tímite indicado se designa mediante | f(z2)dz y se llama 


integral de la función f(z), tomada a lo largo de 
(o sobre) la curva £. 
Asi, pues. 


»n—it 


| 1 (2) dz=lim $] 1 (60) (2.1 — 20) = 
L h=0 
.= j u(x, y de—v(z, y) dy+i | vr, ydr+Tu(r, y dy. (1.2:1) 
L L 


Vemos, que el cálculo de la integral de una función compleja 
puedo reducirse al cálculo do dos integrales curvilíneas de funciones 
ronlos. 

En el caso particular, cuando ZL es un segmento del eje real 
asasSb,z=xw y f(2) = Í (2), donde f (7) cs una función real, 
obtenemos según la delinición admitida: 


n-—i1 
j f(x) dx - lim >) F(En) (Ens — La). 
f. kwmi) 
Y 
Poro, procisamente asi se expresa la integral definida | Í (x) dz. 
a 


Por consiguiente, 


b 
Vf (a) dz $ fia) dz, (1.2:2) 
L a 
y la inteyral definida do una función real de variable real resulta 


ser un caso particular de la integral de una funcion compleja a lo 
largo do la recta. Cuando L es, como antoriormen!le, un segmento 
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del eje real, pero la función Í (x) es compleja: f (1) = u (1) + tv (z), 
obtenemos: 


na—i 
[1 (2) dz= lim Y) (Ea) + do (6)! (aa. — 24) = 


Í, Ha () 
n—i n— 1 
== lim dy 4 En rss — xy) + i lim > v (8a) (Zr+ 1 — Ta) = 
= 0) 
, h=0 ! R h 
= j u (2) du -+ i j v (1) de. (1.2:3) 


Considerando el caso más general, cuando £ es alguna curva 
lisa a Lrozos, podemos sustituir cada una de las integrales curvilíneas 
en el segundo miembro de la fórmula (1.2:1) por su integral definida 
correspondiente de la función de la vaciable real £; entonces obtene- 
mos; 


B 
[rt az= $ qulzto, y (01 (O—vlz (0. y (dy (O) at 
L “4 


B 
+14 (olrto, y (012 (04 ulz(0), y (ty (epa. (1.2:4) 


Comparando el segundo miembro de esta fórmula con el segundo 
miembro de la fórmula (1.2:3), podemos considerarlo como la inte- 
gral de la función compleja: 


lu (2 (2), y(t))x"(2)—o[x(t), y(Dly (10) + 
+ifolz(t), y) Y (1) +ulx(t, ytt) y” (1)) = 
= (u [5 (1), y (6)]—iv[z(t), y (1))) (x* (€) + iy" (9) =7 [2 (£)1-4 (6) 
a lo largo del segmento del eje real 6: ax, to.f, 
po consiguiente, la fórmula (1.2:4) puede expresarse en la 


| Hz) ds = | FI (2)1-2 (e) de. (1.2:5) 


Aquí, el segundo miembro se obtieno del primero sustituyendo: 
primero, la curva £ por el segmento ó del ejo real y, segundo, z 
por 2 (t) y dz por 4” (£) dl. Su prioridad ante el primer miembro 
consiste en que, después do separar las partes real e imaginaria bajo 
el signo de la integral, ésta se escribe inmediatamento on forma do 
dos integrales definidas de funciones reales del parámetro £ (véase 
el segundo miembro de la fórmula (1.2:4)). 


14* 
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1.3. Enumeremos las propiedades elementales de las integrales 
de las funciones complejas: 


a) j $ (2) de =/ (2) dz. (1.3:1) 
L= 


Aquí, se designa con £_ la curva qhe se diferencia de L sola- 
mente en el sentido del recorrido. 


pj fu a=S 19445 /()d24...+ | f()dz.  (1.3:2) 
L Li L2 Lm 


Aquí, L,, La, .. ., Lin SON arcos que se oblienen al hacer alguna 
partición de la curva L en partes; el origen del arco £;, coincide 
con el origen de la curva £, el origen del arco L,+, con el extremo 
del arco £L, (k = 1, 2, ..., m — 1) y ol extremo del arco L,, con 


£l extremo de la curva £. 
mn 


c) j Cf (2) de — YC,] f, (2) dz. (1.3:3) 
1 j=1 


L j= L 


Aquí, f1 (2). .... f,, (2) son funciones definidas y continuas 
on £, mientras que C,, ..., C,,, son constantes complejas. 

Cada una de estas Lres propiedades se verifica fácilmente, bien 
pasando a las integrales curvilíneas según la fórmula (1.2:1) o bien, 


inmediatamento, basándose en la definición de la integral Ñ f (2) dz 
L 
como el límite de la suma integral. 
Frecuentemente suelo ser necesario acotar superiormento el 
módulo do la integral. Con coste fin, ante todo se usa Ja desigualdad 


d) | j f (2) del < ] |f (2) | ds. (1.3:4) 
L 


Aquí Y 17 (5) | ds es la integral curvilínea de la función real 
L 


(no negativa) continua |f (2) |, tomada a lo largo de la curva £, 
n—1 


os decir, us el límite: lim E! f (ta) | la, donde 1, es ln longitud del 


arco Or, y La es. como anteriormonte, un punto de este arco. 
Para demostrar la desigualdad (1.3:4), acolemos el módulo de 
n— ] 


la suma integral 2, / (Lx) (2x+1 — Za). Se tiene: 


ni n—1 n-1 
| 20 ña 1 2 176011200 — 241 < 2, 1/68) 114 
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Pasando a límite en ambos miembros de esta desigualdad, supo- 
niendo que la partición disminuye indefinidamente, resulta: 


[$ 1t0 az | 1601 8s 


J. 


como se quería demostrar. 
Ordinariamente, la integral que figura cu el segundo miembro 


suele escribirse en la forma ¡ If (2) | az |. La desigualdad (1.3:4) 
L 


toma cnlonces la forma 


d”) | (az < | 1f (2)11d24. (1.3:4”) 
L 


Con más frecuencia que la desigualdad (1.3:4) o (1.3:4”), suele 
usarse otra acotación más grosera. Supongamos, para esto, que en 
todos los puntos de la curva £ la función f (z) satisface a la desigual- 
dad 


11 ls M 
(aquí se puede tomar por M, por ejemplo, max |f(z)|). Iintonces, 


para el módulo de la integral de f (2) obtenemos: 


e) | f (2) dz |< MI, (1.3:5) 


donde ¿ es la longitud de la curva Z. Para obtener osta desigual- 
dad es suficienle observar que 


n—1 


n—1 n— 1 
| Ei 20 1 Y YE] — 22 1 M DY) [2022 |< MI, 
kma() hk=0 hu=0) 


y pasar a límites. 

Todas las propiedades enumeradas son exactamente análogas 
a las propiedades correspondientes de las integrales de las funcionos 
reales. 

Es necesario señalar una de las propiedades importantes de 
las integrales de las funciones reales que no se vorifica inmediata- 
mente para las integrales de las funciones complejas. Se trata del 
teorema del valor medio (primer teorema del valor medio), según 
el cual, en el caso más simple 


b b 
| 1d=J(0 | d=1(0) (6—a), 
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donde a < 1 < b (la función f (t) os continua en el segmento la, b)). 
d 
1)e éste, en particular, se deduce que la integral Ñ f (t) dt no puede 


a 
anularse si la función continua f (() no se anula en ningún punto 
del intervalo (a, b). Paro esta última conclusión no puede aplicarse 
a las integrales de las funciones complejas, incluso cuando se limita 
la integración a un segmento del eje real. 


Examinemos, por ejemplo, la integral | exp (21ix) de, tomada 
g p 


L 
a lo largo del segmento del eje real L:0 < x< 1. Como exp (2xu1x) = 
= cos 21z + ¿sen 217, según la fórmula (1.2:3), se tiene: 

1 1 


| exp (211) dí = j cos 211 dx + j sen 211x dx = 0. 
L 0 


0 
Sin embargo, oxp (21 1:x) no se anula en ningún punto del segmento L. 
Por lo tanto, la consecuencia indicada anteriormente del teoroma 
del valor medio no es aplicable a las integrales de las funciones 
complejas; por esta razón, el mismo teorema del valor medio tam- 
poco es aplicable generalmente a las mismas. 

He aquí unos cuantos ejemplos de cálculo de las integrales cle- 
mentales de las funciones complejas. 


n— 1 
1) ) ás = lim 2 (2m+1 — 2n) == lim (2h — Zo) = Z— Zo» 


donde z, es el punto inicial y Z, el punto final de la curva £. 
En particular, si la curva L es cerrada, entonces Z = zo y la 
integral se anula: 


$ dz=0. 
1. 
. n—1 n—1 
2) | 2zdz=lim >? Za (2441 — 21) = lim $ Za+1 (Zr+1 — Za) - 
L R=0 h=0 


Aquí, para una misma partición de la curva L suponemos una 
vez que el punto £, coincido con el punto inicial z, del arco 0,, y la 
otra vez, con el punto final z,+, del mismo arco. Como los límites 
de una y otra sumas integrales son iguales, su media aritmética 
tendrá el mismo límite: 

n—i ni 


ás lim > (21 +24) (240 22) =5 lim S (241 —2h) = 
ko K=0 


u/ 


= 5 Lim (2% — 23) = 7 (2? — z5). 
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En particular, si / es una curva corrada, de nuevo obtenemos 
que se anula Ja integral: 


| 10 di=0. 
3) ' E 


y 2—«a 
f. 

donde L: z=a +rexp (it), 0<t<2n, es una circunferencia 
con el centro en a y de radio r, recorrida una vez en dirección posi- 
tiva. 

Hagamos el cálenlo por dos métodos distintos. 

Para obtener una suma integral que sea lo más simple posible, 
dividamos L cn nr arcos iguales por los puntos: 


2 =2 +], a=0+rexp (7) , 
magro), 0, qa 4rexp [1 20703) 
y pongamog también 
Zn = Zq = 4 +7. 


PAT, 
Finalmente, tomemos por puntos €, en los arcos z,Z,, los puntos 
enedios de estos arcos: 


th=a4rexp ¡CAD (0,4, 2, 18). 


Entonces 
ls 4 4 . (2k-1) 
Í (Sn) == | —i A] 
y 
n—1 
y F (En) (Ens — Zn) = 
R==(0 
n—1 0 
4 q ”) 
= Y exp[ —i Ad 1] [exp i EA] xp ( ci a 
h=0 
n—] n—i 
= » [exp =—exp ( 5) =2i > sen —= 2in sen - ¿ 
har) h==0 
Por consiguiente, 
Sd a sen — 
| — = lim 2ín sen — = 210¿ lim = ¿nu 
24 n= is n-—oc 


rn 
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Este mismo resultado puede obtenerse aplicando la fórmula 
(1.2:5). Se tiene: 
2=2(t)=a+re%, 1 (t) =irel' 


y, por consiguiente, 


de ata 
¡=> di ¡Ya 


L 


Aquí Ó designa el segmento del eje rcal desde O hasta 21. Por lo 


2% 
tanto, j di = | di =2n y, finalmente, 
6 u 
dz , 
j ae = 2x5. 


. 
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2.1. El teorema, cuyo enunciado y demostración daremos ahora, 
es uno de los fundamentales en la teoría de las funciones analíticas. 
Teorema integral do Cauchy. SiG es un recinto 
simplemente conexo del plano finito y f (2) es una función uniforme 
y analítica en este recinto, entonces para cualquier curva rectificable 


y cerrada L, perteneciente a (2, la integral Ñ J (z) dz es igual a cero. 


E 

Con ciertas restricciones complementarias, este teorema puede 
obtenerse fácilmente de la conocida fórmula de Green. lista fórmula 
tiene la forma 


f P (2, y) dx—Q (2, y) dy = í/ (SS) az dy, 
5 8 


dunde g os el interior de la curva clemental de Jordan cerrada 
L, P (zx, y y Q (2, y) sou funciones continuas en L y en su interior 
Ñ 90 6P ' 
junto con sus derivadas parciales 55 y a Y finalmente, la inte- 
gral curvilínca cn el primer miembro se toma en sentido positivo, 
es decir, en dirección contraria a la del movimiento de las agujas 
del reloj. 

Escribamos la integral y 1 a) dz según la tórmnla (1.2:1): 

L 


) J (2) dz = | udo—vdy> ¿| vdr+udy. 


L 
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Para aplicar a las integrales del segundo miembro la fórmula de 
Green, exijamos que la ecneva Escu de Jordan y lisa a trozos, y luego, 
que las derivadas parciales de las funciunes u (x, y) y v (z, y) sonal” 
continuas en el recinto G. Como 

s _ du , ¿dv _ 00 . du 

le in aii lr E e 


lo último que se exige equivale a que f' (z) sea continua en cel rocin- 
to G. Como el recinto G es simplemente conexo y la curva de Jordan 
cerrada L pertenece a €, el interior de la curva £, es decir, el recin- 
Lo g. también pertenece a G. Por consiguiente, las derivadas parcia- 
les de las funciones u (x, y) y v (x, y) existen y son continuas en 
todos los puntos de la curva L y cn su interior. Según la fórmula de 
Green, obtenemos: 


| udo—vdy= NN —H— 4) dz dy, 
L 


| vdx+udy= 5 $ (5-37) dx dy, 
l 


y como las expresiones que iaa bajo los signos de las integrales 
dobles, en virtud de las ecuaciones de D'Alembert-Euler, se anulan, 
las integrales curvilíneas examinadas también son iguales a cero. 


Por esta razón es también igual a cero la integral | f (2) dz. 


L 

No obstante, no nos quedaremos satisfechos con el resultado 
obtenido y nos dedicaremos a domostrar el teorema de Cauchy en 
la forma que se enunció anteriormente, es decir, sin exigir ni que 
Ja derivada de f (2) sea continua, ni que la curva £ sea de Jordan 
y lisa a trozos. 

2.2. Lema. Si F (2) es una función continua en un recinto , 
y TD es alguna curva rectificable sttuada en este recinto, entonces para 
cualquier € > Ú puede asignarse un Ú tal, que para cada partición 
de la curva Y en arcos de longitud menor que d, la poligonal respectiva 
inscrita y estará contenida en el recinto G, y la diferencia entre las 


integrales | F (z) dz y | F (z) dz será en su valor absoluto menor 
p Y 
que €: 
| ' E (2) da — | Je (2) dz | < e. 
Tr ? 

Demostración. En virtud de la proposición tb) del ap. 4.5 
del primer capítulo, en el recinto G se puede señalar un conjunto 
acotado y cerrado E, para el cual todos los puntos de la curva TP 
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Son interiores; además, existirá un número positivo p tal, que cada 
círculo do radio p con el centro en un punto cualquiera de lá curva T 
pertenecerá a este conjunto E. Fijando el conjunto E y tomando 
un número positivo arbitrario e, determinemos (en virtud de la 
continuidad uniforme de la función F (z) en ol conjunto cerrado E) 
un 6, > 0, tal, que para cualquiera par de puntos z” y 2”, que porte- 
nezcan a E y satisfagan a la condición | 2” — z" | < Ó6,, se cumpla 
la desigualdad 


a) PA) |< (2.2:1) 
-dondo ¿os la longitud de la curva TP. 

Tomemos ahora un número positivo 3 tan pequeño, que se cumpla 
la condición 4 < min (6, p). Fijemos una partición cualquicra de 
la curva T cuya máxima longitud de los arcos O, (kk = 0, 1, ... 

., 1 — 1) sea menor que el 6 indicado, y scan fa los puntos que 
realizan la partición, y ya, las cuerdas de los arcos 0, (51 es el ori- 


gen y En+ss el extremo de y»). Designando con y la poligonal cuyos 
ladog sucesivos son y», O 


np > Ñ dead” bid 1d 


4, 
< y Mi F (2) a F (2) ds | (2.2:2) 
k=0 0, 
Observando que | F (ta) dz = Í F (En) dz =F (La) (Ens — La) (véaso el 
9% Ya 


ejemplo 1) ap. 1.3), hallaremos: 
| Pa Í F (1) dz | = 
% 


-| í [F (3) —F (Ea)1 d2— | 1P (2) —£ (ta) da |< 
YA 


<| í W (2) —P (tm) da|+| Sra P(ta)1dz| .. (2.2:3) 


Las diferencias baje los signos de las les pueden acotarse 
según la fórmula (2.2:1), puesto que la distancia entre cualquier 
punto do g, o de ya y el punto Za es menor que 6,. Por esta razón, 


| ' F (z) dz — | F (2) dal < 37: long. 0; + yy "long. ya < $ :long. Gh» 
%% Ta 
(2.2:4) 
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y, por consiguiente, la desigunidad (2.2:2) nos da: 
: n-—1 
Ml F (2) dz — Í FF (2) dz| < Y) F-1ong. 01 =+. (2.2:5) 
r yl k=0 


Con esto se termina la demostración del lema. 

2.3. Hagamos ahora la propia demostración del teorema inte- 
gral de Cauchy. Primero lo demostraremos para las líneas poligona- 
les y después, aplicando el lema del ap. 2.2, estudiaremos el caso 


ÓN 
LENIN, 


FIG. 45 


más goneral. La domostración misma del teorema para las poligo- 
nales cerradas la dividiremos en etapas separadas. 

a) Biángulo. Sea £ un segmento rectilíneo y, recorrido dos 
veces cn direcciones opuestas. Entonces 


¡rta | 104] 1634) 1() d:— | (0010. 


v Y Y ? 


En este caso elemental no tuvimos que recurrir siquiera a la 
derivabilidad de la función f (z). 

b) Priángulo. Como ya se verá en el proceso de la domos- 
tración, esto caso es el fundamental, y en él tendremos que basarnos 
esencialmente en el hecho de que la función f (z) es derivable. Así, 
pues, sea L el contorno de un triángulo situado en el recinto G, 
recorrido una vez en una dirección determinada (por ejemplo, en 
dirección contraria a la del movimiento de las agujas del reloj). 
Hagamos: 


|| 1 (2) a] =M(2>0). 
L 


Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el triángulo, median- 
te segmentos rectilíneos que unan Jos puntos medios de sus lados, 
en cuatro triángulos iguales con los contornos £”, £”, E” y LIV 
(fig. 45), y formemos la suma de las integrales tomadas sobre £”, 
E”, L'” y LV en las direcciones señaladas en el dibujo con flechas 
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(cada una en dirección contraria a la del movimiento de las agujas 
del reloj). Obtenemos: 


| rm dr+ $ f(3) da 4 | $(2) d2+ ! f(e)dz.  (2.3:1) 
L: L” E» LIV 


Cuda una de estas cuatro integrales puede sustituirse por la 
suma de tres integrales, tomadas a lo largo do los lados de los trián- 
gulos considerados. Seis de estas integrales, tomadas sobre los seg- 


mentos situados subre £, darán al sumarlas la integral | f (2) dz. 


Las otras seis se dividirán en tres pares de integrales, cada par do las 
cuales se loman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direc- 
ciones opuestas (estos seginentos no están situados sobre L). Eviden- 
temente, la suma de cada par de éstas es igual a cero. De aquí se 
deduce que loda la suma (2.3:1) es igual a una solu integral, y como 
el módulo de la suma no supera a la suma de logs módulos de los 
términos, se tiene: 


M=|f 143 |< 
L£ 
<|] J (2) d2| +| ' (2) dz] 4-| $ f (2) dz| +| | Ha) dz]. (2.3:2) 
ES i- L*" LIV 


De la última desigualdad sacamos la conclusión de que al menos 
uno de los lérminos del segundo miembro tienc que ser no menor 


que > . Designando el circuito correspondiente mediante L, (L, coin- 
cide con L”, L”, L'” o EV), obtenemos: 


$7 a ><. 


L ») 


Hagantos abora con el triángulo £, lo mismo que se hizo anterior- 
mente con el triángulo L, es decir, dividámoslo en cuatro triángulos 
iguales: L;, LE, £;" y LY; observemos que la integral sobre £, es igual 
a la suma de las cuatro integrales sobre £L,, £;, £L;”” y LIV (tomadas 
en un mismo sentido: en dirección contraria a Ja del movimiento 
de las agujas del reloj), y, finalmente, saquemos la conclusión de 
que el módulo de una de estas úllimas será no menor que naa ; 
Sea ésta la integral a lo largo de L» (Ly cuincide con L;, £;, L;” 
EY). Entonces, Lendremos: 


[10d >> 
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Continuando estos razonamientos, oblendremus una sucesión 
de triángulos con los contornos Ey, La, .. .. £n, . . ., que salistacen 
a las siguientes condiciones: 

1) Cada triángulo siguiente está contenido en el anterior y se 
obtiene do éste uniendo con segmentos rectilíneos los puntos medios 
de dos de sus lados; en particular, de aquí se deduce que la longitud 


del circuito Ln — designémosla cun ¿,— es dos veces menor que 
¿ 


la-1 y, por consiguionte, !/, = 2ñ > donde ¿ es la longitud del circuni- 
to £. 

2) Cada uno de Jos triángulos está contenido on el recinto G, 
esto se debe a que L está contenido en G, por lo cual (como el recin- 
to G es simplemente concxo) el interior de £ también tienc que per- 
tenecer a G. 

3) La integral de f (z) a lo largo de £, satisface a la desigualdad 


| (1d )>+ (m=1,2,...). (2.3:3) 


Lu 


De la propiedad 1) se deduce que los triángulos considerados 
«ciñen» a un punto £, perteneciente a cada uno de los triángulos (éste 
puede estar situado cn el interior de L, o sobre L,) 

En virtud de la propiedad 2), el punto í porlenece al recinto G. 
Por consiguiente, según la hipótesis del teoroma, la función f (z) 
posee derivada f” (7) en el punto £, y para cualquier e > (0 se puede 
señalar un d tal, que cuando sea |z — E | < Ú, so cumpla la dosi- 
gualdad: 

OI 
2—E 

Como cl punto y pertenece a cualquiera de los triángulos consi- 
derados y éslos «ciñion» a este punto (las longitudes de Jos circuitos £L,, 
tienden a cero) resulta que, cumenzando desde cierto n > N, estos 
triángulos estarán contenidos por completo en el círculo | z — [| < 
< Ó, y, por consiguiente, para todos los puntos z, pertenecientes 
a L,, se cumplirá la desigualdad (2.3:4). 

Escribámosla en la forma: 


1H) —I (0) 5) (6) | <e]z—6l. 


Observando que la distancia |2—E¿| entre dos puntos de un mismo 
triángulo es menor que el perímetro de este triángulo, es docir, 


es menor que 


| <e. (2.3:4) 


, Ohtencmos: 


yn 


MOHO) F 0-03» 2€lm n>N. (2.3:5) 
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llallando ahora la integral do la función f (2) — f (E) —f" (€) (2— £) 
a lo largo de la línea cerrada £,,, resulta: 


O 0-F06—-t1d= 


En 
=  1(34— 10) | 21 (0) | 20231 (y) pa] F(2) de. 
Ln Ln Ln La n 


(2.3:6) 
Aquí hemos aplicado el hecho de que las integrales ) dz y J 2 dz 


son iguales a coro (véase los ejemplos 1) y 2) del ap. 1.3). Por consi- 


guiente, en virtud de (2.3:6), (2.3:5) y de la de igualdad (1.3:5), 
obtenemos: 


100-101 0-10 6-014|<ezot— 


+1 La 


=6€ 30 3 =l 7 ¿ (2.3:7) 


Como complemento a la desigualdad (2.3:3), dunde los números 
Fr se acotaban suporiormente por el módulo de la integral sobro 
L,, hemos conseguido obtener la desigualdad (2.3:7), donde este 
módulo se acota superiormente por los números e . Confrontando 
las desigualdades (2.3:3) y (2.3:7), deducimos que 

M<oel?, 
o bion, haciendo a e tender a cero: 
M<O0. 


Pero M no puede ser menor que cero. Por consiguiento, 
s 


M=| ir (2) dz| 0, 
L 


con lo cual se termina la demostración del teorema integral de 
Cauchy para el caso de un triángulo. 

c) Ahora estamos en condiciones de considerar el caso on que 
L sea una poligonal cerrada arbitraria situada en el recinto G. El 
problema consiste en saber descomponer tal poligonal en triángulos 
(para los cuales ya está demostrado el teorema). 

Comencemas con el caso en que L sca el contorno de un polígono 
convexo de n lados (n > 4) A74A1 . . - An-140, recorrido una vez 
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en una dirección determinada. Descompongamos el polígono en 
n — 2 triángulos mediante diagonales trazadas por el vértice Ay 
(fig. 46). Cada uno de estos triángulos pertenece al polígono dado y. 
por lo tanto, también al recinto G (dc nuevo empleamos que el 
recinto G es simplemente conexo). Por consiguionle, para los triángu- 
los obtenidos es válido el teorema que se demuestra. 


PIG. 46 FIG. 47 
Escribamos la integral de f (2) an lo largo de £ cn la forme 
signicnte: 
A AS) 
L AQÁA1A2 AzA0o A0fM2 A243...An-140 
2 a Aon243...An—14A0 
(ya que, por lo demostrado, = 0). Vemos, pues, que la inte- 


A2Ao 

gral sobre el contorno de e polígono convexo de n lados resulta 
ser igual a la integral sobre el conturno de un polígono convexo de 
n — 1 lados. De aquí, reiterando este razonamiento unas cuantas 
veces, sacamos la conclusión de que esta integral es igual a la inte- 
gral sobre el contorno del triángulo A,4,_24A7.1, es decir, es igual 
a cero. Por lo tanto, el teorema queda demostrado también para 
un polígono convexo arbitrario. 

Examinemos el caso en que 2 sea una poligonal cerrada arbi- 
traria, que no se corte consigo misma y sea recorrida una sola vez. 
De las hipótesis hechas se deduce que ésta es una curva de Jordan; 
por esta razón se puede hablar do su interior que, como el recinto G 
es simplemente conoxo, tiene que pertenecer a G. Demostremos que 
el interior de la poligonal L puedo descomponerso en polígonos 
convexos. Con este fin, observemos que un polígono convexo se 
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caracteriza por completo con que cada uno de sus lados puede pro- 
longarse en línea recta por cualquiera de sus dos vértices respeclivos, 
sin caer en esta prolongación en el interior del polígono. Por el 
contrario, entre los lados de un polígonv no convexo liene que haber 
alguno cuya prolongación caiga en el interior del polígono. Prolon- 
guemos cada uno de tales lados de uno o de los dos métodos posibles 
dentro de L hasta que nos encontremos de nuevo con L£ (fig. 47). 
De esta manera, el polígono inicial quedará descompuesto en un 
número finito de polígonos, cada uno de los cuales será convexo 


PIG. 48 


(puesto que, en virtud de la construcción hecha, ninguno de los 
lados puede prolongarse dentro del nuevo polígono). Pero la inte- 
gral sobre cada polígono convexo es igual a cero; por consiguicnle, 
éstos pueden dosprenderse uno a uno de todo el polígono sin cambiar 


ol valor de la integral O dz. En definitiva oblendremos quo 
L 
en este caso también es igual a cero Ja integral sobre £. 
Supongamos, finalmente, que £ es una poligonal cerrada arbi- 
traria. Según la definición, ésta consta de un número finito de 
lados Aj, Az, .. ., An, dados en un orden determinado, de modo 
que al extremo de cada uno es el origen del siguiente y el extremo 
del último lado coincide con el origen del primero (ap. 4.1 del 
capítulo primero). Algunos de los lados pueden tener puntos comu- 
ncs además de los indicados, es decir, la poligonal puede cortarse 
consigo misma; «adomás, algunos de los segmentos rectilíneos Á, 
pueden ser partes de otros segmentos v incluso pueden coincidir 
con ellos. Fsto significa que al recorrer la puligonal £, algunos de 
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los segmentos que la pertonecen pueden describirse parcial o com- 
plotamente unas cuantas veces (fig. 48). 

Para facilitar los razonamientos, los haremos respocto de nuestro 
dibujo, donde está representada una poligonal compuesta de ocho 
lados: A, = ArAdr+r ek =0,1,2,3, 4, 5, 6, 7; As = Ap), en la 
cual el lado 444, forma parte del lado As 45. Empecemos el movi- 
miento sobre L, comenzando desde Ap, hasta que un nuevo lado se 
encuentre por primera vez con uno de los lados ya reco- 
rrido. Jón nuestro caso, tal lado os AyA 3, que se corta con Á yA; en el 
punto 2. Entonces, la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer L, 
comenzando desde el punto B hasta el primer regreso a este punto 
(en nuestro caso, ol triángulo BA,A>), ropresontará una curva de 
Jordan cerrada situada en el recinto G. Por consiguionte, la integral 
sobre ósta será igual a cero y al excluir de L la poligonal indicada, 
el valor de la integral a lo largo de £ no variará. 

Ifesulta una poligonal £”, formada por los lados, escritos por 
orden, AB, BAz, AJAs, A¡As, AsAo, AgAr, Ar 49. El número de sus 
vértices y, por consiguiento, de sus lados, es al menos una unidad 
menor que la cantidad inicial, puesto que la parte despreciada de 
la poligonal L cra por lo menos un triángulo, de modo que fueron 
despreciados no menos de dos vértices, y en su lugar ha aparecido 
no más de un nuecvo vértice (B). 

Podríamos limitarnos a estos razonamientos, si el caso oxaminado 
Íuose el único posible. Pero existe otra posibilidad más, quo se 
observa en el caso de la poligonal £”. Flagamos de nuevo un recorrido 
comenzando desde Aj, a lo largo de los lados 4,B, BA;z, Ay As, 
A¿4s, AsAg. Hasta aquí no encontramos ninguna autointersección. 
Pero el siguiente lado 447 va dirigido por el lado A54g. de modo 
que nos encontramos con puntos interiores de los lados ya recorridos 
antes, es decir, con puntos de autointersección; sin embargo, ninguno 
de éstos es el primero (cel punto 4, que es común para dos lados 
consecutivos AsAg y AsA7, no es un punto do autointersección 
para L/'). 

Dobido a esto volvemos hacia atrás por el lado 4544, hasta que 
nos encontremos con el punto más próximo a 44 de los dos vértices 
contiguos A; y 47. En nuestro caso, éste será C = Az. La poligonal 
cerrada, compuesta de la parte del lado 4;4g, comenzando dosde 
el punto C hasta el vértice Ag, y de la parte del lado A¿A47 desde As 
de nuevo hasta el punto C, representa un biángulo, la integral sobre 
el cual es igual a cero. Por esta razón se puede excluir esta poligonal 
de L” sin variar el valor do la integral a lo largo de £'. Resulta una 
poligonal cerrada L”, iormada por los lados, en su orden, A¿B, 
BA, AzAs, Arás, As, CA. La cantidad de sus vértices y, por 
consiguiente, de sus lados, es una unidad menor que para la poligo- 
nal L', puesto que junto con el biángulo hemos despreciado un vér- 
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tice (40), sin introducir en su lugar nuevos vértices (C coincide con 
Az o, en otro caso posible, con As). 

Nuestro razonamiento es de mn carácter totalmente general. 
Después de repetirlo un número finito de veces obtenemos o una poli- 
gonal cerrada L%”, que es una curva de Jordan (en nuestro caso, tal 
es la poligonal 2”), o sino un biángulo. En cada uno de estos casos 
sacamos la conclusión de que la integral a lo largo de la poligonal 
inicial L es igual a coro. 

Así, pues, queda demostrado el teorema para una poligonal cerra- 
da arbitraria. Obsérvese que, extendiendo el teorema desde el caso 
de un triángulo hasta este último caso. nosotros no empleábamos 
ningún razonamiento de carácter teórico-funcional. Todos nuestros 
razonamientos eran exclusivamente de carácter geomélrico elo- 
mental. 

d) Consideremos, finalmente, el caso más general de una enrva 
reclificable y cerrada arbitraria £, perteneciente a un recinto CG. 
lón virtud del lema del ap. 2.2, para cualquier > 0 se puede soñalar 
una poligonal cerrada y, inscrita on £ y pertenccionte al recinto GC. 


a 


tal que las integrales | f (2) dz y | f (2) dz satisfacen a la condición 
L y 


IS F (2) dz — (1 ar]|<e. 
L 


Y 


Pero, según lo demostrado anteriormente, ¡ f(z)dz=0; por consi- 


? 
guiente, 


Ñ f(2)d2|<e. 


y como aquí e es un número positivo arbitrariamente pequeño, se 
tiene 


Vic) de=0, 
, 


con lo cual se lermina toda la demostración. 

En el teorema demostrado el circuito de integración £ perlenecía 
al recinto G en el cual la función f (2) era analítica. Sin embargo, 
este teorema puede extenderse también al caso en que £ represente 
la Jrontera de este recinto. Precisamente, se verifica la siguiente 
proposición. 

Si G es el interior de una. curva de Jordan cerrada rectificable J. 
y Í (2) es una función continua en el recinto cerrado (sr, y analitica en 


$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUGHY 227 


el recinlo G, entonces la integral de [ 13) sobre L es igual a cero: 
' f (2) dz = 04. 
L 


lin todo sn volumen oste teorema se demostrará en el quinto 
capitulo. Aquí nos limitaremos a demostrar un caso parlicular 
del mismo, que es suficiente para lu mayoría de las aplicaciones. 
Seca L una curva rectificable tal, que cada rayo que parta de cierto 
punto zy del recinlo G se encuentre con ella en un solo punto. 

Snpongamos que la ecuación de la curva L puede representarse 
en la forma 

Zz  Zy + A (0). D-..0 e. 2, 


dondu 0 es el ángulo polar respecto de un sistema polar de coor- 
denadas con el polo en el punto zo. Entonces, para cualquier p, 
O<p<i, la curva L,: 2 Z24+ PA (0), que es semejante a £ res- 
pecto del punto z,. pertenece 4 G. Debido a cesto, en virtud del 
teorema integral de Cauchy, 


j fiz)dz=0. 0<p<1. 


Lo 


Y 16) (2441 — 2n) = Y tao A (04)1 14 (On41) — 4 (04)] 
cs la suma integral para la integral | /(2)dz, entonces, debido 
a Ja semejanza de las curvas Lp y £, la expresión 
Y / 1204 02.(04)1-192(Oa+:)— PA (0h) 
será una suma integral para | 102) dz. Pur esto, esta última inte- 


L 
gral puede expresarse también en forma de la integral a lo largo do £: 


| ef [zo + pA(0)) da=0. 


¡8 
Yraneformemos ahora la integral f f (2) dz del modo siguiente: 
l. 


| UI +20)1d3= | (zo y A(0)1—pf [2o-1- PA (0)]) da — 


). 


= | (1 —p) 1 1204 A(O)14-0(/ l%0 +2 (0)1—/ [zo + pA (0)1)) de. 


15* 
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Hagamos las notaciones: M==max[f(2)| y m= max [A(0)]. 
Ga 0<0<2x 


Para cualquicr € >> 0 puede señalarse un 6(e)>0 tal, que se cum- 
pla la desigualdad 


p(2)—f(2)|<e 
para cada par de puntos 2', 2” del rocinto G que satisfugan a la 
condición |z"—2"|<ó0(e). Por lo tanto, tomando p< 40, 
tendremos: 
|/120+ 2 (8))—/I20 1 PA(B)]]<e 
y, por consiguiente, 


| y 14) da] <[(1—p) M+pel-long. £. 
L 


Tomando aquí y — 1, obtonemos: 


| ¡ f (3) ds|< e-long. Z, 
L 
y, finalmente, haciendo 8 > 0, sacamos Ja conclusión de «que 


| 13 as=0, 
L 


como se quería demostrar. 

En particular, se puede tomar por L una circunferencia o cual- 
quier polígono convexo. 

Obsérvese que del hecho de que nuestra proposición es justa para 
cualquier triángulo se deduce, por el método que ya conocernos, que 
cs justa tarabién para cualquier circuito poligonal cerrado sin autoin- 
tersecciones (no necesariamente convexo). 

No obstante, no podemos basarnos cn el lema del ap. 2.2 y exten- 
der esta proposición al caso de una curva arbitraria do Jordan cerrada 
y rectificable £, puesto que las poligonales Á inscritas en ella pueden 


salir parcialmente fuora de los márgenes del recinto cerrado G, 


limitado por la curva £, y, por consiguiente, las integrales ' f (2) dz 
A 

corecerán do sentido. 

Como ya se ha advertido, la demostración del tevurema en todo 
su volumen se dará más tarde (basándose en otras ideas). 

2.4. En los primeros trabajos de Cauchy su teorema servía 
como un medio para calcular distintas integrales definidas de las 
funciones de variahle real (fundamontalmente integrales impropias). 
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Para dar una idea de estas aplicaciones del teorema de Cauchy, 
que dieron vida al mismo teorema, expongamos tres ejemplos. 
4. Integrales de Fresnel: 


00 o. 


| costras y | sen E2 dE. 
0 
Para calcular estas integrales, que aparecen en la teoría do la 


difracción, consideremos una función auxiliar de variable compleja 
F (z) = e'**. Esta puede considerarse como una función compuesta 


B 


ÓN 


D(-R+al) C(R+aAt) 


FIG. 49 FIG. 50 


P (2) = Q [f (z)1, donde f (2) = iz? y q (2) = ef. De aquí, según 
las reglas do derivación de una función compucsta, se deduce que 
F (z) es derivable en todo el plano y qe = 2izet”. Por consi- 
guionto, puede aplicarse el tcoremo integral de Cauchy. 

Tomemos por circuito de integración la línea L de la fig. 49. 
Esta consta del segmento OA del semieje positivo, de longitud Ri 
(R es un número positivo arbitrario), del arco AB de la circunferen- 
cia de radio R con el centro en el origen de coordenadas y dol segmento 
BO de la bisectriz del primer ángulo coordenado. Por lo tanto, el 


ángulo AOB es igual a pa Debido al teorema inlegral de Cauchy, 


la integral | e'dí es igual a cero: 
L 
feraro [era femar+ | entar=0. 
, L OA AB BO 
Pero ¿ en OA es igual al número real E, por lo cual, d¿=dé y 


R 
J,¡(R)= ' sito de — ) este de. 
OA 
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En AB, ¿=P (cos! ¿senq), donde p varía desde OU hasta + ; 
por lo cual 


62= A? (c082q | ¿sen 2q) (0<29<3) 
= HR (—sen p + ¿cos p) dp = ¿R (cos p + ¿sen p) dp 


So (R)= | eta 


AB 


exp [¿R*(cos 2p4 ¿sen 2qp)] ¿RN (cosp+ ¿seno) dq. 


A | “2 


Finalmente, en 80, ¿=p (cos F+isen 7). donde p varía 
desde R hasta 0, por lo cual 
92 2 X risen=)|=¿0* = [eos Er ison E 
—p (cos 7 Hisen 5) =19 , di= (cos 7 TT isen ) de 
y 


U 

Jy (1) — ( ed = ' co? (cos 2 -| ¿sen 7) dy —= 
130) R 

h R 


e. — (cos z ¿sen =) ' e dp — — Ya | ¿) pe 0 dp. 


Ú 


Al hacer crecer indefinidamente a Ei, J¿(R) lenderá al límite 
7 7 Ñ Te 
E a+ fe peta 29, 


Ú a 


23 En efecto, 
nt h R R 


| oras (( as (tr. 


a 


ur Rh Y 


En el cuadrado con el centro en el origen de ciu rdenados, cuyas lados, 
de longituwl a 2R, son paralelos a los ejes de esordenadas, in<cribamos un 
circulo kx y errcunscribamos un circulo K. Isntonces, como la función subin- 
togral os positiva 

Ro oR 


h HH k 
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Demostremos que J¿(R) —>Ú cuando /i-—=> 00. Parn esto, acote- 
mos el módulo |7/¿(8)|. Se tiene: 
Th 
Te 10] R ( | exp (¿R? (cos 2q + ¿sen 29] | -| eos q -- ¿sen q | dep. 
ú 
Aquí 
| exp 148? (cos 24 + ¿ sen 2p)] | = exp (— PP? sen 24) 
y |[cosp+i¿senq]| — 4; debido a lo cual 


T 


A 
PECES ' exp (— R? sen 20) de. 
h 
Pero sen 2q -. 2p para 0... 2q << 5 le 


o hien, sustituyemlo las coordenadas cartesianas reclangularos E y + por Jas 
polares p y q y aplicando la fórmula (0), tendremos: 


21 R n : 2 112 
| ' ¿1 e dy dp <7 4 ( | e de) < | ' ep de de. 
GS Ñ Ú Ú 


Electuando la integración y extrayendo la raíz cuadrada do todos los miem- 
bros «de la dosigualdad, hallamos: 


ie 
Vaca] rre, 
10 
de Junto 


1 co 


litu 2 | e*g=-|n o ' A 
0 


Ro y a 


tU 


, 2 sen a A 
*) lin efecto, la funciun J la) = —5— decrece en el intervalo (o, =) ; 
puesto que «u derivada 
Do U COS A — SON cosa(a—tgea)  . 
a 1,2 
rato : a An E 
cuando 0: "u<" 7. Por esto mismo Jo>! ($) $1 ac. > 
sona. Y ; 
=— 52 — , 0 hien 
a A 


TS ELA 
son a > 2 (o<a< 7) - 


Esta Jesigualilall se convierte en igualdad para a=-U y a= 


| 
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Por consiguiente, 
dE 
4 

exp ( — Rap) 
_ A 
Y 


nn 
a 


6 
TAB SR | exp ( —+ Rtp) dp =R 
0 


A 


mn 1—eR 


=T 


, 


de donde se deduce que 
lim J¿(R) =0. 
B=ow 


Consideremos, finalmente, 
R R K 


J¡(R)= ¡ elit dE | cos El dE-+i | sen E? de. 


0 


Como J,(R)+J, + (R) =0 para cualquier R, se tiene que 
J¡(R) =—J2(R)—J3(R) y 


lim J,(R)=— lim 4¿(R)— lim J¿ (1) = Van 1+0, 
R-—=00 R=oow R->00 


es decir, 
R R 
lim (( cos E 0544 ¡ sent! de) -- YE (144). 
SN 0 
De aquí se deduce, en primer lugar, que existen las integrales 


co R 06 R 
| cos E*d¿= lim | cosEldE y | sen E? dE = lim | sen E? dE 
Ea ta. y 


y, en segundo lugar, que 


a EZ j 
2. La integral 


+0 
j ecos (2hax) dz  (1>0, a >0). 
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Para calcularla integraremos la función /(z)=e-** sobre el 
contorno £ del rectángulo representado en la fig. 50. Como esta 
función es derivable en todo el plano, puede aplicársele el toorema 
integral. Por consiguiente, 


Sd de = [PEE [ear | d+ | 2d =0. 
A BC CD DA 
Sobre AB 
¿E=z(—A<z<I) y di=dx; 
por lo tanto, 
+R 
Jj= | eMar= | e de, 
AB R 
Sobre BC 


E=R+ iy (0<y<a), 22 =R?+2iRy—y? y d=idy, 
por lo tanto, 
Jo= j e-Mi di = | exp [— 4 (R*412Ry — y?)] i dy = 


BC Ú 
a 
=¿ f exp [ —4 (R?— y?)] exp (— 2RiyA) dy. 
0 
Sobre CD 
¿=x+ia(R>x> —R), it=x22+2iaxr—al y di=dx, 


por consiguiente, 
—R 


yo | em dl = j expl —1 (22 + 2iaz— at)] de = 
CD ER 
+R 
= —em ¡ oxp (— 44? — 2iahx) de = 
R 
. 
— = ebat j e=Ax [cos (2207) — ¿ sen (240.2)] de. 
-R 


Finalmente, sobre DA 
¿=—R+iyla>?>y>0), (*=R?—2Riy—=y? y di =idy; 


23% CAP. J11l INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 
por lo tanto 


Ji= | Mai 


DA 


Oxp [ —4 (112 — 2Riy — yl i dy = 


A a E 


u 
= —if exp] — AR — y2)] exp (24tiy2,) dy. 
G 
Supongamos ahora que /? crece ¡adefinidamente. Enlonces las 
integralos J2 y Y, tenderán a coro. En efecto, 


A a 
LES ' | exp -—4 (112 — y2)] || exp (— 2¿RAy) | dy = $ e—MR2—42 ly. 
dé 0 


Cuando R > «a, obtenemos: 


«A 


Tel ! exp [—2(R2— a2)] dy=a exp [—A(R2—a2)] > 0 (R —= 00). 
Del mismo rnodo 


a 
14,1 | JoxpI—A (8*— y2)1]J exp 2:R»y | dy == 
0 


de ( exp[—2(R?—y?)]dy—>0 (8 ->00). 
0 


La integral J,, cuando Ri -—>0v0, tiende al límito 
loo bor. 


A 


«eno 
(puesto quo j et dr - zx; vóase el ejemplo antecior) ó 


Finalmente. de lia relación 
A 
obtenemos: 
a: 
cn? j e7+x3 [cos (247) — i sen (22a4)] de — 


—- ps 


= — Jim Ja = lim Y, + lim Y23-lim Y; — y A 
Roca R=om Hor Pr. 


$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 235 


Igrualando en esta relación las partes reales, resulta: 


$ x 


edat Í ecos (210.10) de y ; 
— 
O Sca, 
+00 pe 
| e cos (21ax) de = V + era, 


3. Tn integral 
E 
Ú 


¿ ] AN et Na A Ñ 
Fomemos Ja funcion auxiliar f (2) =—. Esta función está defi- 
nida en el recinto (G, formado por todos los puntos del plano, 


F 


a excepción del origen de coordenadas, y es derivable cn este 


IG. 34 


recinto (nos convencemos de esto último derivando directamente: 


df (2) el (521) 
dz go ). 


Tomando el circuilo de integración £L representado en la 
fig. 51 (este cirenito, así como su interior, está situado en el 
" . . eo? 112 

recinto (7), aplicando el Leorema intogral a la función f(2) = , 


hallajnos: 


Cde AA ¡ ed + | ed A+ | ea V 


6 


NH Ron 7 Dr KT A 
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Sobre AB £ es igual al número real ¿. Por lo tanto, dí =dE y 


J E dE _ [ cosgdE y, ( sema 
CA E <=) ¿E 


Sobre BCD ¿=R (cos p + £sen q) (O<P<I, “por lo cual di= 
=R (—s3senp+1icosp)dp=iR (cos p + ¿senp)dp y 


J az f exp [¡R (cos y + ¿ sen qp] ¿R (cos p + 1 sen p) de 
E (cos p +1 sen q) 
BCD 0 
eS 


=i ¡ exp (iR cos p — R sen) de. 
0 

Sobre DE í es igual al número real E; por esta razón, d£= 

=dé y 
« ri: L cosEdE . f senfdE 
J y —— endo == edo == +i np y 
Pc Pa a a e dan 

Sustituyendo aquí la variable de integración £ por —E, obte- 

neémos: 


ya = cos E dé 5 f nia ' 


Finalmente, sobre EF A 
¿=r(cosp+isenqp) (1 >q >0); 
por lo cual 
dí = tr (cos p +- ¿sen p) dy 


J — f dr? expjir(cos +1 sen )] tr (cos p +1 sen 9) y a 
a E ES 
EFA E 
T 


=—i | exp (¿r cos p—rsen q) de. 
0 


Supongamos que R crece indefinidamente; ontonces 
ST 
Ja=i j exp (iR. cos p — RA sen p) dp 
0 
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tenderá a cero. En efecto, 


|, =| ( exp (R cos p—dA sen q) dp | < 
0 


ri sn/2 


<) | exp (¿R cos p— RF sen p)|dp=2 Í exp (— Aisen p)idp < 


a) 


Si ¿"RM 
<2 1 on (hoja a, 


de donde se deduce que Him J,=0. 
t—00 


Supongamos, finalmente, que r tiende a cero; hallemos cl 
límite de la integral YJ,, igual a 
N 
—i| exp (ir cos y — r sen p) dp. 
0 
Como la función exp (iz) es continua en el punto z=0, en el 
cual toma el valor 41, para cualquier £>>0 se puede señalar un 
S$(£) >0 tal, que para |z|=r-<ó(e) se cumple la desigualdad 
| exp (iz) — 1 | =| exp (ir cos p —r sen p)—1|<e. 
De aquí se deduce que 
n T 


MU —(=: ! 1-09) |=|| [exp (ir cos p—r sen p) —11 dp |< xe, 


o sea, 
T 


lim Y, = —i | 1-do= —ni. 


r0 


Volviendo a la relación fundamental 


a 
j - o =J +4 24734 3,=0, 
L 


deducimos de ésta que: Y, + J3= —J2—J,, o bien, aplicando las 
€xpresiones para J, y Jz señalados anteriormente: 


R 
2i ' mt — Jo — Y ¿. 


v 
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Cuando fl—>o00 y r—=0ÚU, como ya se vio, e] segundo miembro 
tiende al límite: E J¿—limY, - xi. Por consiguiente, el pri- 


- Pax r->( 
mer miembro también tiende al mismo límite: 


Fr 
lim 2 NE a Sub -= mu. 


Rx 
FU 
Ri 
Designando cir 2 E dE, cuya existencia hemos demostrado, 
qe - 
99 [a] 
mediante ¡Ha obtenenos: a dz o bien, delini- 
» 
y 
tivamente 
senfE jp 12 
| == 


2.5. lJemos demostrado el teorema integral para las funcionos 
analíticas en Jos recintos simplemente conexos. Fácilmente se obser- 
va quo este teoroma no se extiende sin reserva alguna para los recin- 
tos que no son simplemente conexos. Fausminemos, por ejemplo, 


la función f (2) - = , derivable para cualquier z + (. Aquí se puede 


tomar por recinto G—todo el plano finilo, excluyendo del mismo 
cl origen de coordenadas. Evidentemente, G no es un recinto sim- 
plemente conexo, puesto que el interior de cualquier circunferen- 
cia y con ol centro en el origen de coordenadas, perteneciente a €, no 
pertenece complotamente a G. Por otra parle | dz = Lui +0 
(ap. 1.3, ejemplo 3). 

Sin embargo, con ciertas restricciones impuestas a las curvas, 
ol teorema integral puede aplicarso Lambién a los recintos € que 
no son simplemente conexos, Supongamos, en pceimer lugar, que L 
es un triángulo pertonecienteo al recinto G junto con todos sas puntos 
interioros. Iintonces, para cualquier función f (2) uniforme y analí- 
tica cu el recinto G (que no es simplemento conexo) son aplicables 


a la integral VA) dz lodos los razonamientos del ap. 2.3, h) y, 
L 
por consiguiente, O dz = 0. Llegaromos a la misma concinsión, 


L 
con referencias al ap. 2.3, ce), cuando L sca una poligonal cerrada 
arbitraria perteneciente a G tal, que todos Jos recintos poliyonales 


$ 2. TEOREMA INCTEGRAL DE CAUCIIY 230 


limitados por la misma pertenezcan a Gr. Sea, finalmente, £ una curva 
rectificable cerrada arbitraria, pertencciente a €. Consideremos Ja 


inteyral y. (2) dz. Según el lema del ap. 2.2, esta integral puede 


$. 
sustituirse por las integrales sobre las poligonalos A inscrilas 
en P y pertenecientes al recinto CG. con una precisión e > 0 arbitra- 
riamente pequeña. Si para tales poligonales, de lados suficientemente 
pequeños, los recintos poligonales limitados por ellas pertenecen 


£IG. 52 


a G, entonces las integrales correspondientos se anulan y, por consi- 
guiente, también tiene que ser igual a cero la integral a lo largo 
de £ (compárese con el ap. 2.3, d)). 

Las condiciones indicadas son sulicientes para que la intogra) 


de una función analitica j F (3) dz, tomada a lo largo de una curva 
L 
reclificable cerrada, perteneciente a un recinto que no os simple- 
menle concxo, sea igual a coro. Estas condiciones sé satisfacen 
cuando £L, por ejemplo, pertenece a un recinto y gsimplemente conexo, 
que sea un subrecinto respecto de (7, y no solamente en csle caso. 
l5n la fig. 52 está representada una curva L perteneciente a un recin- 
to G biconexo. Evidentemente, no existe un subrecinto simplemente 
conexo del recinto G que contenga a £. No obstante, para L se enm- 
plen las condiciones expuestas anteriormente y, por consiguiente. 


| Í (2) dz = U para cualquier función f (2) que sea analítica cu €. 
f 


Teniendo en cuenta las observaciones hechas, no es difícil demos- 
trar que se verifica el siguiento leorema, que aplicaremos a menudo. 


Teorema inlegral para un sistema de 
circuitos Sea f (z) una función uniforme y analítica en un 
recinto arbitrario G y sea D. Y, Ya. - - -,» Y, Un sistema de curvas de 
Jordan rectificables y cerradas, que están situadas en cl recinto G y sa- 
tisfacen a las siguientes condiciones: 
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a) las curvas y, (k = 1, 2, ..., n) pertenecen al interior de UT; 

b) para cualquier ky (kg = 1, 2, ..., n) las curvas y, para le == ko 
están situadas en el exterior de ya ; 

c) el recinto múltiplemente conexo g, limitado por las curvas 
T, Ys, - + -. Yn [éste se obtiene exluyendo del interlor de T' los recintos 


FIG. 53 


cerrados limitados por las curvas ya, k = 1, 2, ..., n), pertenece 
al recinto G. 
En estas condiciones, se verifica la igualdad 


ioa=|14+f 1024 ..+)f(9ds, (2.531) 
J Y1 Y yn 


donde todas las integrales se toman en un mismo sentido, por ejemplo, 
de modo que los interiores de las curvas queden a la izquierda del obser- 
vador que recorre las curvas en dirección de la integración (dirección 
positiva). 


Obsérvese que la tesis del teorema es trivial cuando el recinto G 
es simplemente conexo, puesto que en cste caso todas las integrales 
en la igualdad (2.5:1) se anulan. 

Para demostrar el teorema en el caso general, tracomos en el 
recinto G unos arcos de Jordan rectificables 8, Ó,, . . ., Ón, Ón+1 
que unan consecutivamente un punto 2, de la curva P' con un punto 
£1 de la curva y,, luego, un punto z, + £;, de la curva y, con un punto 
£¿ situado en la curva ya, etc, finalmente, un punto z, de la curva y,, 
con un punto to s€ z, de la curva TP. Por lo general, estos arcos sal- 
drán parcialmente de los márgenes del recinto g. Pero siempre pueden 
sustituirse por otros arcos: 5,, 62, .. ., 9n+, que, a excepción de 
sus extremos, pertenecen por completo al recinto g (fig. 53). Con 


$ 2. PTEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 244 


este fin, os suficiente, por ejemplo, señialar en ol arco ó;, recorrido 
en la dirección desde el punto zy € TP hacia el punto £, situado en y,, 
su úllimo punto de intersección con T' y su primer punto de inter- 
sección con yy. La parte del arco 0, comprendida entre los puntos 
indicados será ol arco 0, que se necesita. Del mismo modo se obtienen 
también 03, .. .. On4+1. Por lo general, arcos distintos 0, y 0,, 
(k + m) pueden tencr puntos de intersección. Pero siempre pucden 
sustituirse por otros arcos que satisfagan a las condiciones impuestas 
y carezcan de puntos comunes dos a dos. Aquí no nos detendremos 
en esto, dejando realizar al lector los razonamientos necasarios, 
Los puntos iniciales y finales de los arcos Ó,, 03, . . ., 0,41 dividi- 
rán a cada una de las curvas IP, yy, . . ., yn Cn dos partos, que desig- 
naremos con la misma letra ds la curva entera, pero con una o dos 
rayjilus por encima: 1”, DT, Y, Yi +.» Ynr Yn- Consideraremos que 
el origen de los Arcos r y I” es el origen zy del arco ó, y el extromo. 
el ox tremo So del arco 0, +1; el origen de los arcos y, y y; será el 
extremo £, del arco 3, y el exbremo será ol origen z, del Arco 6», elc; 
finalmente, el origen de los arcos y, y ys será el extremo £, del arco ón 
y el extremo scrá el origen 2, del arco 0, +1. Los arcos [”, r”; 
Ya vu - 3 Yns Yn, forman conjuntamente con los arcos Ó,, 9», ... 
« ., Óny1 dos curvas rectificables de Jordan cerradas. Por ejemplo, 
Maa de ellas A” estará formada por los arcos DY”, —0,+1, =p 
000 Yi —01, mientras que la otra, A” por los arcos —T” 
01, se . »? n* Pr: 
obido a la construcción, Jos interiores de las curvas A” y A” 
estarán situados en el recinto g y, por consiguiente, pertenecerán 


al recinto G. Por lo tanto, puede aplicárseles a éstas el teorema 
integral de Cauchy: 


j f(zidz=0 y | 1 (2) dz=0 
zo he 
Sumando término a término las igualdades obtenidas y observando 
que las partes de las integrales sobre los arcos 9, y —02 (k = 1, 
2, ..., n+ 1) se eliminan entre sí, mientras que las partes de las 
integrales sobre los pares de arcos D”, —D'", —Yí, Yi» + --» —Yn, Ya 
dan las integrales ) f(z) dz, Í f(z2 dz, ..., | / (2) dz, obtenemos: 
"Ya 
[rd j Ide. + $ £()d:=0, 


—P —Ya 


ra a=1 1 d+-...+1 1(2) a. 
y Y na 

Este es el resultado que se necesitaba, 

10—1199 


o bien, 
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2.6. Consideremos una función uniforme f (z), analítica en un 
rocinto G simplemente conexo. Sea zp un punto fijado del recinto 
G y EL” y £”, dos curvas rectificables situadas en este recinto que 
unan el punto 2, con un punto arbilrario z del recinto G. Si se supone 
que z, es el punto inicial y z el punto final do las curvas £' y £L”, en- 
toncos las curvas L” y —L” formarán conjuntamente una curva 
rectificable cerrada, sobre la cual la integral de f (2), debido al 
teorema integral, tendrá que ser igual a cero. Pero esto significa que 


¡ Ho d+ j Hz) dz=0, 


1.2 ==,” 
cs decir, 


| f (23) dz= | 7 (3) dz. 
Es DE 
Así, pues, el valor de la integral do una [unción analítica f (2) 
no depende de la curva sobre la cual se efectúe la integración (del 
camino de integración), sino que depende sólo de los puntos inicial 
y final de la misma. Por esla razón, para designar la integral se 
puede emplear la notación 


rias 


vmitiendo la indicación del camino de integración y señalando sola- 
mente los puntos inicial y final z, y 2. 
Como el punto z, está fijado, esta integral representa una fun- 
ción uniforme de 3: 
2 
f (2)= j / (2) dz. 
za 
Demostremos que ésta es una función analítica en el recinto G 
y (ue su derivada es igual a la función sumbintegral 


F" (3) =f (2). 

Como la función Í (2) es continua se puede trazar un entorno U 
del punto 3 do modo que, on primor lugar, este entorno pertenezca 
al recinto G, y, en segundo lugar, para cualquiera de sus puntos £ 
se cumpla la desigualdad. 


HO —Í/(W1|<e. 
Designemog mediante y alguna curva rectificablo que una zy y 2 


por el interior del recinto G, y mediante Ó, el segmento rectiliíneo 
que una el punto z con un punto arbitrario £ del entorno indicado. 


f 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 243 


Entonces (designando la variable de integración con la letra 1), 
tendremos: 


P)-—F(2)= ¡A0és Í (1) dt= ¡ 148) di 
Y v 0 


| 109 d—J (3 (6—2) 


FF (2) —f(2) = 2 


[— ¿—23 a 

| 10 a—10 | di | HO—=1(] a 
—_/Ó e: SPA 
¿—2 E qee 


Pero para todos los puntos ¿€ó, se tiene: 
|f()—f(2)|<e; 
por consiguiente, 
FQ)—F() Eco O 
== | =-“=h=I—< 1 =* (€ U) 
Como e es arbitrario, de la última desigualdad se deduce que 


lim HOR) ES 


>: 


=f (2), es decir /* (2) =f (2), 


que es lo que se quería demostrar. 

Llamaremos, en general, a una función O (2) primitiva de la 
función f (2) en el recinto G, si O (z) es analítica en el recinto G 
y o” (2) = f (z). De lo demostrado se deduce que la integral F (3) = 


= f (2) dz es una primitiva de f (2). 


to z 
Demostremos que cualquier primitiva de f (2) puode expresarse 
en la forma 


D()= | fí9d:4C, 


donde (' es cierto número complejo (constante arbitraria) 
En efecto, sea 


D(2)— | 1 (3) dz=u(z, y) + iv(z, y)=p (2). 


Entonces tendremos: 
p' (2) = 0' (2) —f (2) = 6. 
169 
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Por otra parte, 
nj _ Qu - dv 
CSF.” 


Por consiguiente, 


en el recinto G, y como u(z, y) y v(z, y) son funciones diferen- 
ciableg de x e y, se ticne: 
u(x,y)=C, y v(z,y)=Cz, 
o bien, 
p (2) =C + ¿C29=C. 
Así, pucs, 


v()= | 1(2)d24+C, 


como se quería demostrar. 
Poniendo aquí 2=2Z7, obtenemos: 


cp (Zo) = e 
Por cunsiguiente, 
| F(3) d2=0 ()—0 (29) 


Hemos obtenido la expresión de la integral de una función 
analítica de variable compleja medianto una primitiva arbitraria 
de f (2). De aquí se deducen numerosas fórmulas para las integrales 
de las funciones elementales, que tionen la misma forma que las 
fórmulas correspondientes para las funciones de variable real. Así, 

e 


n+i 
0 


n=+ 


got z , pS 
(n es un número entero, diferente 


por ejemplo, j 2" dz == 
de —1): i 


€xp 2 dz = exp 2 — exp Zo; 


20 

3 

| cos z dz =Sen 2 — Sen Zo; 
20 

- 

| SCD Z UZ == COS Zy — COS Z, 
21y 


etc. 
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2.7. Supongamos ahora que G es un recinto que no es simplemente 
conexo y que f (z) es una función uniforme y analítica en este recinto. 
Pijando algún punto z, de este recinto, consideremos dos curvas recti- 
ficables £” y £” que unan z, con un punto arbitrario z del recinto G. 


Generalmente, no se puedo afirmar que las integrales j f (2) dz y 
L.* 

' f (z) dz sean iguales entre si. 

p- 

En electo, tal afirmación seria equivalente a decir que la inte- 
gral de f (2) sobre la curva cerrada £* — L£” es igual a coro, cosa 
que para lus curvas pertenecientes a un recinto múltiplemente 
conexo, puede no cumplirse. | 


Designando como anteriormente la integral 1 dz, tumada 


L 
z 


a lo largo de la curva que une los puntos z, y z, mediante | f(z) dz, 


zo 
podemos considerarla de nucvo como una función del Jímile supe- 
rior de integración: 


| 1 (3) d2=F (2). (2.7:1) 


Pero esta vez la función F (2) será multiforme (puesto que sus 
valores, por lo general, variarán conjuntamente con el camino de 
integración). Cerciorémonos de que en cualquicr recinto g simplemen- 
le conexo, perteneciente a G, se pueden elegir ramas uniformes y con- 
tinuas de la función (2.7:1), que serán en este recinto diversas primi- 
tivas de f (z) y, por consiguiente, se diferenciarán una de otra en 
constantes aditivas. Con este fin, fijemos uno de los valores de 21) 
en cierto punto 2, € g, es decir, fijemos un camino de integración 
que una zp y z, en el recinto G, e integremos después f (z) svbre todas 
las curvas rectificables ¿ posibles, que unan dentro del recinto g 
ol punto z, con lodos los punlos posilles de este recinto. Oblendre- 
mos cl valor de F (2) en la forma 


F (2)= | Ho d+ | f (2) dz. 


L 


El segundo término del segundo miembro de esta fórmula es 
la inlegral de la función uniforme y analítica f (2), tomada sobre 
la curva 1, perteneciente al recinto simplemente conexo g que une 
z, y z. Según el ap. 2.6, ésta es una función uniforme de z, que repre- 
senta una de las primitivas de f (2) en el recinto g. 
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Hagamos 


| 1(2)dz=0 (2). 
¿ 


Entonces tendremos una rama uniforme de la función F (2) en el 
recinto g de la forma siguiente: 


F(2)= | f()d24p(2). (2.7:2) 
Í, 


Aquí, el primor sumando representa uno do los valores de F (2) 
un el punto z, € g. Variándolo de todos los modas positles, obtendre- 
mos distintas ramas uniformes de la función F (2) cn el recinto g 
que, por lo tanto, se diferenciarán una de otra en constantes aditivas 
y serán distintas primitivas de f (z) en el recinto g. 

Obsérvese quo los valores de Jas ramas (2.7:2) obtenidas agotan 

2 
todos los valores posibles de la integral j f (z) dz sobre todas las 
20 
curvas del recinto G que unen el punto z,¿ con un punto arbitrario z 
dol recinto g. Jín efocto, sea A una curva reclificable arbitraria del 
recinto G que una zy con 2, y sea 4 cualquier curva rectificable dol 
recinto g que una z, con z. Entonces, tendremos: 


j 16982) 1634: | 1(9004 | 1090 | f (2) da + | f (2) dz. 
A A A . ARF(=A) 3 

Aquí A+(—A) es una curva rectificable del recinto G que 
une zp con 3,; designómosla con £. La integral | f (2) dz cs el valor 


A 
de la función q(z) en el punto z. Por lo tanto, 


1aa=| 10d4+9(, 
A L 


4 
vs decir, cualquier valor de la integral Y (z) dz coincide con el 
to 
valor en el punto z de una de las ramas uniformes (2.7:2). 
Supongamos, por ejemplo, que G es el plano del cual se han cxcJni- 
do los puntos ÚU y oo, y f (2) = > . Tomemos por recinto simplemente 


conexa g, por ejemplo, el plano del cual so ha excluida la parte no 
positiva del eje real: r < 0, y = 0; sea, finalmente, z, = Zo = Í 


52. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 247 
Entonces tendremos: 
2 
% dz d 
F (3) = | —+0(2) donde p(2)= (E 
L 1 


y la integración se efectúa sobre curvas situadas por completo en el 
recinto g, mientras que L es una curva rectificable cualquiera dol 
recinto E que comienza en el punto z, y termina en el punto z, = 
= Zp, es decir, es una curva reclificable cerrada. 

Sorún el ap. 2.6, « (2) so expresa mediante cualquier primitiva 


(D (2) de la función = en el recinto g por la fórmula 


p (2) =P (2) —D (1). 


Se puede lomar por primitiva cualquier rama uniforme del logaritmo 
en el recinto g, por ejemplo, la rama que toma cl valor Y en el punto 
z=41. lista rama representa el valor principal del logaritmo: 


hb (2)=lnz=I1n|2|+¿argz. 
Por consiguiente, 
p (2) =D (2)— 0 (1) =In 2 


F (2) = j Es In z. 


£. 


Tomemos por 4 la circunferencia unidad y, recorrida n veces 
en la dirección positiva o negativa. Como al recorrer una vez en 
la dirccción positiva la integral correspondiente es igual au 2x1 
(véase el ejemplo 3 en el ap. 1.3), resul ta 


E ' E=t([ Er +1 E) 2 nai, 
y. ny v Y 


y oblenemos: 
d (2) =11 2 + Zn. 


Aquí n es difercute de cero; si se loma por £ alguna curva recli- 
ficable de Jordan cerrada del recinto G que no contenga en su interior 


al origen de coordenadas, entonces a la integral (E puede aplicár- 


sele el teorema inlegral y ubtenemos: |7 = 0. Así, pues, como 


valores de la integral | 2 puedo resultar cualquier entero múltiplo 
L 
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de 2xx¿, y obtenemos definitivamente las siguientes ramas unilormos 
de F (2) en el recinto g: 


F(a)=In2+2kki  (k=0,+1,+2,+3,.+...). 


Como la curva cerrada L del recinto G, que pasa por el punto 1. 

y la curva £ que une ol punto 4 con el punto z del recinto g, forman 

conjuntamente una curva rectificable del recinto €, que une 
2 


4 con z, en lugar de F (3) se puede escribir simplemente E . El segun- 


do miembro de la fórmula da todos los valores del logaritmo En z 
en el punto z. Por consiguiente, 


| E=Lmz (2€ g). 
1 


Aquí vemos que todos los valores de Ln z en cualquier punto z 
del recinto £ puedon oblenorse integrando la función ado lario 


de las curvas correspondientes del recinto G, que se diferencian entre 
sí por la cantidad y dirección de recorridos alrededor del origen 
de coordenadas. 

En este ejemplo los puntos de la parte negativa del ceja real 
pertenecían a la fronlera del recinto g y por esta razón se excluínn. 
Sin embargo, en lugar del recinto g se podría haber tomado el recin- 
to g” cuya frontera cs, por ejemplo, la parte no positiva del eje 
imaginario: y <Ú, z = (0, pudiendo repetir los razonamientos 
precedentes. De nuevo obtendríamos el conjunto de ramas uniformes 


z 
E dz o 2 
do la integral 1 que coincide en g” con todas las ramas uniformes 


1 
del £n z. En otras palabras, 
dz e 
| E=Luz (2€ g'). 


lsn coste caso los puntos de la parte negativa del eje real serán 
puntos interiores del recinto g” y no se excluyen. 

Hemos verificado ahora que en cualquier punto finito del pla- 
no z, distinto del origon de coordenadas, todos los valores de Ln z 


puedon obtenerse en forma de la integral de la función a , tomada 


sobre cierto camino rectificable que una log puntos 1 y z. Por lo 
tanto, la multiplicidad del logaritmo encuentra su significado en la 
multiplicidad de la intogral, que puede tomar diferentes valores 
a lo largo de distintos caminos que unan 4 con z. 
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A todo lo dicho hay que agregar aún que todas Jas ramas uniformes 
2 
de la integral | 2 (en los recintos del tipo g, g' u otros subrecin- 


1 
tos simplemente conexos del recinto () se agotan con Jas ramas res- 
pectivas de Ln z. 


FIG. 54 


Para precisar, consideremos el caso del recinto g. Todas las 
2 
. dz . 
ramas uniformes de | = se expresan en este caso por la fórmula 


(2.7:2), que toma la forma: 


donde L es una curva recltificablo cerrada arbitraria del recinto G, 
que pasa por el punto 1. Para obtenor lo gue se afirma hay que demos- 


y dz A ge 
trar que la integral ME para cualquier curva rectificable corra- 


da L, es igual a vn entero múltiplo de 2x1¿. Limitémonos a estudiar 
un caso particular, que aclarkrá suficientemente la esencia del 
asunto. Sea £L la curva cerrada representada en la fig. 54. Agreguemos 
a £L los: arcos auxiliaros AB, AC, AD y AE, recorridos cada uno 
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dos veces en direcciones opuestas. Resulta: 


de de, dz dz dz dz 
a a O Ml 
La AaRBA ABLCA ACebaA ADIEA AECA 


Aplicando a cada una de las cuatro curvas cerradas, sobre las 
cuales se toman las primeras cualro integrales del segundo miembro, 
y a la circunferencia y con el centro en el origen de coordenadas, el 
teorema integral para el caso de un sistema de curvas (en el caso 
dado, de un sistema de dos curvas), obtenemos: 


| E 2m1 42m 4 2mi— 2m + j 8 


-. 
1) 


L AECA 


Obsérvese también que la integral ¡ =, en virtud del tevrema 


AEGA 
integral de Cauchy, es igual a cero. Por consiguiente, 
| E 
z 


Hemos obtenido un entero múltiplo de 21. Evidentemente, el 
razonamiento hecho 0s de carácter gencral. 
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3.1. Sea f (2) una función uniforme y analitica en el recinto G y sea 
L una curva reclificable de Jordan cerrada, perteneciente a este recinto 
conjuntamente con su interior g. En estas condiciones se verifica la 
stguiente fórmula (que es la fundamental para toda la teoría de las 
funciones analílicas): 


Mo=2| La (268). (3.4: 1) 


Esta se llama fórmula integral de Cauchy, 
y la integral que figura en el segundo miembro, integral de 
Cauchy. Para la integral de Cauchy son característicos dos 
síntomas: 

1) ésta se toma sobre una curva rectificable de Jordan cerrada £L; 

2) la función subintegral es de la forma es (ol factor - 
se sacn fuera de la integral), donde f (z) es una función analítica 
en un recinto al cual pertenece la curva L conjuntamente con su 
interior. 

Para demostrar la fórmula (3.1:1) describamos desde el punto z, 
como centro, uma circunferencia y¿ do un radio p tan pequeño que 
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quede contenida en el interior de £. Consideremos la función q (£) = 
(o como una función de £ en el recinto G” que se obticne 


de G excluyocndo el punto z. Evidentemente, q (£) está definida en 
todo el recinto G” y, como el cociente de dos funciones derivables, 
os derivablo. 

Apliquemos a la función q (5) y a las curvas £ y y, cl teorema 
integral para un sistema de circuitos. Resulta: 


[94 (oa 
» Yo 


o bien, 
IQ (5) a dq... 
a mE | A N (3.1:2) 
Yo 


La fórmula (3.1:1) quedará demostrada si conseguimos verificar 
la relación 


| 22% —2ni1 (2). (3.4:3) 


Yo 


Por lo tanto, en lugar de la curva dada Z podemos considerar 
en la demostración do la fórmula (3.1:1) una circunferencia de radio 
arbitrariamente pequeño p con el centro en 2. 

Como de la fórmula (3.1:2) se deduce que el valor do la integral 


A 
pes no varía nl disminuir el radio, se tiene: 


2 


(¿DE - tim [ 408 
(2 po; 


Yo 


y, por consiguiente, cn vez de demostrar (3.1:3) es suficiente 
verificar la igualdad 


lim [ L0% = 2544 (2), (3.1:4) 
pos 9 
0 


es decir, demostrar que para cualquier e>0 existe un $(e) > 0 
tal que para p <Ó(e) se cumple la desigualdad 


| | Le — 2xif (8) | < e. (3.1:5) 
Yo 
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Observando que | qe =2mi (véase el ejemplo 3 del ap. 1.3), 
Y 

representermos la expresión del primer miembro de la fórmula 

(3.1:5) eu la forma 


Ñ La IS 16 E || als 


Yo Yo 
Como f (2) es continua, el módulo de la diferencia | f (t) — Í (2) | 


puede hacerse menor que 27 si |¿—-z|=p<d0(e). En eslas 


condiciones lendremos: 
t 


| | LO de —2m/ (2) <“% .2np =:B, 
y 72 p 
*o 
con lo cual se termina loda la demostración. 
Al aplicar la fórmula de Cauchy (3.1:1) hay que tener presen le 
las condiciones en las cuales se demostró y, en particular, hay que 
recordar que el punto z tiene que pertenecer al interior del circuito £. 


Si en la integral de Cauchy se pone algún punto z perteneciente al 
extorior del circuito £, ésta se anula. ln efecto, si el punto z está 


situado cn el exterior del circuito L, entonces la función po. con- 


siderada como función de £, es derivable en todos los puntos del 
recinto G (a excepción, posiblemente, del punto £ = 2), y como la 
curva L conjuntamente con su interior pertenecen u este último 
recinto, según el teorema integral de Cauchy, la integral de q (Í), 
lomada a lo largo de £, tiene que ser igual a cero. 

iIsn resumen, 


1 1 (5) 
Zul E ¿2 ah = 0, 
L 
si z pertenece al exterior del circuito £. 

Sea z un punto arbitrario del recinto G y sea y, una circunferencia 
do radio p con el centro en este punto y conlenida en el recinto con- 
juntamente con su interior. Según la fórmula (3.1:1), se tiene: 

_1 (10d 
Í (2) = 37 ¡ Ez * 
Yo 


Como la ecuación de la circunferencia y, es 
¿=z7peb  (0U=0<2x), 
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la fórmula precedente pucde transformarse a la forma siguiente 
(véase la fórmula (1.2:5): 
27 21 


1 I(=+pe%per%.:d0 1 a 
=> j a =7%) f (2 + pet0) de. (3.1:6) 
0 
Jl enunciado de csta última fórmula dice: el valor de una fun- 
ción analítica en cualquier punto del recinto G es la media aritmética 
(el promedio) de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia yo 
con el centro en 3. 
Hagamos la notación 
max|f()]=Mto). 
Pp 
Entonces, de la fórmula (3.1:6), tendremos: 


|f(2)] < M (0). (3.1:7) 


Como la función f (£) es continua cn la circunferencia yp, el 
valor M7 (p) se alcanza en algún punto de esta circunferencia. Como 
su radiv puedo tomarse lo más pequeño que se quiera, de la desi- 
gualdad (3.1:7) se deduce que en cualquier entorno del punto z € G 
existirán otros puntos en los cuales el módulo de la función analí- 
tica será no menor que su módulo en ol punto z. Por lo tanto, el 
módulo de una función analitica en el recinto G no puede tener un má- 
ximo estricto en ningún punto del recinto. Tal es el contenido del 
denominado principio del módulo máximo, que lo completaremos 
esencialmente más adelante (ap. 6.2) demostrando que, si 
f (2) $ cunst, el módulo máximo no estricto tampoco puede alcan- 
záarse en un punto interior del recinto. 

3.2. En la teoría do las funciones desempeña un papel importante 
una generalización de la integral de Cauchy, denominada in to - 
grul de tipo Cauchy. Así se llama la integral de la 
forma 


170 : 
ET ) pa de, (3.2:1) 


donde P es alguna curva roctificable (no necesariamente corrada), 
q (€) es una función continua en T, y z es un punto no situado cn [. 
Evidentemente, la integral de Cauchy es un caso particular de la inte- 
gral de tipo Cauchy. Precisamente la oxpresión (3.2:1) se convierto 
on inlegral de Cauchy si so cumplen las condiciones 1) y 2) del 
ap. 3.1. 
Veamos algunos ejemplos de integrales de tipo Cauchy que no 
son integrales de Cauchy: 
a) | f (1) dz 
2ni , r—:z ? 
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donde f(1)3*0 es una función de variable real, continua en un 
segmento Ó del eje real, sobre el cual se toma la integral. En 


dr 


r—z? 


1 
parbicular, señalemos la integral de tipo Cauchy 53 | 
—1 


A (Ed. Lo (Ed 
Doa SO Mei 
IEl=4 [tl=1 


Proponemos al lector explicar en cada uno de estos ejemplos 
por qué la inlegral correspondienle no es integral de Cauchy. 

Evidentemente, la integral de tipo Cauchy determina una fun- 
ción uniforme FP (2) en todo recinto G que no contenga ningún punto 
de la curva P. IDemostremos que esta función posee derivadas de orden 
cualquiera (es decir, es infinitamente derivable) en el recinto G, 
y que su derivada de cualquier orden n puede obtenerse derivando n 
veces la función subintegral respecto de 2: 


pa n! 2 d ”»)¿ 
po (a) = nz) A (3.2:2) 


La demostración la haremos por inducción. En virtud de la 
definición de la función F (2) = FW (2), la fórmula (3.2:2) es válida 
para n = 0 (recuérdese que 0! = 1). Supongamos que la fórmula 
(3.2:2) ya está demostrada para un entero n no negativo, y demos- 
trómosla para n + 1. La demostración se hará calculando direcLa- 
mente la derivada de FC” (z), es decir, hallando el límite: 


tim E (2) Ec" (3) 


12 5 


Tomemos un círculo cerrado k: [7 — Z |< p, perteneciente al 
recinto G. Sea 6 >0 la distancia entre su circunferencia y la cur- 
va T. Supongamos que K: |z |< R es un círculo con el centro cn 
el origen de coordenadas que contiene en su interior tanto al círenlo 
le como a la curva P. Para un punto z” E £, se liene: 

¿— 2H (E 2/)n+1 


ppm (gy Pta) | A 


o bien, haciendo ¿—2.:=t, —2=h y, por consiguiente, [—z'= 
=i—h: 


Ema PEO ) ¿E— ima +t(— 9-1 ”n 
Prerneater 59 O hy t(1—=A9iñ+p.. a 


h 2 + (s— hyn+ 


(3.2:3) 
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Queremos demostrar que la expresión (3.2:3), cunndo Ak—>0, 
tiende a un límite igual a 


+1)! E ) . 
pl) = 01! ) (E us cl (e0 re (3.2:4) 
, 


Consideremos la A 


FMI R) AFM 

AO pa) e 
e O A a E A A INE | 
iS 2 AE (+) n+2 (¿— Ay9+1 dE =: 


nih CA A A A Le A 0 A a Y 
A A NE eS 
1' 
(3.2:0) 
En nucstras condiciones 


2R >|t|=|2—2z|> 23, 2 >|t—h|=|L—2 |: 6. 
Supongamos que 4=max|q(2)]) y que 2 es la longitud de P; 
r 


de (3.2:5) obtenemos: 


| PM (24 h)— FO» (3) »)|< 
—=———=- — 


22m ni|h| A AL Ad ed EL >... + (2-1) (210)” 2 
2x1 gan+3 


Pero, evidentemente, el segundo :niembro tiende a cero cuando 
h—=0. Por consiguiente, 
lim PEA = FO (z) = y (3) = ES (n + (n+401 ! E MASA (D) dl 


10 TA 


con lo cual se termina la demostración. 
Del teorema demostrado se deducen unas consecuencias impor- 
tanles: 


a) Toda función de variable compleja, analítica en un recinto G, 
es infinitamente derivable en este recinto. 


in ofecio, seca f (2) una función analítica en el recinto G; supon- 
gamos que z, es algún punto de este recinto y que y es una circunte- 
rencia con el centro en el punto z7, perteneciente al recinto G conjun- 
tamente con todos sus puntos situados en el interior de y. 

Aplicando a f (2) y a y la fórmula integral do Cauchy, obtenemos: 


Í (2) = 53 j e de. (3.2:45) 


v 
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Así, pues, f (2) se representa en el interior de y por la inlegral do 
Cauchy (y, por lo tanto, por la integral de tipo Cauchy). De aquí, 
por lo demostrado anteriormente, so deduce que f (z) es indefinida- 
mente derivable en el interior de y y que 


0] NS (m=1,2,3,...).  (3.2:7) 
Y 


Claro, en los razonamientos expuestos, en lugar de la circunferen- 
cia y se podría habor tumado una curva rectificable de Jordan currada 
arbitraria £, perteneciente al recinto G conjuntamente con su inte- 
rior g. Entonces, para cualquier punto z € g tendremos: 


0 A (m=1,2,3,...).  (8.2:8) 
L 


b) Las derivadas de cualquier orden de una función [ (z) que es 
analítica en un recinto G—, también son analíticas en este recinto. 

Issto se deduce do que, según lo demostrado, cada función 
[9 (z) es derivable en el recinto G. 

c) Tuorema de Morcra. Zoda función f (2), uniforme 
y continua en un recinto simplemente conexo G, tal que la integral 
de [ (z) tomada. sobre cualquier circuito triangular A, situado en el 
recinto, es igual a cero, es analítica en este rectnilo. 

De las condiciones del teorema se dednce que la integral de 
$ (2) sobre cualquier circuito poligonal, perteneciente al recinto G, 
y Juego, sobre cualquier circuito rectificable cerrado, es igual 
a cero (compárose con la demostración del teorema inlegral de 
Cauchy). Por lo tanto, el teoroma de Morera es el recíproco del 
teorema integral de Cauchy. 

Para demostrar el teorema examinemos la integral 


j f (2) dz="F (2). 


En virtud de lo dicho, ésta representa una función uniforme en el 
recinto GC y puedon aplicarse todos Jos razonamientos del ap. 2.6, 
según los cuales F' (2) es una función analítica, cuya derivada coinci- 


de con f (2): 
F' (2) =1(2). 


Pero acnbamos de ver que la derivada de una función analítica 
también es analítica. Así, pues, f (z) es una función analítica y con 
esto se termina la demostración. 

d) Volvamos a examinar la fórmula (3.2:7) y hagamos en ella 
z = Zo (29 us el centro de la cicennferencia y). Si p es el radio y 
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y M (p) = max |f (2) |, entonces para el módulo de Ja derivada 
Y 
de orden » en el punto zp resulta la siguiente cola: 


IM : IM 
pa (2) |< A 21p = n o 


I5videntemente, este resultado es válido también para n= 0 
(en este caso se obtiene la desigualdad conocida (3.1:7)). 

Así, pues, en cualquier punto z del recinto G se verifican las 
desigualdades 


fe (2) |< ni e (n=0, 1, 2, ...). (3.2:9) 
Aqui fp designa el radio de una circunferencia arbitraria y con el 
centro on el punto z, contenida en el recinto G conjunta mente con 
todos sus puntos interiores, y M (p ) es el máximo del módulo de la 
(unción en y. Las desigualdades (3.2:9) desempeñan un papel capi- 
tal en la teoría de las funciones. Estas se llaman desigual - 
dades de Cauchy. 

La cota dada por las desigualdades (3.2:9) para n y z dados, 
depende de la magnitud p, que so puede tomar arbitrariamente 


entre los límites 0 <p < A, donde Á esla distancia desde el punto z 
hasta la frontera del recinto G. 


Cuando se necesita una cota más exacta, so busca el mínimo de 
la función Mio) y se toma precisamente lal valor de p para el 


cual esta función lome el valor mínimo. Para ilustrar esto, suponga- 
mos que G cs el círculo unidad | z | < 1, y que el punto z en el cual 
se acotan las derivadas es el centro del círculo z = 0, y, finalmente, 
que M (p) = max |f (z) | salisfaco a la desigualdad 

[2j=p 


4 
M (9) < =p 
Entonces, por la desigualdad (3.2:9), so ticno: 


. i 1 
(0) era  0<p<i) 


y para obtener la cola óptima se debe buscar el mínimo de la función 
=p? o Sn, el máximo de la función (1 — p) p” en el intervalo 
(0, 1). Aplicando las reglas corrientes del cálculo diferencial halla- 


remos que el oxtemo buscado se alcanza para p = +7 y es igual 


a (n+1) (1 +2) <e(n + 1). Por consiguiente, para cualquier 


17—1199 
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n=41,2,3,... se tiene: 
[1% (0) | <e(n+4)1. 
En el caso particular, ¡cuando f (1) == (esta Sunción es 


analítica en el círculo unidad, y para clla M(p)=45) , edian- 
te un cálculo directo obtenemos: 
mi 


pon (2) = U= 3.1 y pun (0) =n!. 


La importancia de las desigualdades de Cauchy consiste en que 
permiten soñalar cotas para las derivadas de una función analítica 
(no importa quo scan elevadas) basándose en el solo conocimiento 
del valor máximo del módulo de la función M (p). 

Fijando p <A on las desigualdades (3.2:9), escribámoslas en 
la forma 


V nl $ p E 
Como lim YM (p)=1, de aquí so deduce que 


y ATICINORS 


col 
(la notación Jim dosigna, como ordinariamente, el límite suporior 
de una sucesión do números reales). 
Como cn esta desigualdad en lugar do pp se puedo tomar cual- 
quier número positivo menor quo Á, pasando al límite cuando 
p > Á obtenemos: 


E de INM) pa 1 e ó 
Aim y LA (3.2:10) 


Esta desigualdad, denominada desigualdad de Cau- 
chy-Hadamard, muestra que la magnitud Á, que deponde 
do los valores do las derivadas de la función analítica en un punto 
del recinto G, está ligada con la distancia Á desde esto punto z hasta 
la frontera del recinto. Esta ligazón sc oxpresa en que cl número Á 
no puedo sor grande allí dondo A os grande, es decir, donde la [ron- 
tera del recinto de analiticidad dista mucho dol punto z. En parti- 
cular, para las funciones enteras, es decir, para las funciones que 
son analíticas en todo el plano, donde el único punto frontera del 
recinto cstá en cl co, Á = co para cualquier punto del plano y, por 


4 QQ 
= 0. Por cesto, para las funciones enteras, en cual- 


consiguiento, ra 
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quier punto del plano se tieno: 


lim Y UP! =0. 
n] 


N=r00 


Como ejemplo, tomemos f (z) = capz. Aquí f/( (2) = exp z 
para cualquier », y, por consiguiente, |/0” (2) | = |Jexpz | = e. 


Por obra parte, si k = [5] (la parte entera de 7) se tiene, 


kh 
anl>n(n—1)...(a=k 1) >" y Vaii>k* *"2VE. Por Jo 
A 


tanto, 
y Pel | E EL e” 
"7 


Impleemos el hecho, demostrado en el presente apartado, do 
que la derivada f” (2) de una función analítica os también analítica y, 
por consiguiente, continua, para obtenerla regla desustitu- 
ción de Ja variable en las integrales 
de las funciones complejas. 

Supongamos que f (2) es una función analítica en ol recinto G 
y seca [, una curva rectificable, situada en este recinto. La lunción 
w = f (2) transforma la curva L en una curva T' que también es rue ti- 
ficable. En efecto, siz= 4 (ft), 4 <t< f, es la ecuación de la cur- 
va L, entonces la ecuación do la curva 1 tendrá la forma 


w = /[A(0)1. 


Considerando una partición arbitraria del segmento [o, ff] por los 
puntos la=4%, ty .«.-, tH =P y hnciendo 23,=24(1,), «,=/[4(£,) 
hallaremos: 


——— => para 1 — 00. 


n— 


y | Ue yy — ur | -< 


j=U 
ni 5141 E 1 
= >| | f (2) d2 |< max] f" (2) | bs ! |edz|<omax] f' (2) long. £, 
ju () z) jue) 


z 
J 
de dondo se deduce que la curva TP es rectificablo. 


Demostremos que para cualquier función (P (w), continua on l, 
se verifica la fórmula 


[ D (10) dw = | D (f (2)] f (2) dz, (3.2:11) 
i' L 
47. 
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que expresa la regla de sustitución de la variable bajo el signo inte- 
gral. 
Para demostrarla, consideremos las sumas integrales cuyo lími- 


te es igual a la integral | 9 (w) dw. Se tiene: 
T 


a—1 n—i qt 
Y) D(0,) (09 —w)= Y Vlf (291 | (2) az. 
U 0 27 
Por otra parte, la integral j WD [f (2)] $” (2) dz puede representarse 
L 


n—1 441 


eu la forma s | (DIf (2) f' (2) dz, y, por consiguiente, 
y “, 
n-1 


Y) 0 (10,) (10341 10) — ) DIS (2d 
0 p 


n=1 +1 


= Y Í (01/(3)1—O1/(2)1)7" (2) uz. 
D 2. 
J 
Con una partición del segmento (a, $] suficientemente menuda, 
todas las magnitudes 


max | D[f(z2)1—DI[f (2)1 | 
US 


se pueden hacer menores que cualquier «. Haciendo luego la 
notación M= max] f' (3) |, obtenemos: 
L 


n-1 *J»1 


| | PUED 011 0) d.|< 
0 z; 


n-/1 2141 
< Me Ss ¡ |dz| < Me- long. £, 
0 2 
J 


por consiguiente, las sumas integrales 


n—1 
2 Df (w)1 (05,1 —w)) 
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tienden al límite 


our maz, 


cuando la partición del curva T' disminuye indefinidamente. 
De aquí se deduce la igualdad (3.2:11). 


3.3. Aquí nos dedicaremos al prubloma de los valores [rontora 
do la integral de tipo Cauchy. Los rosultados fundamoentalcs reforentes a esto 
fuoron obtenidos por ol matemático ruso Y. e en el año 1873 *). Esta 
cuestión, en las hipótesis más generales respecto de la curva (que se supone rec- 
tificablo) y de la función (que $e supone sumable en el sentido de Leobesgue). 
so estudió en los trabajos de V. Gólubiaev Priválov **). 

En las obras do Musjelishvili y su escuela so han tratado las aplicaciones 
de la integral do tipo Cauchy a los problemas de mecánica y sobre todo a la 
teoría de la elasticidad ***). 

tt (DA 


Supongamos primero que F ()=37 L—3 


Entonces, en el recinto g que es interior a la curva £, £' (2) coincide con f (2). 
la cual es analítica en todos los puntos de un recinto G que contiene un £ ya g. 
Por esto, si [y es algún punto de Z, ontonces F (2) = f (2) tiende al limite / (po) 
cuando z tiende a ¿y por el intorior de £. En el exterior a £ la íntegral de Cauchy 
30 anula (véase el ap. 3.1). Por esta razón. cuando z tiendo sl punto ¿y inantenién- 
dose un el exterior de la curva /., la integral de Cauchy tiende al límito cero. 

En resumon. para la integral de Cauchy, en cada punto fo de la curva £ 
existen valores frontera, iguales a f (fp) por el intorior a £L a iguales a 0 por el 
exterior a L£. 


es una integral de Cauchy 


Consideremos ahora la intogral do tipo Cauchy | Pa bajo 
7? 


las siguientes hipótesis particularos: 


*) 06 oUNpec1cABHx METerpanax Tn yukugaX. yuotpebasembik npa 
PAa3aro Cog gAX B prin. Commnionuo DO. Coxourxoro, CJ16, 18/13 (Y.Sojat- 
8 k 1, Sobre las integrales definidas y las funciones que se emplean en los desa- 
crollos en serios). 


**)4. B.B.To1y0605, OnHo3HA4Bbte an HTHNCCKHe PyBriun 6 co- 
Depuicruntlm MrotocTBOM oco6uIx soci, M., 1916 (V. Cólubio v, Functones 
uniformes analíticas con un conjunto perfecto de puntos singulares). 

2. M. M. Mpavbano», Murterpaz Cauchy, Caparon, 1919 (Il. Privá- 

lov, Integral de Cauchy). 
3, M.M.ITpnusaazxoa, Tpaguunile crolíicrBa OMIO3RU INIA ANARATANCCKNAX 
yaaa, Pocrexmanar, 1950 (1. Privúálov, Propiedades de frontera de las 
uncioneg uniformes analíticas). 
**2) 4. N. Musjolishvili, Applications des Intégrales analogues 
Add de Cauchy á quelques problémes de la physique mathématique. Tiflís. 

2. H.M.Mycxe xn san, Cuncyasipindo AITEPPparnsiible YypaniergA 
(Ppannunblo 3MARAN TCOPHR PYHKUHÚ 1 NEKOTONINC HX UPANOMHOHAH K MATOMATHA=- 
yeckolí (manxe), M., (Dasmarrias, 1962 (N. Musjoelishvili, Singular 
integral equations. Boundary problems of function theory and their application 
to mathematical physics Dep of supply and Development, Aor. Res. Lah., 
Melbourno, Australia, 1949, Noordhoff, Groningen, 1153). 
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1) ' es una curva rectificable de Jordan, 
b) la función q (t) os analítica on cierta entorno du cada punto de la curva y. 

Demostremos que en estas condiciones también uxisten dos valoras fron- 
tera do la integral on cada punto Eo € y, distinto de los extremus do Z. A difo- 
rencia del caso de la integral de Cauchy, nstos valores no so expresarán directa- 
rente medianto q (Lp). Noa obstante, la diferencia de ellos on el punto LE, será 
igual a qp (La) (tomnndo adecuadamente uno de ellos por minuendu y el otro 
por sustraendo). Por consiguiento, aquí se observa la misma ley que en el caso 
de la integral de Cauchy, donde la diferencia entre los valores frontera interior 
y exterior es igual a f (Lo) — (0 = / (Lo). 

Para la demostración, tomemos un entorno U del punto lo, de mado que 
la función q (2) ses analítica en U, y tracomos una circunferencia C con ol centro 
en [o, contenida en Y y de un radio tan pequeño que entre los puntos de la curva 


PIG. 55 


p que preceden a lo y que siguen después de tp (en dirección de la integración), 
aya pants situados en C. Entonces, partiendo dol punto Los poco cn dirco- 
ción del recorrido de la curva y hasta el primer punto B de intersección de y 
con la cireunferoncia C, y después desde el mismo punto ¿, en dirección contra- 
ria, también hasta el primer punto A do intersocción de y con la circunferencia 
C, obtenomos un arco AB — y que contiene al punto ta y pertenece al interior 
de C, a excopción de sus oxtremos A y B situados en €. Los puntos A y B di- 
vidon a la circunferencia € un dos arcos AaB y ADB, que junto con cl arco AB, 
pertenccionto a y formun dos curvas de Jordan cerradas y, (4144) y ya (ADLA), 
con las partes ínterioros g, y ga, situadas dentro de C (fig. 55). z 
rvese quo Jas E ear se han adoptado do modo que el recinto E 
quede a Ja izquierda dol observador que se mueva sobro AB en la dirección de 
la integración, y el recinto g, quode a la derecha del mismo. Supongamos ahora 
que el punto 2 € g, tionde al límite fp. Como z está situado en el exterior de la 
curva ya, la cual, junto con su interior gz, ponen al recinto Y, donde la fun- 
ción q (£) es analitica, según ol teorema integral de Cauchy se tiene 
1 A 
21 | E—7 d¿=0, 
Ya 


A | 90d. 


O sea, 


an > ABR 


2 ” —I 2ni 
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De aquí so deduco quo para los puntos z € gy «1 vnlor de la integral 


A AS 
F()=377 | E—2 s 
% 


vo vacía si en lugar del arco 411% se oflectúa la integrución sobra el arco de 
a circunferencia ADB, 


Así, pues, en el recinto gy se tiene: 


1 (2) db : 
Fu | Ze, (3.3:1) 
y + ADE 
donde y” so obtiene de y eliminando cl arco AB. 

Pero y” + AB es una curva rectificable (que puede no ser de Jordan) y, 
por consiguiente, la integral (3.3:1) es vna integral do tipo Cauchy que, cn 
virtud del ap. 3.2, tiene que representar una función analítica YD, (z) en cualquier 
entorno del punto £y que no contenga puntos de la curva y” + AdB; en los pun- 


tos de oste entorno que pertenecen a gj, como muestra la igualdad (3.3:1), 
MP, (z) coincide con F (2). Por consiguionte, 


lim £ (3= li 0, =0t0=37 | HE. 62 
2 nn Y +ADI 


Nel mismo mudo, para los puntos del recinto ga podemos vscribir: 
? 1 . 
F ()=3 (0d 


Tu —$ 
v'"+AaB 


dondo la integral de tipo Cauchy que figura en el sogundo miembro representa 
cn vn entorno de £¿ una función analítica D2 (2) que cuincide con F (2) en los 
puntos de oste enlorno portencolentos a gz. 

De aquí se deduce que 


a SS e pa _A PE) de 3,3: 
lim F ()=1im 0,()=0:()=7, y 2%. 63 


23£a 1ELa v+4aB 


(3.3:3) 


Por lo tunto, queda demostrado que existen dos valores frontera de Ja 
iutogral de tipo Cauchy en un punto arbitrario 6 de la curva reclificablo y so 
han diaallado sus valores (3.3:2) y (3.3:4). Uno du ellos, cl que corresponde al 


caso en que z tiende a fo por el recinto gy contiguo nl arco 48 C y hacia la 
izquierda según la dirección de integración, lo llamaromos valor frontera de 
la izquierda, y el otro, valor frontera de la derecha; los designaremos mediante 
Fr (Lo) (3.3:2) y Fp (o) (3.3:4), respectivamente. 
Do las fórmulas (3.3:2) y (3.3:4) se deduce que 
4 (5) dad _ 1 Ó (0) de 
+ a — momo AS PAN 
C 


AbU—AaD 
Duhido a las hipótesis hechas, la integral obtenida es una integral de 


Cauchy, formada pura la función q (3) y la circunferencia C. Según la Jórmula 
integral de Cauctl:y, su valor cs igual a q (2,). Resumiendo, 


Py (20) — Fo (20) = 4 (Lo). (3.3:5) 
quo es lo que se afirmaba. 
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Como ejemplo, consideremos la integral Je tipo Cauchy 


1 dx 
FO=z3 Tz”' 
A 


donde A representa ol segmento del eje real — 1 <z < 1 (la integración se 
efectúa on la dirección del crecimiento do 2). y tomemos para mayor sencillez 
lr = 0. Aquí q (1) = 1 es una función analítica en todo «el plano. Por consi- 
guiente, no hay ninguna restricción para elegir la circunferencia € con contro 
on 0, sin contar la única condición de que en C tienen que estar situados tados 
los pmntos del segmento Á que precedan al punto Ú y los que sigan después. 
Tomemos por C la circunferencia unidad. Entonces el arco A4M coincidirá con 
todo el segmento A y los arcos do la circunferencia AB y AaB serán las semi- 
circunferencias inferior y suporior, rospectivamente. 

En la fórmula (3.3:5), para la diferencia de los valores frontera de la inte- 
zral de tipo Cauchy tendremos que tener: 


F¿ (0) —Fp (0) =p (0)=1. 


En cuanto a cada uno de éstos por separado, la fórmula (3.3:2) da: 
211 


1 Í 
AbH T 
y la fórmula (3.3:4): 
dí 


S 1 
Fow=>7 j > =257 
Aalj T 


3.4. En lo que se refiere al rosultedo (3.3:5) obtenido en el apartado pro- 
cedente, so puede hacer una objeción esencial de que éste se ha conseguido supo- 
niendo que la función q (¿) es analítica, mientras que en las aplicaciones suele 
ser frecuentemente importante el caso en que q (2) no es una función analítica. 

Debido a esto daremos aquí otra demostración del mismo resultado. (que 
a la vez dará lugar a unas fórmulas impartantes para F, (20) y Pp (to), distintas 
de las fórmulas (3.3:2) y (3.3:4). 

Sea y. como anteriormente, una curva rectificable do Jordan y supongamos 
quo p (5) es una función continua en y. Considerando a £ como una función 

e la longitud del arco s¿, medida desde el punto inicial de y: 


¿=14(8) 0<s<! (los la longitud de y), 


supongamos quo en cierto punto Lo = A (50) (0 < so < 1) existe la derivada 
A” (s), siendo ésta finita y no nula *). 
Supongamos ahora que existen unos números K >0 y « > 0 tulos que 


4 (D)—e (o) 1 <K 120 1*. (3.4:1) 
Facilmente so observa que en ostas hipótesis la integral impropia 
1 0960 


2 ES a (3.4:2) 


Ij= 


*) En la teoría de funciones de variable real se demuestra que en todo 
el intervalo (0, 1), a oxcepción, po do un conjunto de medida nula, 
oxisto A” (s) y JA” (s) | == 1. Véaso, por ejemplo, Chi. de la Vallée Poussin, 
Cuurs d'analyse infinitésimale, Vol. YI, 10% ed., 1947. 
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es absolutamente convergento. Para cerciorarse de esto, convengamos en desig- 
nar el arco do la curva y que corresponde a un segmento determinado de varia- 
ción de la longitud del arcos: a <s< b, con la notación la, b]. Entonesa, 
para cualquier arco (a, b] que no contenga al punto ty (supongamos, para preci- 
Sar, que sy < a< b), en virtud do (3.4:1), tendremos: 


1 9 (50) —o (Lo) K $ _ 
2 ME <a s [EL 107" de 


(o.b (a, d] 
e y 
Por Ja hipótesis, lim 2 | = |A” (10) |] 40 de donde se deduce que 
589 | *— $0 
2 [> FIN 60) 1 para 15 tol <p3 si 16 bo 1>P. entonces 
$—to 


a >E. Así, pues, [$30 > e > 0 para todos los puntos ¿E y. 


Ja aquí se doduco que 


1 Y P (5) — 9 (o) dt 
ra 


bd 
< Ko | (6—apY07! dem 


u« 


2 


=K' (b— 89) —(a— so)” —> 0 


, o 


cuando a y b—> 50. Por lo lanto, la integral (3.4:2) os absolutamente con- 
vergente. 
Considerando la integral de tipo Cruchy 


¿ni 
Y 


F (3) =-2— y de, 


cepresentémoslu en la forma 


1 Q)—o (la) 1 p (Lo) A. 
F0=sT j e TE j ER (3.4:3): 
Y Y 
y domostremos que 
: 1 g0—oe(to ? 
J —_—_— o. ==] E 3.4:4 5 
a ds ? $ 2 de s y 


de E se supondrá que z tiendo a ¿o mantenióndose en el interior de un ángulo 
arbitrario gy, de magnitud menor quo 20 < x, con ol vértico en el punto ¿o 
y cuya bisectriz cvincide con la normal a la curva en esto punto. El modo en 
quo z tiende a fo se curacteriza diciendo que «tiende por caminos no tangentes 
a y». En particular, quoda satisfecha esta condición cuando el punto z tiende 
a fp por la normal a y. Fácilmonto so observa quo en un entorno del puntu ¿o 
suficientemento pequeño ningún punto de la curva y caorá en el interior de un 
ángulo fijado gg, (y tampoco en ol interior del ángulo opuesto al mismo). En 
efecto, supongamos lo contrarív. Entonces tiene quo oxistir una sucesión do 
puntos ¿a = A (sn) € y. situados en cl interior de gp, (o en el interior del ángulo 
opuesto al mismo) que cunvergorá a Ly. Se puodo suponer también que (s, )- 


es convergente, es decir, que lim s, = s”, de donde se deduce que lim f, = 
n-00 n= 00 
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= A (a). Pero, por otra parte, lim ¿n = Lo = A (sp); como y es una curva_de 
00 


n—. 
Jordan (y to es distinto do sus extremos), sacamos ln conclusión do que s' = sy. 
Por lo tanto, las direcciones de los vectores £, — fo lionen que tondor a la 
dirección tangente en el punto to y. por consiguiente, todos estos vectores no 
pueden quedarso on el interior de) ángule gg,. 


Sea 0 un námero quo satisíace a la condición 0 < 0 <F; fijemos 0p. 


0 < 0, < 5 y consideremos un entorno |z — fo [|< p tal que ningún punto 
«de la curva y situado on oste entorno pertenozca al ángulo gy, (y tampoco al 


b 


FIG. 50 


ángulo epaesto al mismo), y sea gg, p la parto del ángulo go que portenece al 


«entorno indicado, Prolongando y desda cl punto ¿o on dos direcciones hasta los 
primeros puntos A y B do intersección con la circunferencia | z — 20 | = P, 
so obtiene un arco 
Ip=|s9— 2. soe IC y 
Evidentomente, para cualosquioca puntos 3€ 9, y Y L€%0p, lvudromos: 
> 
ti=wl  cosoc (0 —0) 


¡:—¿l 
(Mig. 56), por lo cual, 


1 Pi0)—eto) , 
dis lo—=37 a le 
= pe (Y > to— 3 
5 cid: $ Oe EY |< 
iS > > Lo—:z 
Y-0, 


+ cosoc (Da —0) y ' ¡peto di, 
5 
Pp 
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Si 8 es un número positivo arbitrario, se puede supuner quo p os tan pequeño 
que ía resulte monor que E fijemos este valor de p. Obsérvese ahora que la 


distancia 07 desde el punto Eo hasta el arco y — dp es positiva; por lo tanta, 
IE—=f0l>01>0 8d LE y—0%, y I£—-z21>0 — |fo— 2]. Por esta 


razón, si lz—tol< ==. so tiene: 
no 


1 =3 . a 
e pia l | ()— Y (o) | de a, 
y-0, 


- | io—2 a 
SL 9601 ds 
Y 


de donde, para todos los puntes = suficientemente próximos a Ly resulta; 
t|< 5 Asf, pues A < e para tudos los puntos 3 suficientemente próximos 


a Lo y pertenecientes a go,p, es decir, queda demostrada la rolución (3.4:4) 
para el caso on que s tienda a fp por caminos no tangentes u y. 
Consideroraos ahora la segunda do las integrales dol segundo miembro de 
la igualdad (3.4:3). Evidentemente, ésta os una integral de tipn Cauchy con 
una función constante y, por consiguiento, analítica q (() (= q (%)). Además, 
representa (20) Ln p A , dondo P es ol punto inicial y Q el punto final 


de la curva y. No obstante, no utilizaremos esta última ohservación, pero apli- 
caremos los resultados del procedente apartado, según Jna cuales 


eE) El 
nor Y 2%. mz $ 
Y +HADdR y”+4aB 


ACA 

XK, AS 

An 

Confrontando (3.4:3), (3.4:4) y (3.4:5), sacamos la conclusión de gue en 

las condicionos referentes a y. p (5) Y Lo € Y enunciadas on este apartado, 0xis- 
0 


ten Jos valores frontera F, (20) y F'p (to) de la intogrul de tipo Cauchy, expra- 
sadas por las fórmulas: 


] CUA 950 4 
Pd) =-=357 y EA Ñ a (3.4:6) 


y y"+A40B c— 50 
E. E) yr y 21 q (Zo) de A: 
Fp Go==3p $ a dal A 2 (3.4:7) 
? y yAab 


ltestando término a término (3.4:7) de (3.4:6), obtenemos: 
A e» > > 1 P (co) dl pan . de 
Fi G0—*Fb (to) ==3m : y E" q (Co). (3.4:9) 
e b0)=54! 


Hemos obtenido costa fármula, quo coincide con la fórmula (3.3:5), sin 
suponer que la función q (2) sea analítica. 
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Transformemos (3.4:6) y (3.4:7) a una forma más simple; precisamente, 
escribamos (3.4:6) del modo siguiente: 


1 PII—O (o) y. , 1 (0—q(o . 
F) | A tr] A 
. O 
Pp 
1 P (o) 1 9 (to) 1 9 (6) de 
tar] att ] or + 
y AbDB A 
1 Y (5) — ep (60) 1 q (50) ' 
har y A a Y ins 
9, Ab1i 


Cuando p —>0, la segunda de las integrales del segundo micmbro de la fórmu- 
la (3.4:9) tiende a coro (debido a la convergoncia de la integral (3.4:2), estable- 
cida anteriormente). La tercera intogral puede escribirse en la forma pi 

vas Ln (12 — Eo) y, como Ln (2 — fo) = Inp + ¿Arg (% — tu), coincido con 


P (Lo) > P (Lo) long 45B 
27 car Arg 6— 6) = Er 


Peru, sogún lo anterior, el arco 9, E y con los extremos A y B puede encorrarse 
en ángulos opuestos arbitrariamente estrechos con el vértice común [y cuya 
bisectriz coincide con la tangente a y en el punto fp. Por osta razón, cuando 
p —>0, los pintos A y B tienden respectivamento a los dus puntos de Inter- 
sección de esta tangente con la circunforencia | — £o | = p. do donde se 


deduce que 
AA A O 


Como el primer micmmbro de la fórmula (3.4:9) no deponde de p, sacamos 
la conclusión de que exislu también 


pa $ (5) : 
eb Ti ' a * (3.4:10) 
y 
: E 1 ¿(a 
quo designaremos mediante 37 Í Eto *) 
Y 


V 1 $ (5) as . 
$ o : : 
) Obsérvoso que, en general, la integral 2 j E es divergente 
Y 


. A 
La notación ST ¡ ea se ha admitido solamente para designar el limite 
y 


(3.4:10), cuya oxistencila se ha establecido. Este límito se llama valor 


principal de la intogral 7] ea (en el sentido de 
¿nm J 5—to 
Y 


Cauchy). 


£ 3. INTEGRAL DB CAUCHY. FORMULAS DE Y SOJOTSKI 269 


Así, pues, obtenemos definitivamente: 
A 1 E so 
E Go= zp $ LO (3.4:14) 
Y 
De aquí y de la fórmula (3.4:8) so doduce que 


, 


Poor E (3.4:12) 
? 


Estas fórmulas, que tienen importantos aplicaciones en la mecánica, fueron 
obtenidas por primera vez por Y. dir en las condiciones mismas dul prosente 
párrofo, por E cual, se llaman fórmulas do Sojotaki. 

3.5. La fórmula de Cauchy puedo obtenerse como un caso particular de 
una fórmula más general, que os vúlida para funciones, goneralmente, no analí- 
ticas. 

Sea A un recinto limitado por un número finito de curvas «lementales de 
Jordan cerradas: T' (el contorno exterior), y;, . . ., Ya (los contornos interiores); 
E (2) = P (z, y) + 1Q (z, y) es una función continua con derivadas parciales 
de primer orden en el recinto cerrado Á. Entonces, aplicando la fórmula de 
Green, obtenemos: 


| F (2) 2 E 4=) Pdr—Ody+i | or 


3 [free [osea] [He] 


jui y, J á 
oP 9Q E or AUR 
+ (ay )) dx dy =2i IM Fr 7 dy (3.5:1) 
A 


(aquí + es la derivada formal, véase el ap. 1.3) . Fijomos zy€ A y oxcluy- 
2 


amos de A un entorno ¡z—zo|< e cuyo radio sea monor que la distancia 
desde zy hasta la frontera del recinto A. Obtenemos un rocinto A, cuya fron- 
tera consta de P, Yi, ..., Yn y de la circunforencia ye:|z—zo|=e. Aplique- 


mos la fórmula (3.5:1) a la función O a ; Obtendremos: 


a A A 


2—2p :—2ín y I—? 
2) [22] dr óv=2 | $ des 
> dz: L2—2Z0 : da 2—% 


3 
+7 ()]+w.-." 13 A 
a 


Dz 2—Lp 
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0 1 
(E ( ) =0, puesto que es unu función analítica on cl 


di Nz=x20 —20 
tucinto 3») E 
Si e >0, se tione: 
ona MES 
¡im | a e ¿uf (20), dim ,) ¿2 dz dy = 
Ye ás 
“a ÓZy 2 — <p 


n 

1 y 22-> 1 F (2) dz 

=J) 2ni 1 :—2 
y 


Fsta os la fórmula general huscada. En ella, la suma de las integrales de tipo 
Cauchy 


(e os E Ea 
¿ni y) 2—%0 ¿ni 
T j=l v; 


= Y (20) 


£— ¿a 


os una función analílica do zo. 
Por consiguiente, la Sunción 


: 1 or 4 
F (20) — y (20) = => ¡ ' peon dz dy 
a % 


al igual que 4 (zo), os continua junto con sus derivadas parcialos de primer 
ordon en cl recinto A y 


1) 1 | ar 1 ] a) : ar 
== e — ——— dí d = —— F (zo) — (z == —— . 

dro [ Y de a a 0 dto 
Cuando F (2p) es una función analítica on el recinto 4, la derivada formal 
pal = 0 y la fórmula (3.5:2) se convierte en la fórmula integral de Cauchy: 


n 
Fr) ==> | saS-— 2 | sas E 
r j=i y; 
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$ 4. SERIES DE FUNCIONES Y PRODUCTOS INFINITOS 
4.1. Sea 


fl ARA... bhñtlo+...= >, fa(2)  (4.1:1) 
0 


una serie de funciones de variable compleja, definidas en nn con- 
junto infinito de puntos E. Designemos con $, (2) la suma parcial 
de los primeros n+4 términos do la serio: 


St0=0-f()+...+f(2). (4.1:2) 
La serie (4.1:1) se llama nniformemente convergente 
en £, si para cualquier e,e > 0, se puede senalar un N (e) tal, que 
para n>N (e) y para cualquier p natural, se cumple la desigualdad 
|Snrp (2) Sn (2) |<e (4.1:3) 

en todos los puntos del conjunto E. 
De esta definición se deduce que una serie que es uniforinemen te 
convergente en el conjunto E, es convergente en cada punto de oste 


conjunto (on virtud del criterio de Cauchy). J31 recíproco, general- 
monte, no es válido, camo muestra el ejemplo de la serie geométrica 


¡A E E 
En efecto, esta serie es convergente en el círculo unidad, 
puesto que 
1 ¿74 1 
t—a == lÍ—z 


para n—>0o, si |z|<1. Sin embargo, la convergencia no es uni- 
formo. lín efecto, on este caso 


1422... 42= 


[Sn+p(2)—Sr (23) =| 27H (dbz 1... + 21)|= 
e | 7 "+1 ] ES | ! z pp + (1— | 2 1») 
E IN E == 
Tomemos un n arbitrario y hagamos p=n, == +1 . Entonces 
tendremos: 
rn n+1 n na 
ds 
[S2n (Zn) e dá (2,,) | 2 GN — 
n+1 
—(14++)” 
= A ——————_2— > 00 Para n—> 00. 


(1+) 
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De este modo, para n arbitrariamente grandes, existen tales p (=n) 
y tales puntos 2. del círculo unidad, en los cuales los números 
Il Sen (Zn) — Sn (2,) | son arbitrariamente grandes. Doe aquí se 
deduce que la serie geométrica no es uniformemento convorgente 
en el círculo unidad. 

Designando la suma de la“serie (4.1:1) mediante f (2): 


1 (2)= Es Sn (2), (4.1:4) 


se puede expresar la condición de convergencia uniforme de otra 
forma. Precisamente, para la convergencia unilorme de la serie (4.1:1) 
es necesario y suficiente que para Cualquier e, e > 0, se pueda hallar 
un N (e) tal, quo se cumpla la desigualdad 


|f()—S,(2)|<e (4.1:5) 


en cualquier punto € E para n > Ñ (e). 

lin efecto, supongamos que la serie (4.1:1) es unilormemente 
convergente. Flallemos un /N, (e) tal, que para n > N, (e) y para 
cualesquiera z y p(2€ E, p es un número natural), se cumpla la 
desigualdad 


|Saep (2) — Sn (2) | < + y 
Haciendo crecer p indefinidamente, obtenemos: 
[f(23)—S, (1) l<y<e 


para n > N, (e) y para cualquier z € £. Así, pues, el cumplimiento 
de la condición (4.1:3) implica el cumplimiento de la condición (4.1:5). 
Reocíprocamente, si la dosigualdad 


10-85. (9 |< 


se cumple para n>>N2(e) y para cualquier punto € £, entonces, 
en las mismas condiciones, para cualquier p natural se tendrá 


Sar» (2) — Sa (2) | =] f (2) —Sn (3) — [7 (2) — Say p (2)11 < 
<|H)—S 914 11) —Snp (| <F IAE. 


Por lo tanto, del cumplimiento de la condición (4.1:5) también se 
deduce cl cumplimiento do la condición (4.1:3). 

Comprando la serie de funciones con una serie convergente de 
términos positivos constantes, se obtiene un criterio bastante sencillo 
de convergencia uniforme de la serie (4.1:1). Precisando, si desde 
cierto valur de n > v los módulos de los términos de la serie (4.1:1) 
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no son superiores en £ a los términos correspondientes de la serte 
converpente 


A A E A (4.1:6) 


de términos positivos constantes, la serie (4.1:1) es uniformemente 
convergente en £. Kn efecto, en virtud a la convergencia de la 
sorie (4.1:6), pura cualquier e >U, existe un /N (8) tal. que para 
n > N (e) y cualquier p se cumple la desigualdad 


La+t + .-..0 FO 4 po LX t, 


Pero, según la hipótesis, en el conjunto X se cumplen las dest- 
gualdades 


fa (2) | <a, (k > y). 


Por consiguiente, en cualquier punto ZE / para nu > mas (N (8), v) 
y Cualquier p natural, se tiene: 


[Sas p (2—S, (2) 1-2| fe (3) -.- +l4n+p (2) |< 
A Uno Ep Es 


lo cual significa que la serio (4.Í:1) os vnilormemente convergente. 

Supongamos que cada punto del conjunto £ es un punto de acu- 
mulación do este conjunto, o sea, como suele decirso, E es un conjunto 
denso en sí. listo ocurrirá, por ejemplo, cuando £ sea un conjunto 
(no vacio) abierto arbitrario, en particular, un recinto, v también 
cuando £ sea una curva continua. Entonces, si cada término de la 
serie, unilorimnemente convergente en £, es una Ínnción continna 
en E, la suma de Ja serie será una función continua on 4. 

Para demostrar esto, consideremos dos puntos cualesquiera Zo 
y z del conjunto E y acotemos | f (2) — f (20) | del modo siguienle: 


| f (2) — Í (Za) | e | !/ (2) —Sn (2)] — [S,, (2) a Sa (20) ] + [Sn (20) —/f (Zo) ] | a 
se | [(2)— Sa (2) 1 +15, (2) — Sa (20) | | $ (Zo) — Sn (20) |- 
(4.4:7) 


Sea e un número positivo arbitrario. ln virtud de la convergencia 
uniforme de la serie, existe un NY (e) tal, que para n >> V (e) y para 
cualesquiera puntos del conjunto E se verifica Ja dosigualdad: 


|1(2)—8. (|< $ . (4 1:8) 
Por consiguiente, en particular, tendremos: 
| (20)—Sa (20) | <= - (4 1:0) 


Fijemos arbitrariamente Ry > /ÑN (e). Como la función Sy (2) es con- 
tinua cn el punto zo, puede señalarse un 9(e)>>U tal, que para 
18-1119 
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[z—z0| <Ó (8) (3, zo € E) se cumpla la desigualdad 
|Sno (2) —Sno (20) <EF - (4.1:10) 


Haciendo en (4.1:7) n=n, y tomando |2—2,/<Ó (e), en virtud de 
las desigualdades (4.1:8), (4.1:9) y (4.1:10), obtenemos: . 


1f(2) —f (20) | <e, 


de donde se deduce que la función f (z) es continua en cualquier 
punto za E £. 

Supongamos, en particular, que £ es una curva rectificable £. 
Demostremos que si los términos de la serie (4.1:1) son funciones 
continuas cn L y esla serie es uniformemente convergente cn L, 
entonces ésta puede intograrse término a término a lo largo de £, es 
decir, 


| f (2) ds = ¡ fo (3) de + ) hlod+ | fal2dz+...  (4.1:11) 
E 


L L d 


Izn efecto, como los términos de la serie son funciones continuas 
y la serie es uniformemente convergente en £, de lo demostrado 
anteriormente so deduce que f (2) es continua en L. Designomos con A 
la longitud de la curva L. Siendo e un número positivo arbitrario, 
si N (e) es tal, que para n >> N (2) en todos los puntos de la curva L 
so verifica la desigualdad 


HS (0 <E. 
entonces, evidentemente, 


162 —[f fo(2)dz+...+ ¡ ta (2) d2]|- 
L L 4 


=| ¡ (/ (2) 8, (3) d2| <P A=e 
L 
(para n > N (e)), de donde se deduce la relación (4.1:11). 
Frecuentemente, cl toorcina de la posibilidad de integrar tér- 
mino a término una serie sc sucle aplicar de la forma siguiente. 
Supongamos que los términos de la serie (4.1:1) son funciones conti- 
nuas en cierto recinto € y que la serie es uniformemente convergente 
en cada conjunto cerrado de puntos de este recinto. Entonces la 
serie (4.1:1) puede integrarse término a término a lo largo do cual- 
quier curva reclificable L situada en el recinto G. 
Para reducir este teoroma al anlerior es suliciente observar que 
tnda curva rectificable £ (y, en general, toda curva continua), 
situada en el recinto G, reprsenta un conjunto cerrado de puntos dol 
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recinto. Por consiguiente, según la condición del teorema, la se- 
rie (4.1:1) es uniformemente convergente en £. 

Izn la teoría de las funciones analíticas la convergencia imiforme 
de una serie de funciones en todo conjunto cerrado y acotado de un 
recinto G, desempeña un papel muy imporlante. Á semejante con- 
vergencia la llamaremos convergencia uniforme 
cn el interior del recinto C, distinguiéndola de 
la convergencia uniforme on el recinto (G. Toda serio que 
es uniformemente convergente en el recinto G, os uniformemente 
convergente también en todo conjunto cerrado de sus punlos y, por 
consiguiente, es mniformemenle convergente en el interior de G. 
Lo rocíproco, generalmente, no €s cierto, como muestra el ejemplo 
de la serio geométrica 


lazo 23. ..+42%+... 


En efecto, como se vio anteriormenle, esta serie es convergente en el 
círculo unidad |z | < 1, pero no lo es uniformemente. No obstante, 
os uniformemente convergente en el interior del círculo unidad. 
En efecto, sca FP un conjunto cerrado de puntos del círculo unidad 
y eva 6 > 0 la distancia de F hasta la frontera del recinto (hasta la 
circunferencia unidad). lintonccs, para cualquier punto 2 Ef"; se 
tiene: |z| <1 — 6 y, por consiguiente, 


E E 


¿+1 1—2P 
1—2 


1 1P 2 
<1ar ER <a. 


Evidentemente, la magnitud (1 — sr tiende a cero cuando 


n—>o00 y puedo hacerse menor que e >0 para n > N (e). Así, 
pues, la serie geométrica es uniformemente convergente en cualquier 
conjunto cerrado F' de puntos del círculo unidad y, por consiguiente, 
es uniformemente convergento en el interior del circulo, a pesar 
de que no es uniformemente convergente en el círculo, 
Demostremos que para que la serie (4.1:1) sea uniformemente 
convorgente en el interior de un recinto G, es necesario y suficiente 
que para todo punto z, del recinto exista un entorno del mismo en e) 
cual esta serie converja uniformemente. La necesidad de esta condi- 
ción es evidente, puesto que si |] 2 — Za | <p es un circulo cerrada 
con el centro en el punto Zy, perteneciente a G, la seric biene que 
converger uniformemente en el mismo y, por consiguiente, también 
en el entorno |z — zo | <p del punto z¿. Para cerciorarse de que 
la condición es suficiente, haremos la demostración por reducción 
a lo absurdo. Supongamos que, cumplióndose Ja condición, la soria 
converge no uniformemente en cierto conjunto cenmado F EC. 
Enlonces tienen que existir: un número positivo ey7, unos números 
naturales na (Ri < Rary1) arbitrariamente grandes y unos puntos 


18+ 
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za E F tales que 
LF (20) —S y (24) 12 to. (4.1:12) 


(Aquí se ha Jormulado la negación de la convergencia uniforme de 
la serie (4.1:1) en el conjunto FF). 

De la sucesión de puntos ([z,) se puede extracr otra succsión 
parcial contenida en la misma (z,-), que converge hacia cierto punto 
Zo E F (F es un conjunto cerrado). Como z, es un punto del recinto G. 
según la hipótesis, para éste existe un entorno U pertonccienle a G 
en cl cual la serie es uniformemente convergente. Por consiguiente, 
en todos los puntos de U tiene que verificarse la dosipvaldad 


1/ (2) —S, (2) | < €u, 


si res suficientemente grando. 

Poc otra parte, debido a la hipótesis, existen unos números np- 
arbitrariamente grandes, taleg que cn los puntos zr- Situados en U 
(y a UY pertenccen todos los puntos (z»-), comenzando desde nno de 
ellos,) se comple la desigualdad opuesta: 


| $ (2n:) —S np: (2") | > to. 


De ln contradicción O0btenida se deduce la justleza de nuestra afir- 


mación. 
Volvamos a estudiar el problema do la integración de una serie 


La. .] 
. Ed . | .o 
uniformemente convergonto de funciones analíticas 2: fx (2). Fijando 


un punto arbitrario 3y € , para cualquier curva rectificable y, 
perteneciente a (, que una 2, COn al punto z, también perteneciente 


“ G, tendremos: 


j f (2) dz=. s j Ía (2) dz. 
y 0 


Las integrales | f (2) dz y j fa (2) dz pneden considerarse “omo 


» y 
funciones de z, generalmente multiformes (véase el ap. 2.7): 
z 2 
YI) dz y Yinta dz. 
z0 íy 


Para separar sus ramas uniformes en el entorno VU: 22H ]|<p 
de algún punto z, del recinto G (se supone que este entorno Junto 
con su frontera |z—2z,¡|=p está contenido en el recinto €”), 
efectuaremos lodas las integraciones desde el punto Z¿ hasta cel 


punto z, sobre una misma curva rectificable y, perteneciente al 
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recinto G, y luego, desde el punlo £, hasta cualquier puntu z € U 

a lo largo de curvas rectificables arbitrarias situadas en [, por 

ejemplo, a lo largo del segmento rectilíneo que uno z, y 2. 
Demostremos que, cumpliéndose estas condiciones, la scrie 


wa 2 


y» | f. (2) dz convergerá uniformemente en U, es decir, en un círculo 


U zm 
cerrado arbitrario perteneciente al recinto G. 
En efecto, para el módulo 


n+p 2 
[Y $ ruta 
n+1 Zo 


se obtiene la cota siguiente: 
n-+n z n+y n+p 2 
| yy Ñ fu (2) da] «| > Í In (2) dz] +| 7 EZ (2) da|. 
n+i z n+-1 yy n+1 21 


Pero la serio EZ (2) dz es convergente, y, por consiguiente, 


0 y 
para cualquier e>0 existe un N, (e) tal que 
nHA-p 
| > Y f» (2) da <= para n > N, (e). 
n4)% 
Aplicando luego la convergencia uniforme de Ja serie Y) fa(2) en 
0 
el círculo cerrado |z—2,| <p. podemos elegir un número N, (e) 
tal que, siendo n > Na (e), 


n+p 


DIACIESS 


n+1 


para todos los puntos de cste circulo. 'Somando las integrales 


2 


Vf tz) dz a lo largo del segmento rectilíneo que une 2, y 2, 


21 
tendremos: 
z nmi-p 


n+p 2 
IX Sra] $ > fu (2) da| < 5 => : 
n+tz, 21 n+1 
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Por consiguiente, para rn > NÑ (e) = max [N, (2), N2(e)), en cual- 
quier punto del circulo |z—z,|<p se cumplirá la desigualdad 
n+p z 


| $1) 4|<e, 

n+iz 
con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme de la serie 
en cualquier círculo cerrado contenido en CG. 


2 
ln el caso particular en que todas las integralos | fa (2) dz sean 


z0 
Ínnciones uniformes en el recinto G, de lo demostrado se deduce que 


la serio 
Ss Ñ Í,. (2) dz 


0 z% 
vs uniformemente convergonte en el interior del recinto G, si la 
0D 


serie > fa (z) es uniformemente convergente en el inlerior del mismo. 
1) 


Teorema de Woierstrass sobre las series 
uniformemente convergentes de funcio- 
nes analíticas Si dos términos de una serie 


fio f(2+...—f(+.... (4.1:1) 


uniformemente convergente en el interior del recinto Cs, son funciones 
analíticas en este recinto, entonces la suma. de la serie f (z) también 
es analítica en el recinto G. 

Además, las series 


AS O E PEA (4.4:13) 

que se oblienen de la serie (4.3:1) derivando ésta. término a lérmino k 
veces, también convergen uniformemente en el interior de G y representan 
en el recinto G las derivadas de k-ésimo orden de la suma de la serie f (2). 
Sea zy un punto arbitrario del recinto G y sea y una circunferen- 
cia de radio p con el centro en ol punto zp, perteneciente a G junto 
con su interior. Evidentemente, €s suficiente demostrar todas 
las proposiciones del teorema para los puntos del entorno [?: 


[2=—2zp9!|< + del punto 27. Supongamos que £ designa un punto 


arbitrario si uado en y y que zos un punto arbitrario de U. Fagamos 


en ci :1) . = £ y multipliquemos todos los términos de la serie 
/ 
por Du goin (k= 0,1, 2, ...). Obtenemos: 


10 3 TAO 


er Ga 2ni ((— +1 j (4.1:14) 
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Como la serie (4.1:1) converge uniformemente en y y por las 
hipótesis del teorema 


kl 1 


kl 
S — "== T +" 
Pe ya 
E 
la serie (4.4:14) también converge uniformemente cn y; por esta 
razón se la puede integrar término a término. lJesulta: 


A A AL: E 
ni ) o (E—2)1+1 = 247 21 ] Ea” (4.1:15) 


Como las funciones f,, (z) son analíticas en el recinto G, las inte- 
CA A AS 


grales 2 y G— — gye+1 


expresan las derivadas ¡1 (z) (véase (3.2:7)). 


Para E = 0 la igualdad (4.1:15) toma la forma 


27] AS 


p— 3 
1 


de donde se deduce que f(z) representa en U una integral de tipo 
Cauchy y, por consiguiente, es una función analítica en U. 
Para k>0, de la igualdad (4.1:15), obtenemos: 


kl fl 
27) SS (2). 


Pero la expresión del primer miembro de esta igualdad representa 


la derivada de orden k de la integral de tipo Cauchy 21) e 


Y 
y, pur consiguiente, es igual a f% (2). Así, pues, en el entorno l: 
del punto z, se ticne: 


("=P 6) 


No queda más que demostrar la convergencia uniforme de esta 
serie o, lo quo es lo mismo, de la serie (4.1:15) en este mismo entorno. 
Pero si cn y sc cumple la desigualdad 


IFO)—Sn(t)|<e para n>0 (e). 


20 CAP 1J]1 INJEGRALES Y SERES DE POTISNCIAS 


entonces para lodos lus puntos 2€U y para los mismos valores 
de n, se tieno: 


Al JD dí IO de 
EU rremerer El Dar Fu | 


= 7 ¡|< 


Como el segundo miembro puede hacerse, evidentemente, arbitea- 
riamento pequeño junto con e, la última desigualdad expresan la 
convergencia uniforme de la serie (4.1:15) o de la seric (4.1:13) en Y, 
con Jo cual se termina la demostración del teorema. 

Para aplicar correctamento el teorema de Wejerstrass es preciso 
recordar que óste se ha enunciado y demostrado para las serios de 
funciones analíticas convergentes en un recinto. Jn el caso 
de un conjunto arbilrario (no abierto) óste puede no ser cierto. 

Exaiminemos, ante todo, el ejommplo dado por Wejierstrass de una 
Ínnción que no es derivable en ningún punto: 


00 
[(2)= Y 0” cos (a*zn) 
n=") 

(a es un número entero impar, U< 6 <41). Cada término de esta 
serje es una función analítica en todos los puntos del eje real (e inclu- 
0 en todo el plano). Además, la sorie es uniformemente convergente 
en cl eje real, puesto que el valor absoluto del término gencral de la 
serie | 9% eos (ax) | no es superior al término b” de la serie peomé- 
btrica convergente. Sin embargo, la suma de la serie no es analílica 

en los puntos del eje real, puesto que, como demostró Weierstrass, 
ósta no es derivable para ningún .. 

Como segundo ejemplo, lomemos la seric 


e] 4 
sen ¿zx LR z) EN (E - ar ¿e m2) da 


senz— ( 3 
Los términos de esta serie son funciones analíticas en cl eje real 
(e incluso on todo cl plano). Además, la serie converge uniformemente 
en el eje real, y su suma, siendo idénticamente igual a cero, repre- 
senta una función analítica. En efecto, la suma parcial 


ES i ES 23 sou fa sen (n—1) - ] _ SON AaAz 
sen <— 7 — Son z) PE == 


1 £ 
ro supera en valor absoluto a —, de donde se deduce que la serie 
convergo hacia cero y, además, unilormemente. 
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Pero derivando término a lérmino, se obtiene la serio 
cos TH (COS 217 —COST)+.. —[cosnr—cos (n—1)1]=..., 
cuyas sumas parciales son: 
COS Z, COS2L, ..., COSNT, ... 


Evidentemente, la sucesión de estas sumas es divergente pare 
todo z3€ 2x1, y para zx =. 2kn ticne un límite igual a 4, es decir, 
resulta un valor distinto de la derivada de la suma de la soric. 

Basándose en ol teorema de Wejerstrass tenemos que sacar la 
conclusión de que cn estos dos casos no existe un recinto que contenga 
a los puntos de todo el eje real y incluso de alguna de sus parles, en el 
cual las series dadas fuesen uniformemente convergentes. En caso contra- 
rio, cslos ciemplos estarían en contradicción con el teorema de Weier. 
strass. 

En muchos casos resul ta ser útil el siguiente teorema, que permite 
asegurar Ja convergencia unilorme de la serie en un dominio sj ésta 
es uniformemente convergente on la frontera del mismo. 


oo 
Teorema. Si los términos de la serie Y. f, (2) son funciones 
) 


continuas en un dominio *) acotado G y son analíticas en el recinto €, 
entonces, de la convergencia uniforme de la serie en la frontera Y del 
recinto (G se deduce su convergencia uniforme en el dominio G. 

Deomostración. Según la hipótesis del teorema, pare 
cualquier e > 0 existe un N (8) tal, que para n > N (e) y cualquier 
número nalural p se cumplo la dosigualdad 


n+p 
| file (4.1:16) 
n+ 
e 
en todos los puntos de la frontera T. Pero la [unción > f, (2) us 
+1 


continua en G y analitica en G. Por eso, el máximo del módulo 
n+y 


2 ta (z) | en el dominio G se alcanza en Ja frontera y, por consi- 
n+ 1 


guiente, en virtud de la desigualdad (4.1:16), el valor de este máxi- 
mo es menor que e. De aquí se deduce que la desigualdad (4.1:16) 
se cumple para n > N (e) y cualquier número natural p en todos los. 


00 
e o al . . ». - “a 
puntos dol dominio G, lo cual significa que la serie Y f, (2) es uni- 
" 
formemente convergente en esto dominio. 
*) Recordamos al lector que un recinto cerrado se lawa abroviadamente 


dominio. Véaso J. Rey Pastor. P.1i Calleja,C.A. Trejo, Aná 
lisis matomático. Vol. Tf. $ 64-5. (Nota del 1'.) 
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4.2. Todo lo enunciado y demostrado on el apartado preceden le 
para las sories de funciones uniformemente convergentes se extiende 
inmodiatamente para las sncesiones de funciones uniformemente 
«convergentes. 

Una sucesión de funciones 


(P, (2), (4.2:1) 


definidas en un conjunto E, se llama uniformemente convergente 
en este conjunto, si para cualquier e > 0 se puede señalar un N (e) 
tal, que la desigualdad 


| Fry p (2) Fa (2) | <e 


se cumple para cualquier p natural en todos los puntos z € É-. 
¿videntemente, la sucesión (4.2:1) se puede considerar como la 
sucesión de las sumas parciales de la siguiente serie de funciones: 


Po(2) +[F, (2) — Fo (2)1 [42 (2) —F (Di+... 
co. ElPn(2)— Pas (21 +... (4.2:2) 


pur lo cual, es uniformemente convergente en £ si, y sólo si, es uni- 
Tormemente convergente en £ la serie (4.2:2). Además, los términos 
de Ja sucesión (4.2:1) son funciones continuas y, respectivamente, 
analíticas junto con los términos de la serie (4.2:2). De aquí se deduce 
que todas Jas proposiciones del apartado precedente son aplicables 
a las sucesiones de funciones. 

ln Ingar de sucesiones de funciones, frecuentemente, se suele 
considerar una familia de funciones de cierto parámetro 7 que varía 
continuamente: (F, (z)). Supongamos que cada una de estas Íunciones 
estí definida en ol conjunto E, y que el parámetro 1, que para preci- 
sar es real, recorre el inlervalo (a, fP) (PB < + 00). Si, para cada 
e > 0, es posible señalar un f (e) < fi tal, que para T > f (e) 
y 1” > f(e) se cumple la desigualdad 


| Pe (2)—F, (2) <e 
en todos los puntos del cunjunto ££, se dice que la familia (F, (2)) es 
uniformemente convergente en £ cuando t tiende a fi. Si (r,) es una 
sucesión de valoros del parámetro que converge hacia f, entonces, 
en virtud de esta definición, la sucesión Pe, (3)) será uniformemente 
convergente en E. Su función limite F (2) no depende de la sucesión 
fr, ) que so haya elegido. En efecto, si 
|[P(2)—F,, ()1<+q para an >Ñ, 
y para otra sucesión (t,) la función límite es A” (2), de modo que 


| A? (2) — Pe (D)|< y para n>NÑa, 
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entonces, teniendo en cuenta que pura todos Jos T, y Tr, suficien- 
temente próximos a f, se verifica la desigualdad 


e 
PF a (21 < E. 
sacamos Ja conclusión de que 
IF (2) —F'"(2)|<e8, 
de donde se deduce que las funciones F” (2) y F (2) coinciden. 

De esta relación entre la familia de funciones (PF, (z)) uniflorme- 
mente convergente y las sucesiones de funciones (£',, (z)) uniforme- 
monle convergentes se deduce que todas las proposiciunes del prece- 
dente apartado se extienden también a las familias de funciones. 
En particular, es válida la proposición: si las funciones F, (2). 
a <T< Pf, son analílicas en un recinto G y la familia (F, (2)) es 
unifornemente convergente en el interior de G cuando 1 Liende a f, 
entonces la función límite F' (z) también es analítica en ol recinto (; 
adomás, para cualquier natural k, la familia de dorivadas (FI (2)) 
converge uniformemente on ol interior do G hacia la derivada F“Y (2). 

Coamo ejemplo de gran importancia, consideremos la integral 
impropia de tipo Cauchy. 

Sea L una curva indofinida: z = 2 (1), a < t S P, donde A (t) — 
>005 cuando ¿— f, y supongamos que cada arco suyo finito £;: 
ua <t<£t< f, es rectificable. Si q (2) es una función continua, 
definida en L, entonces las integrales de tipo Cauchy 


Fi, (7) O (6) dh 


» m 
pg. 


representan unn familia de funcionos, definidas y analílicas en cada 
recinto que no conlenga puntos de la curva L. 

Supongamos que esta familia es uniformemente convergente en e) 
interior de cada recinto que no contenga a Jos puntos de la curva £. 


Esto se cumplirá, por ejemplo, si la integral Y y (7) dl es absoluta- 
monte convergente, es decir, si existe el límito 

li $ 19 63120= | 19: 190. 

tf ñ £ 


ln efecto, entonces en cualquier conjunto cerrado acotado £ que 
no contenga puntos de Ja curva £L, tendremos: 


Pe) —=F(a)|= 
lr Y PEN om temas). 
Ls 


L—2 
L 


*1 AS 
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donde p es la distancia entro E y L, y, evidentemente, para cual- 
quicr 27>0U se puede señalar un P(e) <fB tal. que para t>$(e) 
vu >fple) se cumplirá la desigualdad 


[Pe (z—Fe(2)|<e  (2€ 8). 


ión las condiciones impuestas a la familia (M,(z)) existirá 
la integral impropia 
| Y (6) de = lim 3,7 | q (5) de 
¿ni [—z tf 2xu [za 
L *tT 
La llamaremos integral impropia de tipo Cauchy a lo largo de la 
curva ilimitada / o, abreviadamente, integral do tipo Cauchy a lo 
largo de L. Del teorema de Weierstrass, enunciado para cl caso de 
una familia de funciones, se deduce que osta integral represonta 
una función analítica F (2) en cada recinto que no contenga puntos 
de la curva £. 
Del mismo teorema se deduce que la familia de derivadas 


AM py RA q (0 de 
lr, (2==7) (— ayer 


también converge uniformemente hacia pe (2). Pero, por otra parte. 
la convergencia uniforme de esta familia significa quo existe la 
integral impropia 


El dE — lim A <A) (5) ds 
2n! ) (¿—zayp+lo 4 Mi ) (E— + 


Por consiguiente, 


pu (2) = kl q (E) dí 
21 i — ¿yk 
nu ] ((—23u+1 


Por lo tanto, hemos verificado que las propiedades establecidas 
anteriormonte para las integrales de tipo Cauchy, son ciertas también 
para las integrales impropias de tipo Cauchy. 

Estos resultados so extienden también sin cambio alguno al caso 
en que L sea una curva ilimitada, para la cual, no sólo el punto 
final sino también el inicial estén en el infinito, es decir, cuando 
la función z = A (1), definida en el intervalo x << f, satislace 
a las condiciones lim A (t) = lim 4 (1) = oo (por ejemplo, L puede 


ir (1 >B 
ser una recta o una parábola). 
Volvamos a examinar el caso gencral de una sucesión (7, (2)) 
Señalemos que, si la sucesión (4.2:1) es uniformemenle convergon- 
te en E, la sucesión de sus módulos [| F, (2) |) también converge 
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uniformemente en £. En efacto: 
! Pa+p (2) || (”n (2) fl E, Pro (2) — Pe (2) |. 


Por otra parte, si (P(z) os una función uceolada en valor abso- 
hto en ¿:: 


IDIDISM  (G€E), 


y la sucesión (4.2:1) es uniformemente convergente on /, entonces 
la sucesión (0 (z) 4, (2)) tembién es uniformemente convergente 
en E. 
Jin efecto, si en el conjunto E para n>N (e se verifica 
la desigualdad 
[Pay (2) — Pn (21<-+ ; 


entonces en este conjunto para los mismos r>NÑ (e) se verifica 
también la desigualdad 


|D(2) Fasp(2)—0 (2) En (2) <> Me. 


Supongamos, finalmente, que las Ínnciones de la sucesión (4.2:1). 
uniformemente convergente en £E, están acotadas uniformemente 
en valor absoluto en £: 


| Fr (2) | <M (ZE E), n=0, 1, 2,... 
Entonces las sucesiones ([/, (2)]*) (4 es un número natural) bam- 


bién convergen uniformemente en E. 
En efecto, 


MP4 p (31 — 1 En (291) | [Ene p (3) — Pa (21 Mb ne p (2 + 
+ [Prep (2712 [F (2)1 + +. 
PO < AMA Pip (2) — Pa (2) - 


lor lo tanto, si 
e Aa e" LS ES y 
le p (2) — Fi, (2) | Pra para n>N (e), 
se Liene 


Pr (EUA (DA |< e para n>AN (e), 
con lo cnal queda establecida la convergencia uniforme de la suce- 
sión 
14 (31). 
La acotación unilorme de los módulos de las Junciones que for- 
man vna Sucesión uniformemente convergente, siempre tiene lugar 
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si F, (2) son funciones continuas y E es un conjunto cerrado acotado. 
En efecto, FP (2) = 1 F, (2) es una Íunción continua en E y, por 


consiguiente, es acotada en valor absoluto: | F (2) | < M”. Tomemos 
e = 1, entonces | F, (2) — F (2) | < 1 para n> ÑN; por lo lanto,, 
lA a) <P 1410 + paran l, N+2, 
Pero cada una de las funciones F, (2), . Fr (2) también está 
acotada cn valor absoluto en E: 


|FA(D|< Ma (k=0, 1, ..., A). 
Haciendo M= max (Mo, Mi, ..., My, M'1), tendremos: 
¡Pr (2) <M, ZEE,n=0,1,2,... 


4.3. Demos la definición general de produc lo infinito e indique- 
mos algunas propiedades. Sea (u, ) una sucesión de números complo- 


jos diferentes de cero. Si existe el límite lim Í 1, y este límite u es 


Ti 00 
distinto de cero, se dice que el producto infinito [u, 


i 
es convergente, y el número u se llama valor de este pro- 
ducto, dosignándose así: 


n 
Cuando el límite lim [] us no existe o exisle y es igual a cero 


noo 1 
(siendo los factores distintos de cero), se dirá que el producto 
infinito os divergente. 
Evidentemente, para la convergencia del producto tiene que 
cumplirse la condición necosaria: 


lim un = 4. 
nao 
[ u» 
En efecto, si lim Ñ Uan = 4 +0, entonces lím «, = lim =— = 1. 
N 00 Ñ 


N—00 Nx CD 
[] Uh 


En virtud de eslo, resulta conveniente escribir el término general de) 
producto en la forma u, = 1 + v1,, donde, en el caso de convergen- 
cia, deberá cumplirse la condición necesaria: 


h-—=00 
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00 


Demostremos que el producto infinito ll (1 + va) es convergente 


cuando, y sólo cuando, converge la serie Y 1n (1 + va). 
1 


En efecto, la convergencia de la última serie es equivalente a la 
convergencia de las dos series: 


210] 1+40a] y 2 arg (1 +05). 
De la convergencia de éstas se deduce que Jas sucesiones 


(Nin ] 14 v21= Im [1 4400!) 
] 


3 


2 arg (1 +01) = Argn 4 (1 +v,))]; 


son convergontes (aquí Arg, Ha + v,)1 designa ol valor del argu- 
j 
mento, dado en ol primer miembro de la igualdad); por lo tanto, 


». 
converge también la sucesión (1 (1 +v1)¡, y además, hacia un 


límite y que es distinto de cero, es decir, el producto infinito os 
convergente. Reciprocamcnte: si éste es convergento 


[Ta +01)=u=30, 
entonces existe cl límite 


lim ][11+vx]=/u]>*0, 


y, por consiguiente, la serie >; ln|1-+va| es convergonte. Además, 
1 


(véase el ap. 3.3 del cap. primero), tiene que existir una sucesión 
de valores 


Arg El (1 +u)l= » arg (1 +01) + 23040 = qn» 


que converge hacia uno de los valores del Arg u (um, son números 
00 


enteros). De la convergencia del producto infinito l] (1 + ua) sa 
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«leduce que lim (1 + v1) = 1, por lo enal, para k > N, se tiene: 
ha 00 


arg (1+ 0) 1< 3 
y 
Pri — Pal =]| arg (1 + 0741) -E 277 (Ur+) — Ma) | > 21 | rra — Pa] — 5 
Por otra parte, ELN (Pus — a) == 0. De aquí se deduco que los 


números enteros no negativos | ay1 — pa |] lienen que anularse 
comenzando desde uno de ellos, es decir, pa = Mn+r ==... “=p. 
Por esta razón, no sólo es convergente la sucesión (p, y, sino también 
la sucesión 


|, — 21m = 2: arg (1 =|- vx)| , 


00 
«s decir, la serie ) arg (1 + va) es convergente. 
Í A E 
a] ñ A 
En resumen, ambas series 2 Injt port y 2 arg (1 + 01) 


pa 
. . A 1 

convergen, es decir, converge la serie Y»; In (1 7 01), con lo cual 
1 


se termina toda Ja demostración. 
Observando la iduntidad 


Ia +0) =expl 2 In(140e,)). 


sucamos la conclusión, basándose en lo expuesto, de que cuando 
“| producto infinito es convergente, se verifica la igualdad 


00 


[Ta +om=0xp [3 to (1+00)1. (4.3:1) 


Diremos que ol producto infinito || (1 + v,) es absoluta- 
1 


monte convergento, si es absolutamente convergente la 


serie lu (1 + va). Como en una serie nbsolutamente convergente 
l 


se pueden reordenar arbitrariamente Jos términos, sin que se mudi- 
fique la convergencia de la serie y Ja sima, de la fórmula (4.3:1) 
se deduce que en un producto absolutamente convergente se pueden 
reordenar arbitrariamente los factores, sin que se modifique la 
convergencia del producto y su valor. 
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Observando que 


Ino) =— HE ...=0 (1 o) 


y que, por consiguiente, para [url <-=+ se verifican las desigual- 
dades 


1 
7 lml=10 (133 c+) <lIn(1+o9) |< 


1 1 3 
<ll(1+F4+3 + )=310el, (4.3:2) 
sacamos la conclusión de que la serie ») | ln (1 + va) | será con- 
1 


nd A a] 
vergente cuando, y sólo cuando, sea convergente la serie y va | 
$ 


9 
En resumen, para que el producto infinito |] (1 + v,) sea abso- 
1 
lulamente convergente, es necesario y suficiente que sea absolutamente 
convergente la serie Y.vs. 


1 
Sea (ur (2)) una sucesión de funcienos uniformes y analíti- 
cas en un recinto G, que no tomen cen éste el valor —1. Si la serio 


In [1 +, (2)] es uniformemente convergente en el interior del 
1 


LJ 
recinto (G, entonces el producto infinito 11 [1 + v, (2)] también 


converge en este recinto y, por consiguiente, representa una función 


f (2) que no se anula. Según la fórmula (4.3:1), f (2) puede expresarse 
en la forma 


Í (2) = exp (2 ln (1 +va (2)]1 (4.3:3) 
y, por consiguiente, es una función analítica (puesto que la suma 


de la sorie > In [1 -+ va (2)), uniformemente convergente en el 
1 
interior de G, es una función analítica). 


Demostromos que el producto (lu + vs (2)] cs uniforme- 


mente convergente en el interior de G, es decir, que la sucesión 
n ; 

([] 11 +0 (91) es uniformeménia convergento. 

1 p 


190-1109 
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En efecto, sea /' un conjunto cerrado y acotado de puntos del 
recinto C, M = max | f (2) | y e un númoro positivo arbitrario, menor 
que M. En virtud de la convergencia uniforme de la serie 


2 In [1 + v, (2)1, se tiene: 
í 

2 
Por consiguiente, 


100 Turcn| Joe (3)=or( 5) |= 


+ para n>NV (e), 2EF. 


funds 


=|exp ( 3) )]| t=exr (— Y Hart (27) AS .:]= 
rd ar) ]< 
<Fll++i+rar..)=e 


para n>N (e) en todos log puntos del conjunto F, con lo cual 
queda demostrada la convergencia uniforme del producto infinito. 
Debido a la desigualdad 


ln (+0 011] << + [va (2) 1, 


» 
que se cumple si [v, (2) | < + , la serie S In l4 + o, (2)] será abso- 
1 
luta y uniformemente convergente en el interior de G, si existe una 
serie convergente D) e, de términos constantes y positivos, tal que 


|[v, (2) | < g,, comenzando desde un valor suficientemente grande 
k > K, en todos los puntos del recinto G. De aquí se deduce que, 
para que el producto infinito 


[11 +0. (2) 


sea absoluta y uniformemente convergente en el interior de un recinto 
G y, por consiguiente, represente en el mismo una función analitica 
f (2) que no se anule, es suficiente que desde un valor k > K en adelante, 
en todo el recinto G se cumplan las desigualdades 


va (2) | < ea, 


donde e, son los términos de una serie convergente. 
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Claro está, la condición enunciada no es necesaria para la con- 
vergencia uniforme del producto. 

Amplirmos, finalmente, Ja clase de productos infinitos, perimi- 
tiendo también aquellos que poseen un número finito de factores 
(uno v más) nulos. Si »p > 1 es el índice, comenzando desdo el cual 
todos los términos del producto son distintos de cero, entonces al 


=) 
producto ll Ur Mlamaremos convergente cuando, y sólo cuando, sea 


convergente cl producto infinilo do factores distintos de cero [] u,. 
mo 
El valor de todo el producto infinito será cl número 0: 


ob n no-> |! " 
[[u2= lim [] uz =1lim ( [| «sr [] ua) =0. 
mo) 1 fi 0 ] no 

Teniendo en cuenta esta generalización del concepto de producto 
infinito convergente, se puede enunciar la siguiente proposición: 

Un producto infinito se anula cuando, y sólo cuando, se anula al 
mehos uno de sus factores. 

Particularmente importantes son los productos infinitos de la 


forma || f, (2), donde f, (2) (k = 1, 2, .. .) son funciones analíticas 
1 


quo pueden anularse en algunos puntos del recinto dando G. Aquí 
se considerarán tales productos en las siguientes condiciones: 

a) cada conjunto cerrado y acotado F C G puede contener sola- 
mente un conjunto finito de puutos en los cuales se anulan las 
funciones de la sucesión (f/, (2)); 

b) para cada conjunto cerrado y acotado F < G existe un núme- 
ro natural n (F) > 1 tal, que para k > n (F) ninguna de las funcio- 
nes fa (z) se anula en los puntos del conjunto F. 

321 lector comprobará fácilmente que estas condiciones equivalen 
a las siguientes: 

a”) el conjunto E de punlos, en los cuales se anula al menos una 
de las funciones f, (2), no tiene puntos de acumulación en el interior 
de G; 

1”) en cada punto de E solamonte se anula un vúmero finito de 
funciones (fa (z)). 

Supongamos también que se cumple la condición c): la serie 


$ 1n fa (2) converge uniformemente en cada conjunto cerrado y aco- 
n(F)+1 


tado F perteneciente a G. Entonces el producto y] fa (2) es uniforme: 
na(Pi+1 o 


199 
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monte convergente en F, es decir, es uniformemente convergente la 


sucesión 7010 (2D) (> n(P) + 4). 
n(P) 
Como la función ll fx (z) escontinua en F, estará acotada en valor 


absoluto y, por consiguiente, la sucesión de funciones 


n n(F) n 
[1 fa (2) = ll fa (2) A, hh (2) 


también será uniformemento convergente en F. 
Resumiendo, de las hipótesis hechas respecto (f, (2)) se deduce que 


el producto infinito M fr (2) es uniformemente convergente en el interior 


de (+. Por consiguiente, éste representa en este recinto una función ana- 
bilica 


r9=[11, 


que se anula en aquellos puntos de G, y sólo en aquellos, en los cuales 
se anula al menos una de las funciones fa (2). 


$ 5. SERIES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS 
SERIES DE FOURIER. DESARKHOLLO DE UNA FUNCION 
ANALITICA EN SERIE DE POTENCIAS 


5.1. Las series de la forma 
n974-a1(2— 20) + a(22) +... +ant2— 2) + ..., (5.1:1) 


donde Lo, G;, . . ., Cn, - + -, Zg SON unos números complejos dados, 
se llaman series de potencias. Estas forman la clase de 
series de funciones analíticas más simple y a la vez más importante. 
51 siguiente toorema da una idea completa del campo de convergen- 
cia de las serios de potencias. 

Teorema de Cauchy-Hadamard. Son A= 


= lim V | a, |. Entonces, si A = oo, la serie (5.1:1) es convergente 
en el único punto z = 2y, s1¡ (ZA <oo, la serie es absolutamente 


, 1 ¿ , 
convergente en el circulo | z — 24 | < E y €s divergente en el exterior 


de este circulo; finalmente, si A = 0, la serie es absolutamente conver- 
gente en todo el plano. Ss 

De este modo, cuando Ó<XZA<oo, existe un círculo con el 
centro en el punto z = zy, en el interior del cual la serie es absoluta- 
mente convergente y en el exterior del cual la serie es divergente. 
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Este se Mama círculo de convergencia de la 


serie de polencias y sa tadio R=h, radio de conver- 


gencia de la misma. Los casos Á = oo, y A = 0 se pueden considerar 
como casos limites. En el primero de ellos el círculo de convergencia 
se reduce a un punto z, y su radio R es igual a coro. En el segundo, 
el círculo de convergencia se oxtiendo a todo el plano, de modo que 
se puede considerar que su radio es igual a co. Llamando en los tres 
casos al número R radio de convergencia do la serie de potencias, el 
contenido de la fórmula de Cauchy-Hadamard puede expresarse 
por la fórmula 


- 1 
R=>. (5.1:2) 


Esta última se llama fórmula de Cauchy-Hada- 
mard. 

Ho aquí la demostración del teorema. Consideramos tres casos: 

a) A = oo. En este caso, para cualquier 2 z¿ cxistirá un 
conjunto infinito de valores n = na, para los cnales 


Ta 4 
y la > == T : 
Pero de aquí se deduce que | an, (2 — 29)"* | > 1 y en ningún punto 
2 + 2, se cumple la condición necesaria para la convergencia de la 
serie (5.4:1): lim a, (z — z)” = 0. Por lo tanto, cuando Á = oo, 
ñ$-»00 

la serie (5.1:1) converge solamente en el único punto: z = Zo. 

b)0< A < oo. Tomemos primero un punto z en el interior del 

2 

círculo |z— Zo |< y sea PA A donde 0<0<1l 
(en el punto z = z, la convergencia de la serie es cvidente). Como 


[2= 29) =$ > A, todos los valores de Y aa |, comenzando “desde 


| l 9 
uno de ellos en adelante, tienen que ser menores que ==. Por 


esta razón, comenzando desde cierto rn, los módulos de todos los tér- 
minos de la serje (5.1:1) satislacen a la desigualdad 


|, (2— 29)" | <8*, 
y como la serie l+98+...+0" +... es convergente, la sorie 
(5.1:1) sorá absolutamente convergente en todo punto z situado en 
ol interior dol círculo |z— zo | < + 
Supongamos ahora que z está situado en el exterior de este círcu- 
lo. Entonces Á > == y, por consiguiente, existirá un conjunto 
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infinito de válores n = na, para los cuales 


ATT] 1 
Ina | > Vi T . 


Pero de aquí,se deduce que | An, (2 — 20)” | > 1. es decir, la con- 
dición necesaria para la convergencia de la serie (5.1:1): 
lim a, (2 — 2)" —= 0, no se cumple en ningún punto que esté situado 


nono 
en el exterior del círculo |z— 29 | < = ; 
c) A=0. Para cualquier 4 2y y 0<0<i, la desigualdad 


Vla. <= 


se cumplirá comenzando desde valores suficientomente grandos de 
rn en adolante. Por consiguiente, comenzando desde cierto n, los 
módulos de todos Jos términos de la serie (5.1:1) satisfacen a las 
desigualdades 
| an (3 — 29)” | < 80", 

de donde se deduce la convergencia absoluta de la serie (5.1:1) en 
cualquier punto del plano. 

Para las aplicacionos de la fórmula de Cauchy-Hadamard, en 
muchos casos suele ser útil la relación siguiente: 

Var 4 


Para demostrarla, observemos que 
n"-1 n? 


R nr rn 
e” --41 e =D +51 er TADO FD 1) (+2) de] , 
de donde se deduce que 


a o E 


y, por otra parle, 


pr 
er 
ni 
Así, pues, 
1 mn _ 2n+1 
cr 


de donde resulta lo que se afirmaba?) 


2) En el cap. séptimo obtendremos una rotación de la cual se deduce que 


de e (1 +- €.1) 


nt en 


donde e, —> 0 cuando rn lende al infinito. 
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Aplicando la fórmula de Cauchy-Hadamard el lector comprobará 
fácilmente que los radios do convergencia de las sorios 


Q0 09 : 00 1 00 
, Ry A Tn |. 
a) nte, YN)" e) YT?» d) S nz 
1 1 1 1 
: 1 S 
son iguales a: 1, —, 00, O, respoctivamente. 
lfm muchos casos resulta convenionte determinar el radio de 


convergencia de una serie de potencias mediante el criterio de D'Alem- 
bert. Así, en el ejemplo b) el módulo de la razón de un término al 


n 
anterior es igual a (1 + +) |z | y, por consiguniento, tiende al 
límite e |z | cuando n tiende al infinito. De aquí se deduce que la 
serio os absolutamonte convergente si |z |< > y cs divergente si 


; ñ 1 
, 0s decir, su radio de convergoncia es igual a +. 


a] 


Iz] > 
o ma 
. .. . . ». AN 2 e 
Examincmos también el ejemplo de la serie 23m > Aquí los 
1 


- . . . . yl . 
cocficientes 4, son igualos a O si n=€ k*, e iguales a 7 sin = ké. 


El 
De aquí que 
— np — Re q AN 
lim 1] e, | =1lim 14 —7= lim V —:—=Í1 
n-» | Ñ | h=>00 1 k] ko» oo k! kk 
y el radio de convergencia es igual a 1. El módulo de la razón de un 
| Zz ¡2 +1 


término al anterior es, en este caso, igual a FT Y por consi- 


guiente, tiende » cero si | 3 | < 1, y tiendo al infinito si | z | > 1. 
De aquí que el radio de convergencia do la serie es de nuevo 
igual a 1. 

A continuación consideraremos las sorios de potencias para las 
cuales R > 0, esdecir, A < oo. De la igualdad de Cauchy-Hadamard 


== n 1 
a 


saramos la conclusión de que para cualquier e >0 (e < RR) 


1 ca 
[al< 3" para n > N (e) (5.1:3) 
si K <o, y 
Jan] <e” para n>Ñ (8) (5.1:4) 


si [k — oo. 
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En resumen, los coeficientes de una serio de potencias cuyo radio 
de convergencia sea mayor que cero, crecen con una rapidez no mayor 


que una progresión geométrica de razón “= (R Zo) o (R = 


= 00), donde e es un número positivo arbitrariamente pequeño. 

Del teorema de Cauchy-Hadamard, como consecuencia, so deduce 
el siguiente: 

Primer teorema de Abel. Si la serie (5.1:1) converge 
en un punto 24 y Zo, entonces converge absolutamente en el interior 
de la circunferencia con el centro en z,, que pasa por el punto z;. 

En efecto, de la convergencia de la serie (5.1:1) en el punto 2, + 
£ z¿ se deduce, en primer lugar, que su radio de convergencia es 
mayor que cero (posiblemente, es infinito), y, en segundo lugar, que 
z, está situado en el interior o en la frontera del círculo de convergon- 
cia (en todo punto exterior al círculo do convergencia la serie de 
potencias es divergente). Por esta razón, el círculo |2 — zo | < 
< | z¡ — 2p | es una parte de todo el círculo de convergencia o coin- 
cide con el mismo; de esto se deduce que la seric ts absolutamente 
convergente en tal círculo. 

Demostremos ahora que la serie de potencias es 
uniformemente convergente en el interior de su 
círculo de convergencia | 2 — Zo | < R. Evidentemente, es suficiente 
demostrar que la serie es uniformemente convergente en todo círculo 
cerrado |[z — zo | <r<R. En efecto, cualquior conjunto cerrado 
y acotado F, perteneciente al círculo de convergencia, estará conte- 
nido en el círculo |z — zo | <r para r suficientemente próximo 
a Ri. 

Tomemos en el círculo de convergencia un punto £ situado en el 
exterior de la circunferencia |z— zp | =r,r<|b—20|=p< 
< R. En este punto la serie (5.1:1) tiene que ser absolutamente con- 
vergente: 


00 co 
2 1 an |16—z0 |" =212n]1" < 00. 
S 


Como en cada punto del círculo cerrado |2—Zp,|«<»"r se cumple la 
desigualdad 
[an (2— 239)" | <|an lp”, 


por el criterio de comparación de las series deducimos que la serio 
(5.1:1)]cs uniformemente convergente en cada círculo |z—z0 | < 
< r < R, con lo cual se termina la demostración. 

Obsérvese que aquí no se afirmaba que la seric de potencias es 
uniformemente convorgente en su círculo de convergencia. En efecto, 
en el ap. 4.1 se había demostrado que la progresión geométrica 


ÍE4z ez. co +2 tdo.., 
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que, ovidentemente, roprosenta una serio de potencias con el radio 
de convergencia igual a uno, no converge uniformemente en el círculo 
unidad, es docir, on su círculo de convergencia. 

5.2. Coma Ja serie de potencias 


L 2900 +01 (020) +. Han (22) +... (5.2:1) 
es una serie de funciones analíticas uniformemente convergente en 
el interior del recinto K: |z—Zzp¿|< KR (R > 0), puede aplicarse 
el teorema do Wejerstrass del ap. 4.4. Por consiguiente, la suma 
f (2) de la sorie de potencias es una función analítica en el círculo 
K y su derivada de ordon cualquiera k puede obtenerse derivando 
término a término la serie (5.2:1): 

[O (2) =klas+ (6 +Dk... 22a+1 (2— 20) + 
+... +n(r—1)... (n—k-+-1) an (22) "+... (5.2:2) 
Haciendo aquí Z= Zo, resulta 


qe (20) = klaa, 
ia IN A (5.2:3) 


Evidentemente, las fórmulas obtenidas son válidas también 
para k = 0, lo cual se obtiene inmediatamente de la serie (5.2:1) 
para ¿2 = 29. Poniendo en la expresión (5.2:1) los valores hallados 
de los coeficientes, tendremos: 


13=1(0)+ 2 i++ a e (5.2:4) 


La sorje que figura en el segundo miembro se llama Seric de 
Taylor de la función f (z). Por consiguiento, queda demostrado 
que toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma / (2). 

Supongamos que las sumas de dos series de potencias 


AFA, (2— 20) + A2l(2— 2 +... 4 An[2—2)”" +... (5.2:5) 


Bo+ B (220) + Bela 2024 E Br(a—z) +... (5.2:6) 
con los radios positivos de convergoncia R, y Ry, coinciden en un 
entorno del punto zp, es decir, 


A+ As (2—20) + Ar (220) ++... = 
= Bo4 B, (2— 20) + Ba(2—Z) +. .., 
si |z—zp| < r. Designando con Y a el valor común de estas series,, 
tendremos según Jas fórmulas (5.2:3): 


Ap= By= F (20), 4A/=B,==0 y) .0971 Ar Bo O 9 


n] 


de donde 


y 
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Pur lo tanto, los cocficientes correspondientes de las series y, por 
consiguiente, sus radios de convergoncia R, y 4tz, coinciden; las 
serios son idénticas. Hemos ovbtenidu el teorema de unicidad 
del dosarrollo en serie de potencias”) 

Teorema. De la coincidencia de las sumas de dos serles de 
potencias en un entorno del puntn z¿ se deduce la igualdad de los coefi- 
cientes de las mismas potencias de z — 3q. 

En el teorema es esencial que zp es el mismo para ambas series. 
Scñalemos que este teorema puede enunciarse del modu siguiente: 
solamente puede existir una serie de potencias de (2 — 2,) que tenga una 
suma dada en un entorno del punto 24. 

Este enunciado explica la misma donominación del teorema: 
teorema de unicidad. 

Como ilustración de la propiedad demostrada, cxaminemos la 
forma de las scrics de potencias de z que representan funciones pares 
ce impares de z, respectivamente. 

Sea f (2) = do + 412 4 da ir... Fans" ..., y Supongamos 
primoro que f(z) es una función par, cs decir, f (—2) = / (2). 
Entonces, sustituyendo 2 por —z, tendremos: 


F(—3=4—012+098 +... +(—1)Pant+... 


Como, por la hipótesis, las sumas de estas dos series coinciden, 
en virtud del teorema de identidad, resulta: 


Ga =(— 1)” an (n=05:L 2.450) 
de donde para n impar 
Cami = — G2mp1» O bien dam, =0 (m=0, 1, 2, ...). 


En resumon, si la suma do una serie de potencias es una función 
par, todos los cocficientes de potencias impares de z tienen que ser 
igualos a cero y, por consiguionte, el desarrollo de f (z) es de la forma 


f (2) =04+ ua A+... +23" +... 


Análogamente, si f (2) es una función impar, es decir, f (—2) = 
= — f (2), resulta que todos los coeficientes de potencias pares de z 
tienen que ser iguales a cero, de modo que el desarrollo de f (z) es 
de la forma 


f(2=ajz az... bom ti... 
Para que el lector comprenda que el teorema de identidad no se 


puedo considerar poc sí mismo evidente, enunciemos la propiedad de 
idontidad para las series en forma general. Se dirá que un desarrollo 


*) En los libros de matemáticas españoles suele llamarso teorema (o prin- 
cipio) de identidad. (Nota del T.) 
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en serie 
Ao (2) AID EF... FAAMID+... 
según las funciones dadas 


Po (2). ps (2). --.. qn), -.. 


posee la propiedad de identidad en un conjunto £, si de la coinci- 
dencia de las sumas de dos series 


Agpo (2) + Apr (2) +... + Ann (2)+ +... 
Bopo (2) + BYpr(2) +... + BnQn (23H +... 
convergentes en oste conjunto, se deduce Ja igualdad de Jos coofi- 
cientes correspondientes: 
Ao= Bo, A =B,, ..<.3 An = Bn, ... 
Escribiendo la relación 
E A 
= Bupo (2) + Bpr (37. -- + Bnpnl2)+..- 
en la forma 
Copo (2) + Cipr(23+... +Cnpn (2)... =0, 
donde 
Co= A0— Bo, C|= AB ..., Ca=- An— Bas ..., 
puede enunciarse la propicdad do identidad de otro modo: los de- 
sarrollos en series de funcionos (p, (2)) poseen la propiedad de identi- 
dad en un conjunto E, si de la anulación de la suma de la serie para 


todos los puntos z pertenecientes a E, so deduce que todos los coefi- 
cientes do la serie son iguales a cero: 


Co =C =...=Cp.=...==0. 
Como se demostró, Jos desarrollos en series de las funciones 
Pn (2) =(2—2p)” (n=0,1,2,3,...) poseen la propiedad de identi- 
dad en cualquier círculo con el centro 0n sy. Tomando, por ejemplo, 
plz)=1, q, (2)=2—1, qr()=22=2%, ...,q(=2"—253H, ..., 


resulta que la propiedad do identidad no se cumple en el círculo 
2|<1t. 
En ofecto, para la serie 
Pl3)+ (+... + (23) Ar >... 
cuyos coeficiontes sun distintos de cero (Cy=C,=C¿=... 
.. .=Cp=...=1), la suma parcial 


Po (DAR (DE + (a= 14 (21) + (82 +... +(2* —2"1) 
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es igual a 2”, y como para |z | < 41: lim z” = 0, la serie dada es 


N-=*00 
convergente en el interior del círculo |z |< 1 (y además, unifor- 
momente) y su suma es igual a cero. 
De aquí so deduce que, si la serie de funciones (pa (2)): 


Apo (2) + Api (2) +... + Anqn (+... 


es convergente cn el interior del círculo | z | < 1 y su suma es F (2), 
entonces todas las series 


(Ao +4) po (2) 4 (Ar 4- A) RADA PANA) (DÉ, 


donde 4 es un número complejo arbitrario, también son convergentes 
en el interior del círculo | z | < 4 y poseen una misma suma Y (3). 
En resumen, las sumas de dos series de funciones de un sistema 
(o, (2)) pueden coincidir, a pesar de que ninguno de los coeficientes 
de una serie esigual al coeficiente correspondiente de la otra. 

El método de los coeficientes indeter- 
minados está basado en la propiedad de identidad de los desarro- 
llos en serie de funciones de un sistema dado (p, (2)). 

Si los cocficientes de una serie convergente 


Ago (2) + Apr (2) + -- + Ann (2)+--- 


son desconocidos («coeficientes indetorminados») y si mediante 
ciertas operaciones efectuadas sobre esta serie y unas scries dadas, 
resulta una relación de la forma 


Copo (2) +Cp (+... + Cnpn (2) +... =0, 


cuyos cocficientes representan unas combinaciones determinadas de 
las incógnitas Aq, Aj, . - -. An, » - . y otros números dados, enton- 
ces, según la propiedad de identidad se obtione un sistema infinito 
de ecuaciones: 


Co=0, Ci 0 Ci Uni 


Este último sistema puedo servir para buscar los coeficientes 4Ag, 
Ai, .-., An- En adelante emplearemos este método para dividir 
las series do potencias. 

En el caso más sencillo, cuando las series de potencias (5.2:5) 
y (5.2:6) se reducen a polinomios 


Ay + A12+ Sine + A,2” y B+8B,12+ a + Bmz", 


para aplicar cl teorema de identidad no es necesario que se sepa que 
los valores de estos polinomios coinciden para todos los puntos 
z pertonccientes a cierto círculo. Si se conoce que los grados de los 
polinomios no superan a cierto número natural Y (n < NymX N), 
entunces, de la coincidencia de los valoros de los polinomios en Y + 4 
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puntos distintos se deduce que los grados de estos polinomios son 
iguales (n = m) y que los coeficientes correspondientes son iguales 
dos a dos: 


Ao= Bo, A,=Bi,, e... y) An = Ba. 


Para las series de potencias (que en cierto sentido pueden consi- 
derarse como un género de «polinomios de grado indefinidamente 
grande») se puede deducir la igualdad de los coeficientes solamente 
cuando coinciden las sumas de las series en un conjunto infinito 
de puntos. No obstante, no hay necesidad de que se sepa que coinci- 
den las sumas de las series en todos los puntos de cierto cfrculo 
(precisamente esto so suponía cuando se demostraba el teorema de 
identidad para las series de potencias). Es suficiente saber que Jas 
series (5.2:5) y (5.2:6) coinciden en un conjunto de puntos con el 


punto de acumulación 2, (por cjemplo, en cl conjunto de puntos 


A —(n o A y) . Precisamente, subsiste ol siguien- 


le leorema, que os una generalización dol pripcipio do identidad 
domostrado. 
St las sumas de dos series de potencias 


AQ Ajlz—20) +... HAnE—2Z)" +... 


Bo+ Bs (2209) + -.- + Bn (2— 29)" +... 


coinciden en un conjunto de puntos E, para el cual zy¿ es un punto 
de acumulación, entonces los coeficientes de estas series son ¡iguales 
entre sí, es dectr, 


Ao= Bo, A¡=B,, ..., An Dri 


Demostración. Sea (z») alguna sucesión de punlos del con- 
junto E, distintos de z,, convergente hacia Zo: lim z,= Zp. 


ti=>00 


De Ja subsistencia de la igualdad 
Ao + As (Zn — 20) + Az (2n — 2) +... = 
= Bo+ Bi, (2n — Zo) + Ba [Zn — 20). 4- .-., (5.2:7) 


para cualquier n (r = 1, 2, 3, ...), y teniondo en cuenta que la 
suma de la sorie de potencias es continua en el interior del círculo 
de convergencia, sacamos la conclusión de que 


Ao= lim [Ao + Ay (2n — Zo) + Az (3n— 2 + ...]= 
= lim [Bo + Bi (2n — 20) + Ba (2n — 20) +. ..1= Bo, 
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De aquí se deduce «que 
Á) (2, — 21) + A» (2, — 24)? + E B, (2, — Zo) + Ba (z, — 20)? + iS 
para n-—4,2,3, ... y como 2, 73€ Zp, resulta 
A (+ Azl2n— 29 ++. =B1+ B3[M—2)+..- 
para cualquier y». Pasando de nuevo a limites para n — oo, obtenemos: 
Aj=b,. 
Supongamos que, en general, ya se han demostrado las igualdades 
Ao= Ba, Aj=Bi, ....o» Ár,= Ba. 

Entonces de Ja igualdad (5.2:7) se deduce que para cualquier » 
(n=1,2,3,...) 

Ansi (Zn — zp) e+l + Ara (Zn — 2y) "+2 e... = 

= Bass (Zn — zp) "+1 + Bajo (Zn — zp) e+3 Hi a 
o bien, simplificando por (z, — zp)"*! + U y pasando a límites para 
n—>00, Ax+1 =Bnr41. Con esto el teorema queda demostrado. 

5.3. Cerciorémonos de que la scrie de potencias puede considerar- 

se como cierta analogía de la serie de Fonrier para la unción f (2). 
Con este fin, observemos quo las potencias (2 — Zp)” poscenla siguien- 
te propiedad de ortogunalidad en cada cir- 
cunferecia |z—20l|= Pp: 

27 

j (2 —2y)" (2—2"d0=0 para nm. (5.3:1) 

n 
En efecto, haciendo Z2=2p,+pe%%, tendremos: 

(2— 2p)” — 2)” => print m-m0 
y, por consiguiente, 
25 


Í (2 — 2p)" (2—2,)” dd -. pun [ 


pitn—m)0 2x% 


i¡(n—m) lo e 


Supongamos que p salisface a las condiciones: 0 <p <R (A 03 
el radio de convergencia de la serie). Como la serie de potencias cs 
uniformemente convergente en la circunferencia |¿E—2p|=p», 
situada en el círculo de convergencia K, en la misma circunferencia 
lumbién será uniformemente convergente la serie 


FU) Ez)” = 0 (E 2)" +... +4 (E 20)" (E—20)" +... 
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Integrándola término a término y teniendo en cuenta la relación 
de AS (5.3:1), die ii 


(10 E—20)" d0= dm í (¿— 20)" Ez)" dd = 22p""a. 
Du aquí que 
au=z5p0m | 10) 6—20"d0 (m=0,1,2,...).  (5.3:2) 


y, por consiguiente, la serie de potencias puede escribirse un la 
furma 


a) 2x7 
1) | (0620) 00-(a—29)". (5.323) 
0 Ú 


Así, pues. la serie du potencias representa el desarrollo de la 
función f (z) en serie de polinomios ((z — zp)”), ortogonales en cada 
circunferencia con el centro en el punto z.. 

Como una de Jas aplicaciones de las rolaciones de ortogonalidad 
(5.3:1) ee licne: Ñ 

21 


5 [Lont—a" 
¿xn n 


25 | 2 tm (c—20"- int" 


21 


"“dg= 


S] 0r0m(2— 20)" (2— 20)" d0 -= 


y kh, m«F(0 
27 n 
+ s 20m | (2 — zp)" (2 — zp) (2 — 2)” d0 = >) |am[+p?”. 
h, mul 0 


(Podas las integrales, correspundientos a km, son nulas) 
En resumen, 
211 


== | [D ant—29"| 00= Y lan pro”. 
( 0 


Suponiendo aquí p<R, pasemos a límites para n—>oo. Como 
la sucusión 
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está formada por funciones continuas y es uniformemente convergen- 
te on la circunferencia |2 — zp | =P, la sucesión de funciones 
n 


continuas [| Y a,, (2 — zp)” | ) será uniformemente convergente 


en la misma circunferencia (véase la observación al final dol ap. 4.2). 
Por consiguiente, es posible el paso al límite bajo el signo integral 
(correspondiente en el caso de las series a la integración término 
a término), obteniendo: 
2 


37 ] 1/ (604 pe1*) 1 49 = 
y 
21 n A Y 
=lim 37 ] | Dan(—a0"| 29 <lim 21 anpo*”. 
U 0 


A 


De aquí se deduce, en primer lugar, que la serie >)]|am|?p2” 
tb 


es convergente y, en segundo lugar, que su suma es igual a la 
T 


integral j LF (2) |? do: 
0 
2n 


Y | am|2p2=>335 ¡ |/ (Zo + pe'9) |2 de. (5.3:4) 
y 


Uv 


Esta relación es análoga a la igualdad do Parseval en la tuoria 
de las series de Fourier. De la relación (5.3:4) se deduco que la inte- 
l 
uN 25 
2 y 11 60+ pet?) p20, 


0 


quo representa el valor medio del cuadrado del módulo de la tun- 
ción analítica f (2) en la circunferencia |[z—Zo| =p, es una fun- 
ción no decreciente de p. Por consiguionte, siempre existe el límito 
(finito o infinito) 
yA 
Jim 37 | | f (Zo + pe*e) |? do. 


Transformemos la expresión (5.3:2) de los coeficientes de la serie de 
potencias. Con este fin, hagamos [— Z¿= pet?; entonces tendremos: 


2n 
dm = Ep í HC) e—tmo de. (5.3:5) 
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Por otra parte, según el teorema integral de Cauchy: 


2x1 
| 10) G—2J"2d=0 (m>1), 
o bien, ] 
| F(L) pel (m—1) Opjetl de —0, 
y, finalmente, E 


0= | H(5) emo do (m2 1). (5.3:6) 


Sumando y restando (5.3:5) y us SI obtenemos: 


Osma (m:>1). (5.3:7) 


apa 


21 
i e 
dm = 30m ] f (E) cos m0 d= — 


Sen 


entonces de las fórmulas (5.3:7) hallamos: 
231 2n 
prom = = ' u (p, 8) cos m0.d0 = ) v (p, 0) sen m0 d0, 
0 (m > 1) A 
211 27 (5. 


PB, == Fe y (fp. 0) cos mé dd = | u (p, 0) sen ni0 d0. 
0 0 


Además, la fórmula (5.3:5) para m=0 da: 
¿nu 21 
1 j 
a=>35 | u(p, 0) 40, Po==37 | o (p. 0) de. 


() JJ 


De aquí se deduce que los númoros Xy, p "An y — "fm (m = 24) 
son los coeficientes do Fowrier de Ja función u (p, 0) = Re cos) 
y los números Bo, p”Bm y pam, los coeficientes de Fowrier de ln 
función ut (p, 09) = Im f (zo + pet?). 

En otras palabras, las funciones u(p, 0) y v(o, 0) poseen deu- 
sarrollos de Fovrier conjugados: 


4 


u (p, 0) — 2 Y) p" (a, cos m8 — Bn sen m8), 
] 


c(p, 0) —Bo+ Y) p” (Bm cos m8) + Gm sen m8). 
24—1199 B 
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Sepurando las partes real e imaginaria on Ja seria de potencias 
Í (20 + pet?) =u 2 (p, 0) + iv (p, y 


= y Am (2— 2q)” = z (Gm + ¿B.) p” (cos mU + isen m0) 


resultan estas mismas sories: 


OS 
E 
(p, 0) =% — Y (2mp” cos m0 — fn,"” sen m0), 
1 e 2. 
o (5.3:9) 
¡ y E 
v(p., 0) —Bo+ Y) (Bmp” cos bl + ap" sen m0). 
1 
lin resumen, las partes real e imaginaria de una serie de poten- 
cias son lus series de Pourier para las partes real e imaplnaria 
de su suma. Estas series son cunjugadas entre sí. 
Hemostremos también cómo Se puede obtener de la igualdad 


(5.3:4) la igualdud de Parseval para Jas funciones u (p, 0) y v(p. 0). 
Observando que 


|f (20 + pe?) [$ =]Ju (e, 0)1% > lo (p, 017. 
cid (5.3:4) en la di 


>= Í [u (p, om 004 Ef [v (o, 9)]? d0 -- » | 27 29%". (5.3:10) 
o 
Por otra parte, fícilmente se e obtener wa relación, que Cxprese 
la diferencia de las integrales -/ (e (p, 0) 40 y 37 Y [uv (p, 0)]* d0, 
si recordamos que la media aritmética de Jos valores que Loma 
la función analítica [/ (20 + pet9)]? en la circunferencia |2—2,|-=p, 
tiene que coincidir con su valor en el centro de la circunferencia 
(ap. 3.2): 

¿A 
+ j [/ (Zo + pel0)]? de =[/ (20) 12. (5.3:11) 

Ú 


Observando que 
[f (Zo = peiB)]? = fu (p, 8)P— fu (p. 0914 4 26 (p, 0) e (p, 0). 
[/ (20)1? = as = ¿Bi 2ieoPo. 
y separando las partes reales en la igualdad (5.3:11), obtenemos 


= $ lu (p, 0)1+ 48 — E ¡ [v (p, 0). 49 =a2—PBt.  (5.3:12) 
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Sumando y restando tórmino a término (5.3:10) y (5.3:12), 
hallamos: 


2x1 


— ] fu (p, O)I2 d0=02— Pi + 3 [am|tpr"=203-+ 3 (ah + BA) pr”, 
1] 


— 5] [e(p, 012 4d0=Pi—aj + > | Ay, [337 == 28 + S (Pñ, 4- am) p?”. 
1 


Evidentemente, las relaciones cbtenidas representan las igual- 
dades de Parseval para las funciones u (p, 0) y uv (p. 0). 

5.4. En cl ap. 5.2 se obtuvo la expresión de los coeficientes 
de una serie de potencias mediante las derivadas de su suma en el 
centro del círculo de convergencia XK: 

pu (20) 
Cn ÍA TS (n =U, a E eN .. .). 
Poro en el ap. 3.2 se vio que para cualquier p, 0<p<R, los 
módulos de las derivadas satisfacen a Jas desigualdades 


| 10 (29) el E 
E p” 1 
donde A1 a ma max |7(2)]. De aquí se deducen las siguientes 
229 [=P 


desigualdades de Cauchy para logs cueficientes 
de la soric de potencias (acotación de Cauchy): 


Ja «LO (m.-0,1,2, ...). (5.4:4) 


De las desigualdades do Cauchy se deduce que todos los térmi- 


nos de la serio Y lan [¿p2". están acotados; precisamente, cada uno 
de cllos no es ipetior a (47 (p)1?. Sin embargo, la, relación (5.3:4) 
permite afirmar mucho más. Resulta que la serie la, 2p%P es con- 


vergente (para p< 1) y su suma no es su perior a la misma cola 
IM (p11?. En efecto, se tiene: 


e 2x 
Y [4 ip?" = 35 ( |Í (20+ peto) |2 d0. 
U) 


Pero 
27 


+ | L/ (2o-+ peto) |? dd < (M (p)P, 
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por consiguiente, 


00 


231 0n [9% < 1M (0)1. (5.4:1”) 


Suponiendo que para cierto n=ny>0 y para p, 0O<p<R, 
en las desigualdades de Cuuchy se verifica la igualdad 
M0) 


| Ano | = pro z 


o bien 


| 2a, Ppir =M (1, 


de la desigualdad (5.4:1"”) sacamos la conclusión de que todos los 
coeficientes a, para nen, son iguales a cero. listo significa 
que la serio de potencias se reduce a uno de sus términos a,,2% y, 
por consiguiente, 

/ (z) = fly 20. 


En resumen, extuyendo ol caso en que la serio de potencias 
se reduzca a uno de sus lórminos (los coeficientes de todos los demás 
términos son ceros), en las relacionos (5.4:1) las desigualdades 
siempre son estrictas. En particular, para 2--0, resulta 


lao =1|f (20) | <M (p), si f(2) H<4p, 
es decir, cl principio del módulo máximo en su forma definitiva 
para la suma de la serie de potencias. 


Como las derivadas de una función analítica pueden expresarse 
según las fórmulas del ap. 3.2 en forma de integrales 


y e n] 1D) y 
Pt (20) = 553 | cy (r<40, 
IG—201=A 
para los coeficientes de la sorio de potencias se verifican también 
las siguientos exprosiones integrales: 


1 - 
a=j Y (Mm 0.1.2 00d (5,4:2) 
l5—20]=0 
Demostremos que estas fórmulas pueden obtenersa directamunte 
examinando la serie de potencias. Para cesto multipliquemos todos 
los términos de la serie 


a = 
1) = 24m (6—2)", 
t 
uniformemonte convergente en la circunferencia |¿—2p)]|-p. por 


Zu Ego e integremos término a término sobre la circunfe- 
ES 
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rencia y: |¿—-Zo| =p; obtenemos: 


(6 —20 
Y 


J - E 1 iN-N- J 

ml q Y] ITA (543) 
0 Y 

Poro 


2% 
j ([(— 2)" "1 Il = | pr" 1g(m-n—1) idpet0; de = ¿porron elm—n) 10 ¿Q; 
0 


Y 


Str, 


si m=>+en, esta integral es, evidentemente, igual a cero: 


E 
¿par j cima) +0 gg = pro" 
Ú 


¿(M—n) 10 727% 
(m—n) í 3, NN 


si m=mn, ésta es jgual a 2x1: 
2 


¡ ! de - 214. 


De aquí se deduce que todos los términos de la suma en el se- 
guudo miembro de la fórmula (5.4:3), menos uno, correspondiente 
a m=HR, son iguales a cero, y obtenemos: 


E [Ó_— di=an  (n=0,1,2,...) 


ZU) Ear 
Y 
es decir, las fórmulas (5.4:2). 

Aplicando las expresiones integrales de los coeficientes, que 
acabamos de obtenor sin basarse en la fórmula integral de Cauchy, 
se puede dar una demostración de la fórmula integral de Cauchy 
para la función f (2) (la suma do la serie de potencias), distinta de la 
expuesta anleriormente (ap. 3.1). Pongamos la expresión (5.4:2) 
en la serie de potencias. Tendremos: 


19-23 2) a a)". (5.4:4) 
y 


La seric que figura en el segundo miembro puede obtenerse integrando 
00 


. . o . . 4 (2 — 24 n 
término a término la serie > 3 / (5) Zn , la cual con- 
verge uniformemente en la circunferencia y: |] — Zo | =p, si z es 


un punto fijo situado en ol interior de y. En efecto, para cl módulo 
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del térimino general de la serie se tiene la cota: 


(¿—29)" 1 Mo) (laz ly 
ll rl E 


dondo M (p) = max |f (2) | y |z— 201 <p. Pero, evidentemente, 
en el segundo miembro figura cl término general de una serie numé- 


rica cunvorgente (una progresión geométrica con la razón |2—30l 


< 1), de donde so deduce ln convergencia uniforme de la serie consi- 
derada. Por esta razón, el resultado de la integración término a tér- 
mino de esta serie tiene que coincidir con la integral de la suma de 
la serie, y obtenemos: 


NN .—2p" 1 O (8—2p" 
(q ] 10 aora) 10 Da 
Yo y 
1 
A LL: 
2ti 10 ¿— T=3x7 | q 
Y —T—20 Y 


Esta es la fórmula integra) de Cauchy para la suma de la serio 
de potencias. 

Así, pues, la fórmula integral de Cauchy puede obtenerse de la 
serio de potencias representando sus coeficientes en forma de inteyra- 
les, sustituyendo después la suma de las integrales de los términos 
de la seric uniformemente convorgente por la inlegral de la suma 
y finalmente, sumando, la progresión geométrica obtenida bajo 
el signo integral. Cauchy efectuó todos estos razonamientos en orden 
inverso y halló que toda función expresable en forma de Gauchy, es 
decir, toda lunción analítica, $e representa por una serie de potencias. 
Demostremos osta proposición admirable. 

Seorema de Cauchy sobre el desarrollo 
de una función analítica en seriede poten- 
cias.i Sea f (2) una función uniforme y analítica en un recinto G; 
sea z¿ un punto (finito) arbitrario del recinto G y A, la distancia desde 
Zo hasta la frontera de este recinto. Entonces existe una seric de potencias 
de z — zp convergente en el círculo K: | z — zo] < Á, que representa 
en este circulo la función f (2): 


f (2) = y An (3 — zp)". (5.4:3) 


(Obsérvese que la frontera del recinto G- puede reducirse al único 
punto del infinito. En este caso se debe suponer que Á es infinito). 
Empezando a demostrar el teorema, tomemos un punto arbitrario 
2€ K y describamos una circunferencia y con el centro en Zo: 
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13 — Za | = donde U<]z=20|<0o <A (fig. 57). Según la 
fórmula integral de Cauchy. tendremos: 
Í HD ¿e 
Hd = 7 j Pz de 
Para obtener de aquí una serie de potencias de z — 27, conside- 
remog ;— como la sima de una serie geométrica de razón = 
== 


sw 


» 0 


FIG. 57 


==" 8<4. Con esto fin repre- 


. 2—í 
cuyo módulo os: | , ; 


$4 - 
=> 


«) 


1 
sentemos ¿— en la forma 


A 1. 4 dá 
L—: sl ¿—20— (2 —2p) <—20 4 25 a t—2) E —20)? 
( y. ( y” E ( yn 
=D NE ¿— e 
FE 919 POR (— ep) a+ +... = PL Tara (3.1:6) 


Como para todos los puntos f, pertenecientes a y, ol módulo 
del lérmino general de la última serie es: 


E Lar (0<0<Ai), 


o 

la serie (5.4:0) converge uniformemente en y (respecto de ¿€ y). 

También convergerá dde la serie obtenida de (5.4:6) 
al multiplicar ésta por la función $ 
valor absoluto en y, es dá la serie 


>= f (t) la cual está acotada en 


sr EL La a _W— 5 (2 zo)”. (5.4:7) 
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De aquí se deduce que la serie (5.4:7) puede integrarse término 
a término en y. Efectuando la integración, rosulta: 


L d n 
A Lc, - - Dana (5.4:8) 
Y 
dunde 
1 (9) dí J (zo) Ñ 
rl (At) 
? 


Flemos obtenido el desarrollo de la función analítica en seric de 
potencias (serie de Taylor). Del mismo método de su olbtención 
(z es un punto arbitrario del círculo K) se deduce que esta serie es 
convergente en cualquier punto del círculo XK: |z2 — zo | < A. 

Sl teorema queda demostrado completamento. 

ste teorema cs de una importancia capital, puesto que muestra 
que una función f (2) de variable compleja que es derivable un un 
rocinto G (pues así es la definición admitida de función analítica 
devariable compleja), se expresa por una seric de potencias de z — zo 
en un entorno de cualquier punto 3, del recinto G. Precisamente esta 
propiedad justifica la denominación misma de las funciones de 
varjable compleja que son derivables on un rocinto 
al Hamarlas fíunciones analíticas. 

Para las funciones de variable real, o con más generalidad, para 
las funciones definidas en alguna línea TP (por ejemplo, en una curva 
de Jordan del plano ampliado), no subsiste semejante propjedad. 
Una función derivable e incluso indefinidamente derivable en P, 
puede no expresarse por una serie de potencias en ninguno de los 
entornos de los puntos de l y, por consiguiente, puede no ser analítica, 
Por esta razón, al aplicar el concepto de función analítica para las 
funciones definidas en curvas de Jordan (por ejemplo, para las Iuncio- 
nes do variable real), no hay que basarse en la derivabilidnd, sino 
que hay que exigir que las funciones scan cxpresables por series de 
potencias. 

Como la serie de potencias 


tar Y ma 


que representa la función f (2) en un entorno del punlo zp. según lo 
demostrado en el teorema de Cauchy, es convergente en el círenlo 
Iz—2z0| <A, su radio de convergencia RE tiene que ser no menor 
que Á: 


RA. 
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Escribiendo esta desigualdad en la forma A <z y sustituyendo 


= según la fórmula de Cauchy-Hadamard mediante limV la, | = 
n-00 


= lim 1, al, obtenomos la ya conocida desigualdad de 
ñ 


N-$00 


Cauchy-Hadamard (3.3:10): 


A TERA! 


> al 


Del teorema de Cauchy se deduce, en parlicular, que las series 
de potencias que representan funciones enteras convergen hacia las 
mismas en todo el plano. En efecto, una función entera es analítica 
en el recinto G que coincide con tudo cl plano, de modo que Ja distan- 
cia A desde cualquier punto zp hasta la frontera do este recinto G 
se debe considerar infinita. 

Seaf(z) una función entera y Zo, algún punto del plano. Entonces 
tendremos: 


1 (2) = 44441 (2-2) +... +aníiz—2)"+....  (5.4:10) 


donde 
mo. oct hos de , 
n! 22 A — ¿ya 


IG—2ol=p 

Como acabamos de señalar, esta serie sonvorge hacia f (2) on 

todo col plano. Para los coeficientes de la soric se tienen las aco- 
taciones de Cauchy: 


(1=0,1,2,...), (5.4:14) 


dondo 
M(p)= max |f(2)1. 
I2—2y/=p 


En el caso considerado se puede tomar p arbitrariamente grande. 
De aquí se deduce que, si el módulo de una función entera [f (2) se 
conserva acotado en todo el plano, es decir, si M (p) <. M < 00 pnra 
todos los valores p, entonces f (2) == const. 

Este es el contenido del teorema do Liouville, que 
tiene numerosas aplicaciones en distintos problemas de la teoría 
de funciones. 

Para demostrarlo, sustituyamos en las desigualdades (5.4:11) 
M (p) por M y escribamos estas desigualdades solamente para valores 
naturales del índice »: 


 M 
aaa  (M=1,2,3,...). 
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Fijando arbitrariamente n, supongamos que p creco indefinidamente; 
tendremos: 


ani 0, es decir a, =0 para n=1,2,... 


Debido a esto, de la relación (5.4:10) resulta que f (2) = ay para 
cualquier z, es decir, / (2) == const. como se quería demostrar. 

aciendo zg = U y calculando las derivadas de órdenes distintos 
de las Innciones elementales: exp 2, son 3, cos z, sh z, ch z, cl lector 
obtendrá fácilmente para ollas los siguientes desarrollos, conver- 
gentes en todo el plano: 


E z” S a ER 
expa= > sen 2 == Y) (—1)" ; (2n—4)! ” 
0 Xi 


uo en E 
zen 4 yn zan _ <A ¿2n-1 _ NN z2n 
ade ( 1) En ' M2 eo chz= 2 Z 


WU 


Delengámonos en los desarrollos en series de potencias de las 
ramas uniformes de las funciones mu)tiformes más clementales. 
Consideremos ante todo la rama uniforme 1n z, definida por la condi- 
ción In 4 = ( en el recinto GC cuya frontera es la parte no posiliva 
del oje renl: - < 0. y = 0 (esta rama puede reprosentarse en Ja forma 
inz—=In|j2]| + ¿argz, donde |argz |< xn). Como (In 2 = BA 


e 


se tiene, (In 3300 = (—4)+1 EM , y, por consiguiente, el desarro- 
llo de In z en serie do potencias de z — 1 tiene la forma 


S (nat | 
In Y LE 4), 


0) 
o bien 


Inz= Y (1 ELE. 
0 


La distancia Á desde el punto zy = 41 hasta la frontera del recinto 
G cs igual a uno. Debido u esto, el desarrollo obtenido puede ulili- 
zarse para |z — 1 | < 41. Sustituyendo aquí z — 1 por z, se obtiene 
la serie de potencias para ln (1 -- z) que es convergente para |z | < 
ct 


ro 


ln (14 2)> (YE (171<1). 
0 


La Sunción ln (1 + 2) es la rama uniforme de la función Ln (1 + 2), 
definida por la condición [In (4 + z)l¿-. = In1 = 0 en ol recinto 
G cuya frontera es la parte del eje real: x < — 1, y = 0. 
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Examinemos shora la función 2%, donde a es un número complejo 
arbitrario. lista es una función multiforme (si «+ no cs un número 
entero) que se expresa mediante la función exponencial y el logaritmo 
por la relación 2% = exp (u ln 2). 

Separemos una rama uniforme q (2) de esta función en el mismo 
recinto G que figuraba en el ejemplo precedente, mediante la condi- 
ción q (1) = 1. Esta rama puede representarse en la forma 


p (2) — oxp (2 ln 2), 
de donde 


p' (2) = a exp (a lu 2) —= a exp (a In 2) -exp (— ln 3) = 


= a 0xpl[(a — 3) ln 2] 


y luego, 
pm (2) =a(a—1)... (a—k+1)oxp[(a—k)Inzpj (k=1,2,...). 
En ol punto z=41 las derivadas toman los valores ptm (4) = 


=a(a—1)... (a—k-+1) y, por consiguiente, el desarrollo de y (2) 
en serio de potencias de z—4 tiene la forma 


=1)... (au —k—= 
y (2) = >) ZbD-. LIZA (2 — 1”. 
0 

Como en el ejemplo anterior, este desarrollo es válido para 
Iz—4 |< 1. Sustituyendo aquí z — Í por z, se obtiene el desarro- 
llo de y (3 + 1) en serie de potencias de z. Empleando cn Ingar de 
q (z + 1) la designación ordinaria (1 + z)% (entendida como la 
pe mIcn de la función uniforme exp la ln (1 + 2)] en el recinto G), 
rosul ta: ; 


(1 ajos Y EEC LAA (2|<4). 
m 


Esta esla serie binómica, establecida aquí para cl caso 
más general, cuando el exponente de la potencia es un nitnero 
complejo arbitrario. 


$ 6. UNICIDAD. A-PUNTOS DE UNA FUNCION ANALITICA. 
PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO. 
PUNTOS SINGULARES DEL ELEMENTO DE UNA FUNCION 
ANALITICA 


6.1. Enel ap. 5.2 se demostró el teorema que expresa la propiedad 
de identidad de los desarrollos de potencias de z — zp, donde 3, es 
un número complejo dado. Este teorema afirma que si las sumas 
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de dos series de potencias tales coinciden on un conjunto de puntos 
E, pares el cual z, es un punto de acumulación, entonces los cueti- 
cienles respoctivos de las series son igualos. Luego, de aquí se deduce 
que coinciden también los círculos de convergencia de las dos series 
y que las sumas de las series son iguales entre sí en todo el círculo 
general de convergencia. En otras palabras, la suma de la seric de 
potencias queda determinada unívocamente en todos los puntos del 
círculo de convergencia. sí se conocen sus valores en algún conjunto 
de puntos que tenga un punto de acumulación en el centro del 
círculo. 

En vista de esta propiedad de las sumas de las series de potencias 
(que en círculo de convergencia son funciones analíticas uniformes), 
hagamos la siguiente pregunta general: ¿Se determina completamente 
una función uniforme f (3), analítica en un recinto (7, por sus valores 
dados en un conjunto arbitrario E que tenga en este recinto al menos 
un punto de acumulación? 

En otras palabras, ¿coincidirán en todo el recinto G los valores 
de dos funciones uniformes y analiticas en este recinto, f (2) y q (2), 
si éstas coinciden on un conjunto de puntos E de este recinto que 
tiene en este último un punto de acumulación? 

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa y esta pregunta. 

Teoremainteriordeunicidad. SeaG un recinto, 
en el cual están definidas dos funciones f (2) y p (2), uniformes y ana- 
líticas en todos los puntos de G. Supongumos que estas funciones coinci- 
den en un conjunto de puntos E (E C G) que tiene un punto de acurnu- 
lación zp, perteneciente a G. Entonces f (2) y q (2) coinciden en todo el 
recinto G. 

Demostración. Sean 


A+ AL 2— ZO) RH >. +FAn(2—2p) ">... 
y 
Bo+B 22) +. + Brle—m +... 


las series de potencias que representan f (2) y y (2) en un entorno 
¡jz—2zy| <p del punto Zo. Como Jas sumas de ambas series coinci- 
den en los puntos del conjunto E, para el cual z¿ es un punto de acu- 
mulación, según lo demostrado en el ap. 5.2, estas series son idénti- 
cas, de modo que f (z) y y (z) coincidon en todos los puntos del recin- 
to G pertenecientes al entorno |z — zo | <p. Designemos con E, 
el conjunto de todos los puntos pertenecientes a G que poscen la 
misma propiedad que el punto zp, es decir, de los puntos para los 
cuales existen entornos donde f (2) y «p (z) coinciden. 

Por la definición misma, E, es un conjunto abierto. Además, 
a cada punto del recinto que sea un punto de acumulación para £, 
puede aplicársele el mismo razonamiento que se aplicó al punto Zo, 
de donde se deduce que cada uno de tales puntos tiene que pertenecer 
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a E,. Por lo tanto, el conjunto E, tiene que coincidir con todo el 
recinto G (vénse la proposición ce), ap. 4.5, cap. primero), como se 
quería demostrar. 

De este teorema se deduce que si las funciones f (2) y q (2) son 
analíticas en el recinto G y coinciden en un recinto g — G (por ejem- 
plo, en un entorno de algún punto zo € G) o en un arco de alguna curva 
continua situada en el recinto G, entonces ellas coinciden en todo 
el recinto G. 

En particular, si una función, analítica en el recinto G, no cs 
idénticamente constante, entonces no puede conservar un valor 
constanto en ninguno de los entornos del punto z, y en ningún arco 
de curva situada en este recinto. 

Sea f' (za), f” (29), - - -. PU (Zo), - - - la sucesión de valores de 
las derivadas de la función f (z) en un punto z, del recinto G. Enton- 
ces, si f (2) e const, al menos uno do ostos números es diferente 
de cero. En caso contrario, el desarrollo de Taylor de f (3) cn un 
entorno del punto z, tendría la forma 


F(2) =f (20) +0-(2—2) +. .+0-(2=20)" ++... =$ (20), 


de donde resultaría que f (z) = f (zp) en el recinto CG. 

Además del teorema interior de unicidad subsisten en la teoría 
de las fimciones analíticas distintos teoremas frontera de unicidad. 
Las proposiciones más generales y profundas de este Lipo fueron 
obtenidas por N. Luzin y T. Priválov. Aquí nos limitareomos a 
enunciar cl teorema frontera clásico de unicidad porteneciente a ellos. 

Comencemos con las definiciones. Sea G un recinto limitado por 
una curva de Jordan T', y sea £, un punto de la curva T en el cual 
exista la tangente a ésta. Consideremos una función f (2), definida 
en el recinto G, y supongamos que ésta tiende a un límile determina- 
do A cuando 7 € G tiende a yg sobre cualesquiecra caminos no Langen- 
tes a T (véase la pág. 265), es decir, manteniéndose en el interior de 
un ángulo arbitrario de magnitud menor que x con el vértice en el 
punto Ly y cuya bisectriz coincide con la normal a TP' en el punto ¿o. 
Jintonces diremos que f (z) posee en el punto [ET el valor 
frontera angular A. 

Teorema de N. Luzin y Il. Priválov. Sea G un 
recinto limitado por una curva rectificable T', y sean f (2) y q (z) dos 
funciones analíticas en el recinto G. Si para cierto conjunto E < TI, 
de medida positiva (por ejemplo. para un arco de la curva T), la difo- 
rencia f (2) — q (2) posee valores frontera angulares y éstos son iguales 
a cero, entonces las funciones f (2) y q (2) coinciden en todo el recin- 
to G. 

La demostración de este teorema, que exige el conocimiento de 
la teoría de funciones de variable real, encontrará el lector en la 
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monografía de 1). Priválov «Propiedades de frontera de las funciones 
uniformes analíticas» yn citada cn relación con las integrales de tipo 
Cauchy. lin ésta el lector encontrará también un teorema frontera 
de unicidad muy delicado de los mismos autores, referente a los 
valores frontera radiales, es decir a los valores que 
son límites cuando el punto z € (7 se aproxima al punto f¿E€ TP a lo 
largo de la normal a P cn el punto 5, (a lo largo del radio, si T' es 
una circunferencia). 

Sea A un número complejo arbitrario. Á las raíces de la ecuación 
F (2) -—- A las llamaremos A-puntos de la función 
f (2). Del teorema do unicidad se deduce que, si Í (2) =$ A, el conjunto 
de A-puntos de esta función na puede tener ningún punto de acumu- 
lación perteneciente al recinto C. De aquí se deduce que cualquier 
conjunto cerrado y acotado Y del recinto G sólo puede contener un. 
número finito de A-puntos (para un número fijo A). En efecto, 
si £ contuviese un conjunto infinito de A-puntos, habría un punto 
de acumulación para ellos, pertoncciente a F, y por consiguiente, al 
recinto C,. 

Sea zo algún A-punto do la función f (2), de modo que Í (3,) = Á. 
J)esarrollemos f(2) en serio de potencias de 2—zy. Obtenemos: 


f(2)=A4+1 (2) (22) + E —2)+... 
o bien 


12) —A=J (20) (2-20) 1 2 (2—20)* +... (6.1:1) 


3 Si f(2) const, entre los couficientes del segundo miembro 
habrá distintos du cero. Soa (z—z))" lu potencia inferivur de z—2zp 
cuyo coeficiente es distinto de coro. Entonces la igualdad (6.1:1) 
toma la forma 

: do ( poHD (2) qe EY 
f (2) — A = (2— 2p)* A A mr], (6.1:2) 
donde f'M (zo) 40. El número natural k(k%:> 1) se llama ordon 
do multiplicidad del A-punto zp. Si k=-3, el A-punto 
se lama simple; si £>1, se dice que es múltiple, En virtud 
do la definición, cl A-punto simple se caracteriza por las relacio 


nes: 
(20) =A y f'(20) +0; k 
y el A-punto múJtiple de orden /, por las relaciones: 
f(20)=A, Jf'(20)=-0,.... [47D (2) = 0, [0 (2,) +0. 
De la igualdad (6.1:2) se deduce también que si zp es un Á-pun- 


to de orden k. ln función o) E es analítica en un entorno 


(=— 20) 


$ 6. PRINCIPIO DEL MÓDULO MÁXIMO 3140 


del punto zo: 
poo En y [FD (20) 


A 
y su valor en el punto z, es diferente de coro: 
ANA 
pt) = 00. 
Recíprocamente: si so sabe que para cierto natural 4 la fun- 
j (2) —A 


ción p(z)= Ea es analítica en un entorno del punto Zo, y su 
valor en el punto zy (definido como lim LE) es diferente do 
cero, entonces zy es un A-punto de ¡(2) de año k. 

fin cfecto, de la relación 

a =QÍ(2)=4x On l[E— 204 ... (4, == Q (26) 5 0). 


se deduce que 
(2) = A+ ag (3 — 29)" + Oy (2— 29)! + 


en un cntorno del punto zo y, por consiguiente, 


h 
A=/()) a. Ez 
y, además, (para A >> 1): 
fz)=... =f'-0 (2)=0 


Sea de nuevo / un conjunto cerrado arbitrario de puntos del recin- 
to G; calenlemos la cantidad de A-puntos de la función f (2) % 4, 
pertenecientes a F, contando cadun uno de ellos tantas veces cuanto 
indique su orden de multiplicidad. Como en £ hay un número finito 
de A-puntos y el orden de multiplicidad de cada uno de ellos. 
también es finito, el resultado del cálculo será un número finito. 

Todo lo dicho respecto de los A-puntos es aplicable, indudabJo- 
mente, al caso particular importantísimo en que 4 = 0. 

Los Ó-puntos de la función analítica f (2) se llaman, abreviada- 
mente, coros de la misma. El lector comprobará fácilmente que 
las definiciones de órdenes de multiplicidad de los ceros de un poli- 
nomio o, en general, de una función racional arbitraria, admitidas 
en el álgebra y utilizadas aquí en el ap. 4.1 del segundo capitulo, 
concuerdan con las definiciones generales dadas anteriormente. 

Obsérvese que, para todo A %o00, los A-puntos de la función 
S (2) son ceros de la función Í (2) — A. Por esta razón, cualquier ley 
soneral establecida para los ceros de Jas funciones analíticas, subsiste 
también para los A-puntos de las Junciones analíticas, donde A es 
un número complajo arhitrario. 
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Demostremos que si el conjunto de todos los ceros (respectivamente, 
los A-puntos) de una función uniforme analítica arbitraria no es fintto 
en un recinto dado G, entonces éste es un conjunto numerable. En otras 
palabras, todos los ceros de una función uniforimo y analítica en 
un recinto dado pueden numerarse y colocarse en forma de una suce- 
sión: 

Lis 291 +. .10%n1 ».. 


Como se soñaló anteriormente, esta sucesión no tieno puntos de acu- 
mulación en el recinto G y, por consiguiente, todos sus puntos de 
acumulación son puntos frontera para G. 

Para demostrar que cl conjunto de los ceros de una función analf- 
tica es numerable (si este conjunto es infinito), cxaminemos primero 
el caso en que G sea todo el plano finito. Entonces en el círculo |z | < 
< 1, y también cn los anillos: 


i<lzl<2, 25]|2[<3,...,nfzl<rn+1.... 


habrá solamente conjuntos finitos de ceros de la función f (2) (posible- 
mente vacíos en el círculo o en algunos anillos). Numerando primero 
los ceros pertenecientes al círculo | 3 1 < 1, y continuando después 
la numeración de los ceros pertenccientes, sucesivamente, al prime- 
ro, segundo, ..., n-ésimo, etc, anillos indicados, obtendremos, 
evidentemente, una sucesión (2,), que contiene todos los ceros de la 
función f (2). Además, según se desce, se puede obtener una sucesión 
en la que estarán representados solamente Jos ceros distintos entre 
sí (sin contar sus órdenes de multiplicidad), o bien una sucesión en la 
sa cada cero se repita tantas voces cual sea su orden de multiplici- 
ad. 

Obsérvese que en uno u otro caso se puede efectuar la numeración 

colocando los ceros en el orden no decreciente de Jos módulos: 


[Zn | <!|Zn+1 1. 


Supongamos ahora que G tiene al menos un punto frontera finito. 
Para un número natural n, designemos mediante F, el conjunto 
de todos los puntos del recinto G cuyas distancias hasta la frontera 


1 z : 
no es menor que -—. Evidentemente, estos conjuntos, comenzando 


desde cierto n > ny (ny > 1), no serán vacios. Cada punto z € 
pertenece a todos los F,, comenzando desde uno de ellos (es suficiente 


tomar -< p, donde pes la distancia desde 3 hasta la frontera 


del recinto G). Finalmente, cada uno de los conjuntos F,, siendo un 
conjunto cerrado de puntos del recinto G (cada punto de acumulación 
del conjunto F, es también punto de acumulación para G; además. 
ln distancia desde este punto hasta la frontora del recinto G nou os 
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menor que - , por lo cual éste pertenece a G y a F,), contiene sola- 


mente un número finito de ceros de la función f (2). Numerando 
primero todos los ceros pertenccientes a F,, y continuando después 
la numeración de los ceros pertenccientes, sucesivamente, a Fa. — F,, 
Fa—Fr ...,) Fna+s — Fan, -- ., obtendremos una sucesión (2z,), 
que incluirá a todos los ceros de la función f (z) pertenecientes al 
recinto G. 

Examinando la serie de potencias 


(2) =00+0 (2-29 +... +A (2-2) +... 


se oblicne inmediatamente la respuesta a la pregunta: ¿es el punto 
dado z,¿ un cero de Ja función f (z) o no? Si zy es un cero, el mismo 
examen indica el orden de multiplicidad del mismo. Mas, por esta 
serie no se puede saber inmediatamente si f (z) posee ceros distintos 
de Zo, donde están estos ceros y cuáles son sus órdenes de multiplici- 
dad. Es suficiente recordar el ejemplo de la función sen z, representa- 
da en todo el plano por la serie de potencias convergente 


23 26 
sen2=2==p +3 - ns 


De este desarrollo se ve que sen z posee un cero simple en el ori- 
gen de coordenadas. Sin embargo, del mismo desarrollo no se ve 
directamente que sen z posee ceros simples en todos los puntos de la 
forma lee (k es un número entero) y que, además de éstos, no existen 
otros ceros. 

Un medio de representación de las funciones analíticas que permi- 
te revelar todos sus ceros pertenecientes al recinto dado, son los 
productos infinitos. 

Supongamos que (f, (2)) es una sucesión de funciones analíticas 
en un recinto G, que satisíacen a las condiciones señaladas en la 
pág. 291, o sea: 

a') el conjunto de E-puntos que son ceros de las funciones 
filo, .. fa (2), - . . no tiene puntos de acumulación en el interior 
de G; 


b') cada uno de los puntos de E es un cero solamente para un 
conjunto finito de funciones (fa (2)). 

En ostas condiciones, todo conjunto cerrado FP < (G contiene sola- 
mente un número finito de puntos de E y existe un número natural 
n (F) tal que fx (2) no se anula en los puntos del conjunto F, si k > 
> n (P). 


50 
Supongamos ahora que la serie Ll In [/, (2)] converge unifor- 
n(F) 


memento en cada uno de tales conjuntos P. Como ya se sabe, de 
21—1199 


322 CAP. t(i INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


” 00 


aquí se deduce que el producto || f, (2) es unitormemente convergente 
í 


en el interior del recinto G y, por consiguiente, representa en el mis- 
mo una función analítica f (z). La función f (2) se anula en aquellos 
puntos, y Sólo en aquéllos, en los cuales se anula al menos una do 
las funciones f, (2), es decir, en los puntos del conjunto E. 

Obsérvese que, si zo € E y la suma de los órdenos de multiplicidad 
do cste punto, considerado como un cero de las funciunes respectivas 
fa (2) (k =1, 2, ...), es Ap, entoncos 2, es un cero de orden %, de la 
función f (2). En efecto, si np > 1 designa un número natural tal 
que ninguna de las funciones f, (2) se anula en el punlo zy para k > 
> ny, entonces, representando f (z) en la forma 


a=lInto l nto, 


no 
nos convencemos de que [l f, (2) es una función analítica que posee 
1 


On 
un cero de orden «o, en el punto z,, mientras que [I fa (z) esuna función 
1 


no+ 
analítica que no so anula on este punto. De aquí se deduce que 
z¿ es un cero de orden ay de la función f (2). 
Cuando los ceros de cada función f, (2) son conocidos, por ejemplo, 
cuando fa (z) tiene la forma 


fr (2) =(2—22) 8a (2), 


donde gs (z) es una función analítica que carece de ceros, el dosa- 
rrollo de f (2) en el producto infinito 


: f (2) =]] [(2— 21) £1 (2)] 


da la posibilidad de percibir todos los ceros de la función f (z) por- 
tenecientes al recinto G, y establecer sus órdenes de multiplicidad. 
Estos órdenes coincidén con las cantidades de números za, iguales 
entro sí, que figuran en distintos factores del producto. 

6.2. Demostremos el principio del módulo má- 
ximo de una función analítica en su forma defi- 
nitiva: el módulo de una función f (2) que es analítica en un recinto 
G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar el máximo en 
ningún punto del recinto. 

Hvidentemente, el principio análogo para el módulo mínimo de 
una función analítica f (2) no subsiste, puesto que el módulo alcanza 
el mínimo en cada cero de la función. Del principio del módulo 
máximo se deduce, sin embargo, que el módulo de una función analiti- 
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ca f (2) = const no puede alcanzar el minimo en ningún punto del 
recinto que no sea un cero de la función f (2). 

En efecto, si f (zp) + 0, entonces como la función es continua, 
se verifica también la desigualdad f (2) +0 en cierto entorno U del 
punto zp, perteneciente al recinto G. Por consiguiente, en este entorno 


la función y (3) = an es analítica y no idénticamente igual a una 

constante; por eso cl módulo de q (2) no puedo alcanzar cl máximo 
Ly - .. A 

en el punto 37. Volviendo a la función f (2) = SE 


gue el módulo de f (z) no tione mínimo en el punto zp. 

He aquí dos demostraciones distintas del principio del módulo 
máximo. 

4. Demo strando el leorema por el método de reducción a lo 
absurdo, supongamos que en cierto punto z¿ € G el módulo de la 
función alcanza el máximo. Hagamos |f (z.) | = M; entonces, en 
un entorno U, suficientemente pcqueño del punto Zo: | f (2) | < M. 
Podemos suponer que M 3* Ó, pues en caso contrario sería f () = ( 
en todos los puntos de U,, de donde se deduciría que f (2) == O, en 
contra de la hipótesis del teoroma. 

Demostremos que en todos los puntos de U, se verifica la igualdad 
If (2) | = M. Suponiendo que en un punto 2 EU. |2 — 20 l = 

E 


, obtenemos 


=09>0, |/(2) |< M, para la integral Sn y Í (zo + 0et0) de so 
6 


tendría la acotación , 
A 

laz | 1 (20+0e0) do <M, 
0 


puesto que en la circunferencia | z — Zo | = Ó lieno que existir un 
arco que conticno a Z, y en cuyos puntos | f (2) | < M. Pora esta 
acotación contradice a la igualdad (véaso (3.1:6)) 


21 


M= 1101 =| 37 | (20 + 8e19) 40]. 


En resumen, de la hipótesis admitida se deduce la existencia de un 
entorno del punto 3, en el cual el módulo de Ja función conserva un 
valor constante. Si f (2) = u (x, y) + iv (z, y), en todos los puntos 


de UY, se tieno: 
| f (2) $ =u?+ 02 = M?, 


o bien, dorivando dia de x cy: 


du 


0v 
S+v dr = =0, e Pray O. 
21» 
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Como M+=<0, las funciones u y v no se anulan simnltáneamente en 
los puntos de Up; por esta razón, el determinante de este último 
sistema os igual a cero: 

Óx dy dz 0y 


Aplicando las ccuaciones do D'Alembert-Euler, obtenemos de aquí 


du y 2 On On du 
que (5%) + (35) =0 y, por consiguiente, De y = 0; en vir- 
tud de las mismas ecuaciones, Sh = 37 =0. Por lo tanto, 


u(x, y) =C,, v(r,y)=C2 y f(2) =C,4-¿Cz on Yo. 


Según el teorema de unicidad, esta última igualdad se verifica en 
todo el recinto G, lo cual contradice a la hipótesis del teorema. Así, 
pues, el principio del módulo máximo queda demostrado, 

11. Para la demostración se puede utilizar la representación 
de la función analítica en serie de potencias *). Supongamos de nuevo 
que |f (3) | alcanza el máximo en el punto Zo: | f (zo) | = M- Igual 
que anteriormente, se puede suponer que M7 + 0. Desarrollemos f (2) 
en serie de potencia de zZ — Zg: 


F (2) =00+0p(2— 20)" + Upas (2— 20)" 4 ..., 


donde |ao| =1|f(2)| = M, | an 140 (p > 1). Debido a la hipótesis, 
en cualquier entorno U, suficientemente pequeño del punto z, se 
verifica la desigualdad jf (2) | < M. Tomemos un punto 21 € Ud, 
distinto de zp y Situado en uno de los rayos: 


Arg [2p (2 — 20)"] = Arg do, 
os decir, 
Arg (z— Zo) = + Arg — 


(el número de tales rayos es igual a p). Entonces, los vectores que 
representan dy y an(2-—zp)” son paralelos y llevan una misma 
dirección, de donde 


|a,+ap (2 20)” |=|49)4-| ap (2— 20) |”. 
Supongamos que z está tan próximo a z¿ en el rayo elegido que 


| A pys (3— ZP Hp (2 2 PH... ]< y 2— Zo)”. 


*) En la pág. 308 ya so expuso una demostración de éstas. 
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Entonces, en todos los puntos z de éstos (arbitrariamente próximos 
a Zo) tendremos: 


|F(23)|=14.+4p(2— 20)” -Fap+, int... [> 
2 | 49 1-4p (2— 29)? ] —| O pas (2 2H => 
=|09|+|ap(3—20)"]—/0p1 (22) "+... > 
> 1201 +312p (2—20)"|>140]-=M. 


Pero esto contradice a la hipótesis; por consiguiente, el principio del 
módulo máximo es justo. 


Supongamos que f (z) 4 const es conlinua en el dominio G y es 
analítica cn el recinto G. Entonces su módulo, siendo una Íunción 
continua en (, tiene que alcanzar su extremo superior en cierto punto 
¿€ G. En virtud del principio del módulo máximo este punto no 
puede pertenecer al recinto G; por consiguiente, es un punto frontera 
del mismo. En resumen, el módulo de una función f (2) s£ const, 
continua en un dominio y analitica en su interior, alcanza el valor 
máximo en un punto frontera del dominio. 

Supongamos que para una función f (2) sé const, continua en el 
dominio G y analítica en el recinto G, su módulo | f (3) | conserva un 
valor constante en la frontera de este dominio. Demostremos que 
de aquí se deduce que f (z) posee al menos un cero en el interior de G. 
St esto no fuese así, el módulo |f (z) | no sólo no podría tener máximo 
en los puntos interiores del dominio sino tampoco mínimo. Por eso, 
siendo una función continua en el dominio G, el módulo | (z) | 
alcanzaría sus valores máximo y mínimo en los puntos frontera del 
dominio. Pero en estos puntos, según Ja hipótesis, éste conserva un 
valor constante. Por consiguiente, sus valoros máximo y mínimo 
en el dominio ( son iguales, es decir, | f (2) | == const en el dominio 
G y, por lo tanto, la función | f (z) | alcanza el máximo en todos los 
puntos del dominio G, lo cual es imposible si f (z) sá const. Asi 
pues, el recinto G contiene al menos un cero de la función f (2). 

Aplicando la proposición quo acabamos de demostrar, se demues- 
tea fácilmente el teorema do existencia de ceros de cualquier poli- 
nomio de grado no menor que el primero (el denominado teorema 
fundamental dol álgebra). 

Sea P (z) un polinomio de grado »: 


P(2)=4,+4,12+... +4n2" (a, +0, n> 1). 


Si a, = 0, entonces P (0) = 0, es decir, el polinomio tiene un 
cero en el origen de coordenadas. Si a, 0, entonces P (0) + 0. 
Consideremos el conjunto E de puntos del plano, para los cuales 
IP ()|<2 | ao |. Esto conjunto no es vacío (puesto que z = O E E) 
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y está acotado (puesto que para valores de ] z | suficientemente gran- 
des, el módulo | P (z) | es arbitrariamente grande y, en particular, 
os mayor que 2 | az |). Además, debido a la continuidad dol módulo 
| 4 (2) |, el conjunto £ es abierto (on cada punto zp C E,|P (2) |< 
< 2 | 401, y, por consiguiente, existe un entorno del punto z, en 
el cual | P (2) | <2 | ap |; do este modo, este entorno pertenece a E). 
Finalmente, en los puntos frontera del conjunto E, se tiene: 
142 (3) | =2| 40 |] (si € es un punto fronlera de 4, entunces en él 
IPD) 1|>2/|40 | y, por otra parte, £ es un punto de acumulación 
para los puntos de £, en los cuales | P (2) | < 2 | ay |, por lo tanto, 
IPD 1<2 11, |; así, pues, | P (1) ] = 2 | ao )). Cualquier con- 
junto abierto representa un rocinto a se descompone en recintos 
separados. Aplicando a cada recinto la proposición demostrada 
anteriormente, obtenemos que cada uno de ellos tiene que contener 
al menos un cero del polinomio 4 (z). Por lo tanto, queda demostrada 
la existencia de un cero al menos de 2? (2) on el plano z. A la vaz, 
empleando los razunamientos conocidos (aplicando el teorema de 
Hézoul), se demuestra también la existencia de » ceros del polinomio 
(entre los cuales puede haber múltiples). 

En relación con la demostración oxpuesta dol teorema fundamen- 
tal del álgebra, examincmos el conjunto E, de todos los puntos del 
plano z en los cunles se verifica la desigualdad 


|P(9|<p<oo, 


donde p cs un número positivo fijo arbitrario. Este conjunto no es 
vacío, puesto que pertenecen a él todos los ceros del polinomio 
P (z). Repitiendo luego todo lo que se dijo anteriormento respecto 
del caso particular del conjunto £: | P (2) | < 2 | as |, nos convence- 
mos de que E, cs un conjunto acotado y abierto, en cuya frontera 
se verifica la igualdad | P (2) | = p. 

15l conjunto £, puede ser concxo y entonces representa un recinto, 
o no ser conexo y entonces representa un sistema de recintos. Como 
enda uno de los recintos tiene que contener al menos un cero del poli- 
nomio £ (2) (puesto que en la frontera de tal recinto | 7 (z) | conserva 
un valor constante), el número total de recintos no puede ser superior 
an, Sea go uno de estos recintos y y, una curva de Jordan cerrada 
arbitraria perteneciente a £,. Como en los puntos de la curva y se 
verifica la desigualdad | P (2) | <p, en virtud del principio del 
módulo máximo, esta misma desigualdad biene que verificarse también 
en todos los puntos del interior de y. De aquí que el interior de 
y pertenece a E, y, por consiguiente, junto con y pertenece a gp. 
Así, pues, Zp consta de uno o de unos cuantos, pero no más de », 
recintos simplemente conexos *), que contienen en su interior a lodos 


*) Véase el ap. 4.4 cap. 4. 
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los ceros del polinomio P (z). Por esta razón, la frontera de £, consta 
de uno o de unos cuantos, pero no más de n, continuos que son fronte- 
ras de recintos simplemente conexos. 

Evidentemente, en cada punto exterior a E, tiene que verificarse 
la desigualdad | P (2) | > p. En efecto, suponiendo que en cierto 
punto z,, oxterior al conjunto £E,, se verifica la igualdad | P (2,) l= 
= p (la desigualdad | 4 (z,) |) < p queda excluida, puesto que, según 
la definición, todos los puntos para los cuales | P (2) | < p pertene- 
cen a E,), entonces en virtud de que P (2,) + 0, por lo cual el módulo 
|P (2) Fno puede tener minimo en el punto z,, tendríamos que en un 
entorno arbitrariamente pequeño del punto z, habría puntos on los 
cuales | P (2) | < | P (21) | = p, es decir, habría puntos pertenecien- 
tos a Ep, Pero esto es imposible, puesto que z, es un punto exterior 
a Ep. Por lo tanto, en ol interior de £, se tiene: | P (2) | < p, en la 
frontera de Ep: | P (2) | =p y en el exterior a Ev: |1P (3 1|>p. 

La frontera del conjunto E£,, es decir, el conjunto de todos los 
puntos del planp que satisfacen a la condición 


¡IP (231=p, 


se llama lcomniscata. Designando los ceros del polinomio 
P (z) mediante Z;, Za, . + -, Zn (los ceros múltiples se escriben aquí 
tantas veces como sean gus órdenes de multiplicidad), se puedo escri- 
bir P (z) en la forma 


P (2) =a. (221)... (2—2n); 
por consiguiente, la condición que define la lemniscata toma la 
forma siguiente: 


|[z=% |] ...|2-32.|= =r", 


p 
¡| Ap | 

Así, pues, la lemniscata puede definirse como el lugar geométrico 
de puntos del plano para los cuales el producto de las distancias 
hasta n puntos del plano 3,, . . ., z, (algunos de estos puntos pueden 
coincidir entre sí) es una cantidad constante. 

Los puntos Z,, ..., 2, que figuran en esta definición (los ceros 
del polinomio P (z)), se llaman focos de la lemniscata, 
y el númoro r, radio de la lemniscata;la curva misma 
se llama lemniscata con nr focos de radio r. 

Cuando rn = 1, rosulta el caso particular más sencillo: 


lz—z,|=r; 


evidentemente, ésta es una circunferencia de radio r con el centro 
en el único foco z,. 


Si n=2 y 2,3% 22, resulta una Jlemniscata con dos focos: 
|z—2,||z—23!|=7?. 
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La forma de ésta depende de la razón del radio r a la distancia 
| zy — z2 | entro los focos. En la fig. 58 está representada una lem- 
niscata con dos focos para los siguientes valores de esta razon: 


e a 1 r yz 
MT 
d) e E 


Obsérvese que la lemniscata con dos focos lleva también la de- 
nominación de óvalo de Cassini, y su caso particular para 


dá 2 lemniscata de Bernoulli. 


Jz=22] 2 
a) 


ICE 


0) 


FIG. 58 


Para un número mayor de focos se obtienen más variedades de 
formas distintas de las lemniscatas. Hilbert demostró que para la 
frontera P de un recinto arbitrario G, simplemente conexo, y para 
cualquier e > 0, so puede señalar una leroniscata AÁ tal, que en el 
e-entorno de cada punto del conjunto P' siempre existirán puntos 
de la lemniscata A, y además, cada punto de la lemniscata A estará 
situado en el e-entorno de un punto correspondiente del conjunto P. 
En otras palabras, las fronteras de cualesquiera recintos simplemente 
conexos pueden aproximarse con lemniscatas con una precisión arbitra- 
ria. 

Observemos la variación de una lemniscata con nm focos Z,, 
Za, . . ., Z,, en dependencia de la variación de su radio r. Para fijar 
ideas, supondremos que todos los puntos z,, zz. . . ., 2, Son distintos 
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entre sí y hagamos P (2) = (2 — 21)... (3 — 2,). Si el número 
positivo Ó es tan pequeño que los círculos ky: |z —z,|<8 (¡ = 
= 41,2, ..., n) no tienen puntos comunes dos a dos, entonces 
parar < Ó ningún punto del conjunto £ a: | P (2) | < r” puede estar 
situado fuera de los círculos k, (j = 1, 2, ..., rn). Como, por otra 
parte, los centros de los círculos son puntos interiores de En, el 


conjunto £_n consta al menos de n recintos situados dentro de los 


círculos k. Pero la cantidad total de recintos en los que se descompo- 
ne En no puede ser mayor que n; por lo tanto, tiene que haber exac- 
tamente n, uno en cada círculo k,. Por consiguiente, la lemniscata 
correspondiente | P (2) | = r” consta de r continuos que no tienen 
puntos comunes dos a dos y son las fronteras de recintos simplemente 
conexos. 

Sea ahora K un círculo de diámetro D que contenga en su interior 
a todos los focos do la lemniscata. Entonces, cada punto dol círculo 
K satisface a la desigualdad |z—2z¡|<D(=1,2,..., n) y, 
por consiguiente, | 2 (3) [| < D" en el interior de XK. De aquí que 
el círculo K pertenecerá totalmente a £,n si r > D. Por lo tanto, 
E,n constará solamente de un recinto que contendrá a este círculo 
(ya sabemos que cada recinto £_n tiene que contener en su interior 


al menos uno de los puntos z;). La lemniscata correspondiente repre- 
sentará un continuo, que será la frontera de este recinto. 

Así, pues, la lemniscata con n focos (n > 1) es desconexa, pre- 
cisamente consta de r continuos que no tienen puntos comunes dos 
a dos, para valores del radio suficientemente pequeños (r < 8) y 
es conexa para todos log valores del radio suficientemente grandes 
(r > D). 

Obsérvese, finalmente, que la lemniscata | P, (2) | = r” pertene- 
ce a cualquier conjunto E_.m, donde r' >r, y, por consiguiente, 


todos los continuos que la forman están comprendidos en el interior 
de los recintos simplemento conexos que están limitados por las 
componentes de la lemniscata | P, (r) | = r”. En otras palabras, la 
lemniscata de un radio dado está comprendida estrictamente en el 
interior de cualquier lemniscata de mayor radio (y con los mismos 
focos). Por lo tanto, la variación de la forma de la lemniscata en 
dependencia del crecimiento de r se puede considerar como un abulta- 
miento de sus componentes. Teniendo forma de óvalos pequeños 
para valores pequeños de r, éstos aumentan lentamente cambiando 
su forma. Para algunos valores de r algunas componentes conexas: 
dos, tres o más, se confunden en uva, debido a lo cual el número 
total de componentes disminuye; después se produce un abultamienlo 
consiguiente que va acompañado de vez en cuando de una disminución 
posterior de la cantidad de componentes, y, finalmente, se obtiene 
una lemniscata en forma de una curva conexa única. Precisamente 
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ésta teniamos en cuenta cuando hablábamos antes del resultado de 
Hilbert. 


La diversidad de formas de estas curvas se explica por la cantidad 
y métodos distintos que hay de distribución de los focos de la lem- 
niscata en el plano. En la fig. 59 se muestra esquemáticamente la 


E 


€) 
o) 

c) 

E) 


(5) O 
O o 


Y 
FIG. 59 

vvolución de la forma de la lemuiscata en dopendencia del valor 
del radio para cl caso de tres focos (no situados en una recta). 

Detengámonos en una aplicación más del principio del módulo 
máximo, que desompeña un papel importante en los problemas de 
transformación mediante funciones analíticas. 

Lema de Schwarz. Sea f(x) una función analitica en el 


circulo K: |z | < R; supongamos que se anula en el orlgen de coorde- 
nadas y satisface en este circulo a la desigualdad 


If(3)1<M  (M< oo). (6.2:1) 
Entonces en cualquier punto del circulo K se verifica la desigualdad 
MAI< 2 (6.2:2) 


y, además, 
1701 <<. (6.2:3) 
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Puede alcanzarse la igualdad en la relación (6.2:2) en algún 
punto 2(0<|2|<R), o la igualdad en la relación (6.2:3), sólo 
cuando f (2) es una función lineal entera de la forma 

F (2) = + ez (6.2:4) 


(a es un número real). 
Para la demostración, consideremos el desarrollo de la función 
J (2) en serie de Taylor: 


1)=/ (024 E) 294... (6.2:5) 
De aquí se ve que la función 
p (2) = LL <= (09+ Ez... (6 .2:6) 


cs analítica en ol círculo X y su valor en el origen de coordena- 
das es igual a f/' (0). Soa z un punto arbitrario del círculo K y r, 
un número que satisface a las desigualdades |z|<r<HR. Como 
para todos los puntos £ situados en la circunferencia y: |¿j=r, 
se verifica la desigualdad 


_1/(J1_-M 

¡POSTS > 
en virtud del principio del módulo máximo, esta misma desigual- 
dad tieno que verificarse en el punto z, situado on el interior de 
la circunferencia y: 

M 
pm |<+. 

Pasando al límite cuandu r tiendo a RR, obtenemos: 


lps. (6.2:7) 


Si z3=0, se puede sustituir p(z) por a y esta desigualdad 
toma la forma 
M 
D< Fl 
lilecmos obtenido la desigualdad (6.2:2) (que también se cumple, 


evidentemente, para z=0). Si z=0, se tiene q (0) =f'(0), y la 
desigualdad (6.2:7) toma la forma 


, M 
|F (0) [SF > 
lista es la desigualdad (6.2:3). 
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Si la primera de las desigualdades obtenidas se convierte en 
igualdad cn cierto punto z € XK, distinto del origen de coordenadas, 
o Si la segunda desigualdad se convierte en igualdad, esto significa 
que en la relación (6.2:7) se alcanza el signo de igualdad en uno de 
los puntos del círculo K. De aquí que en este punto el módulo 
19 (2) | alcanza el máximo, de donde, en virtud del principio del 
módulo máximo, 


p (2) = const. 


Como el módulo de esta constante es igual a + se tiene 


o bien 


Con esto se termina la demostración del lema de Schwarz. 

£l loma de Schwarz tiene un significado geométrico sencillo. 
De él se deduce que si w = f (z) es una función analítica en el círculo 
K:|z|<R, y la imagen f (K) de este círculo está contenida en el 
círculo ] tv |] < M, siendo el punto w = 0 la imagen del punto z == 0, 
entonces la imagen f (k) de cada círculo cerrado k: |z | < r cuyo 


radio sea A = Y veces menor que el radio del círculo K, estará 


contenida en el círculo cerrado | w |< F M, cuyo radio es 4 veces 
menor que M. Además, la imagen de algún punto 2, situado en la 
; l a : r 

circunferoncia | z | = r puede caer en la circunferencia | w | = M 


solamente cuando la transformación sea de la forma (6.2:4), es decir, 
conste do una rotación alrededor del origen de coordenadas y una 
dilatación respecto del mismo en 1 veces. 

6.3. Consideremos una función «q (z) analítica en un círculo 
K:|z—=20| <R le < 00). A tal función llamaremos elemento 
(se sobrentiende elemento de la función analítica). Los puntos que 
están situados en la circurferencia TD: |z — zp ¡| = R, los dividiremos 
en dos clases (a priori, cada una de las clases puede ser vacía): 

1) a los puntos £ € T que poseen un entorno U¡:|z—£!|<p, 
en el cual existe una función analítica y (z) que coincide con q (z) 
en la parte común de los círculos K y U;. llamaremos puntos ro - 
gulares del elomento dado; 

2) a los puntos de T' que no poseen tal cutorno llamaremos puntos 
singulares del elemento. 

Por lo tanto, la definición do punto singular es do curácter nega- 
tivo. Estos son Jos puntos frontera del círculo X que no poseen nin- 
gún entorno en el cual se podría hallar una función analítica que 
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coincidiese con q (2) en los puntos que son comunes a este entorno 
y al círculo K. 

De la definición de punto regular se deduce que si Lo €T' es un 
punto regular, entonces todos los puntos del arco de circunferencia DP 
que está situado en el interior del entorno correspondiento Ur, 
también son regulares. En efecto, para tal punto £ se puede tomar 
por U; cualquier círculo con cl centro en 5, contenido en D+e,, y por 
función Y (2), la misma función ro (2), que, siendo analítica en 
U;, coincidía con q (2) en tudos los puntos que son comunes a U;, 
y K. De aquí, en particular, se deduce que, si existe un punto 
regular, entonces existe también un conjunto infinito de ellos. En 
contraposición a esto, el punto singular puede ser único. 

Obsérvese que cada punto z' € K posee la propiedad característica 
de un punto regular, pues para él existen un entorno U,. (se puede 
tomar cualquier entorno del punto 2" que esté contenido en K) y una 
función analítica en U,. (la función misma q (2)), que coincide con 
«p (2) en todos los puntos comunes a U,- y K (es decir, en U +). Por 
esta razón, a todos los puntos del círculo K los llamaremos también 
puntos regulares del elemento q (2). 

Aclaremos los conceptos introducidos en un ejemplo sencillo. 
Sea K el círculo unidad y q (2) = == . Para todo punto £ situado 
en la frontera del círculo XK, es decir, en la circunferencia unidad, 
y distinto de la unidad, existe un entorno Y¿: | z— ¿$1 <]|1 —£1y 
y en el mismo una función analítica w: (2) = = que coincide con 
«p (z) en los puntos que son comunes a K y a Ur.,Por lo tanto, cada 
punto de éstos £ es un punto regular del elemento e (2). 

Verifiquemos que el punto 1 es un punto singular del elemento. 
En efecto, en caso contrario existiría en un entorno U de este punto 
una función analítica y (2) que coincidiría con q (2) = == en 
los puntos del recinto d que es la parte común de UY y K. Pero enton- 
ces tendría que existir y ser finito el límite: 

lim y (2) =lim 2>=39 (4), 
Er 1 2» 1 e 
zEd zEd 


lo cual, evidentemente, es impasible. Así, pues, el punto 1 es un pun- 
to singular del elomento dado. 

Demostremos la siguiente proposición. 

Si cada punto de la circunferencia LU es regular para el elemento 
p (z), entonces existe un elemento y (2) que representa una función 
analítica en cierto circulo K,: |z — Zg | < Ry, cuyo radio R, es mayor 
que el radio R de la circunferencia T, y que coincide con y (2) en todos 
los puntos del interior de T' (es decir, en todos los puntos del circulo K). 
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Para la demostración, reunamos en un conjunto D todos los pun- 
tos del círculo K y de los círculos Uz que figuran cn la definición 
de puntos regulares £ (para todos E € IT) (fig. 60). 

Evidentemente, D es un conjunto abierto. En efecto, todo pun- 
to 2" € D tiene que pertenecer a uno de los círculos K o U;, y, por 
consiguiente, tiene que poseer un entorno perteneciente a este mísmo 
círculo (es decic, a K o a Ur, respectivamente), y por lo tanto, per- 
teneciente también al conjunto D. Demostremos ahora que /) es un 


FIG. 60 FIG. 61 


conjunto conexo. Es suficiente demostrar que para dos puntos cua- 
lesquiera z” y z” contenidos en D existe una curva continua que los 
une, perteneciente también a D. 

Si z' y z” pertenecen a un mismo círculo (K o U;z), se puede tomar 
por y el segmento rectilínoo que los une; éste pertenece al mismo 
circulo y, pur lo tanto, pertenece también al conjunto D. Si un punto 
pertenece a K, por ejemplo 2', y el otro, z” pertenece a U; entonces 
so puede tomar por y la poligonal compuesta de dos lados: del seg- 
mento rectilínco que une z' con £, y del segmento rectilínco que une 
¿ con 2”. Como el segmento z3b pertenece a K (a excepción de su 
extremo £, situado en T'), y el segmento 2”£ pertenece por completo 
a Ur (incluyendo su punto inicial E, que es ol centro del círculo J;), 
en este caso y también estará contenido en D. Supongamos, finalmen- 
tc, que z' y z” pertenecen a dos entornos distintos U;- y Uz».. Iinton- 
cey se puede tomar por y la curva que consta del segmento rectilíneo 
z' E”, del arco de la circunferencia l'£” y del segmento rectilíneo 
Ez”. Esta curva está contonida en D, puesto que el segmento 2'£f' 
está contenido en Ur, el segmento $2" está cuntenido on Ur- y cada 
punto E del arco ¿íf” de la circunferencia T' pertenece al círculo 
correspondiente U, cuyo centro es £. 

Queda demosirado que D es un conjunto abierto y conexo, es 
decir, es un recinto. Definamos ahora en el recinto D la función 
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p (2), haciendo y (2) = y (2) si 2€ K, y p (3) = y (2) sl z € Ur. 
Demostremos que esta función os uniforme y analítica on todo el 
recinto D. La domostración de la uniformidad es necesaria, puesto 
que un mismo punto z puede pertenccer al círculo K y a un círeulo 
Uz o a dos círculos distintos Ur y Ug- y entonces en el primer caso 
se debe tomar por w (2) los valores de q (2) y Yr (2), y en cl segundo 
caso, los valores de v;- (2) y Yr- (2). Tenemos que convencernos quo 
en uno y Otro caso ambos resultados coinciden entre sí, es decir 
dan un valor único de »p (2). 

En efecto, supongamos que ZE K y z € Uj¿; esto significa que 
z porteneco a la parte común do los círculos K y U;. Pero, según la 
definición de punto regular, q (2) y v; (z) tienen que coincidir en 
esta partecomún. Así, pues, p (2) =p, (2) = y (3). Supongamos ahora que 
Z€ U; y 2€ U;-. Esto significa que los círculos Up y U;z» de 
centros distintos £' y £” tienen una parte común: la lúnula circular g 
(fig. 61), a la cual pertenece también el punto z. En la parte quo es 
común para el círculo K y la lúnula g, que designaremos mediante 
d, los valores de wz (2) y rpg" (2) coinciden, puesto que d pertenece 
a la intersección de Ur y K, en los puntos de la cual «y;- (z) = q (2), 
y también a la intersección de Uz- y K, en los puntos de la cual 
Ye- (2) = p (2). En virtud del teorema interior de unicidad, dos 
funciones analíticas en el recinto g, Y: (2) y Yr- (2), que coinciden 
en una de sus partes d (que también es un recinto), tienen que coinci- 
dir también en todo el recinto g: y;- (2) = wz" (2), y de nuevo obte- 
nemos un valor único para y (z). Por lo tanto, la función y (2) que 
hemos definido es uniforme en ol recinto D. Su analiticidad en cste 
recinto se deduce de que cada punto 2 € D pertonece a uno de los 
círculos K o U;, en los cuales + (2), según su definición, coincide 
con la función analítica q (z) o wz (2). 

Obsérvese ahora que todos los puntos frontera del recinto D 
están situados en el exterior a la circunforencia I' (puesto que los 
puntos del interior de T', es decir, los puntos del círculo K, y tudos 
log puntos de la circunferencia T' están contenidos en D y, por con- 
siguiente, no son puntos frontera para D). De aquí que la distancia 
R, desde cl punto zo hasta la frontera del recinto D, que tiene que 
coincidir con la distancia desde zo hasta cierto punto frontera del 
recinto D, es mayor que el radio de la circunferencia I', es decir, 
R, > R. Evidentemente, cl circulo K,¡: |z — 20 |] < Ri, y la función 
p (2) satisfacen a todas las condiciones del lema. A saber, la función 
p (2) es analítica en el círculo X, de radio mayor que /?, y coincido 
con q (z) en el círculo AX. 

La proposición está demostrada. 

Considercinos una serie de potencias arbitraria 


(2) =% par (2-Z20) +... Hen(23-208"+.... (6.3:1) 
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cuyo radio de convergencia satisfaga a la condición 0 <R< oo. 
Debido a la definición, la Suma de esta serie q (2) es mn elemento 
en el círculo K: |z— Zzol < R. 

Demostremos el teorema siguiente: 

Toorema. En la frontera T: l|z2— zo | = R del circulo de 
convergencia de una serie de potencias está situado al menos un punto 
singular del elemento p (2) les decir, de la suma de la serie de potencias). 

La demostración se hará por reducción a lo absurdo. Si el teorema 
no es cierto, entonces cada punto de la circunferencia T tiene que 
ser regular para el elemento y (z). Según lo demostrado anteriormen- 
te, tiene que existir una función xp (2), analítica cn cierto círculo K;: 
Iz— zo |< ?,, donde R, > RP, que coincide con e (z) en el circulo 
K. De la igualdad q (2) = y (2), que se cumple en los puntos del 
círculo K, $0 deduce que el desarrollo de Taylor de la función + (2) 
ticne que coincidir con la seric (6.3:1). Poro, según el teorema de 
Cauchy, el desarrollo de y (z) tiene que converger en todo el círculo 
Ki de radio R, > R, mientras que, según Ja hipótesis, el radio de 
convergencia de la seric (6.3:1) es igual a R. De la contradicción obte- 
nida se deduce que el teorema enunciado os justo. 

Consecuencia. Para que el radio de convergencia R del 
desarrollo de Taylor de una función $ (2): 


(2) =f (2) + f' (20) (2—20) +... + E +... (6.3:2) 


que es analítica en cierto circulo | z — 29] < p. coincida con el radio 
p de este círculo, es necesarto y suficiente que en la circunferencia y: 
ne — Zo | =p esté situado al menos un punto singular del elemento 
f (2). 

En cfecto, si R = p, entonces, según el teorema anterior, obte- 
nemos que en la circunferencia y está situado al menos un punto singu- 
Jar del elemento f (2). Por eso, la condición enunciada es necesaria 
para la igualdad de R y p. Pero ésta es también suficiente para esta 
ignaldad. En efecto, según el teorema de Cauchy, AR > p. Suponiendo 
que en la circunferencia y esté situado al menos un punto singular 
del elemento f (2) y RY+p, tiene que ser R > p. En este caso, la 
suma de la serie (6.3:2) representa una función analítica en el círculo 
1z— zp | < R que, por consiguiente, cs analítica en cierto entorno 
de cada punto de la circunferencia y y que coincide con f (z) en el 
intorior de y. De aquí se deduce que cada punto de la circunferencia 
y es regular para f (z). De la contradicción obtenida se deduce que la 
afirmación es justa. 

Como ejemplo, veamos la serie geométrica 


E AS 


8 6. PUNTOS SINGULARES DEL ELEMENTO DE UNA PUNCION ANALUTICA 3:37 


Su radio de convergencia es igual a la unidad y su suma cs igual 
1 : 
+ Como ya se vio, en la frontora dol círculo de convergencia 
Iz| = 4 verdadoramente oxiste un punto singular que es, además, 
Único: z = 1. . 
Se pueden señalar sin dificultad ojemplos de sories de potencias 
para las cuales cada punto de la frontera dol círculo de convergencia 


es singular. Fc aquí uno de los ejemplos más sencillos de este género. 
Examinemos la serie: 


(2) 1424 22. ...427 4... 


Evidentemente, su radio do convergencia es ignal a la unidad. 
DemosLremos que para 2 —> 1 (por el interior del círeulo unidad, a lo 
largo del radio, es decir, n lo largo del eje real), f (2) tiendo y oo. 
lin efecto, para cualquier natural r, la sumu parcial de la serie 
1+x3+... +4 para z > 1 tiende a n + 1 y, por consiguiente, 
satisface a la desigualdad 


logar. cra > para i—x<Ó(m, 
es decir, para > 41—ó (n). 


Pero, para cestos mismos valores de x, se ticne: 
Ú loko O 
e s 
f(2) = 2 2? > YNi>n, 
V 


de donde se deduce que 


lim f(x) =00. 
: -»1 

Basándose cn este resultado nos convencemos fácilmente, igual 
que en el caso anterior de la progresión geométrica, que el punto 1 es 
singular para f (2). 

Obsérveso ahora la identidad: 


lo) at pr o (a Y ol. 


Como la serie ontre curchetes so diferencia de la inicial solamente 
en que aquí z se ha sustituido por z?”, sacamos la conclusión de que 


1() =8%4+28+...+422 +7 (22%) 


para cualquier natural ». 
. a 2” 
Consideremos tudas las raíces de la unidad de orden 2%: “y 4. 
Iistas representan puntos situados en la circunferencia unidad en los 
vértices de un polígono regular de 2" lados. Si Z es uno do éstos y ol 
punto z del círculo unidad está situado en el radio Of, entonces 22”, 


221199 
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evidentemente, es un número positivo y para z—> É, se tione que 
2" —41. Do aquí que lim f (22) = oo y, por consiguicnte, 


if 


150 
lim f(3)  Jimfarziz... 22%: $(22%)] —o00. 
—? — 
ETA ¿Sor 


¿1 

Así, pues, cada una do las raíces "1 también es un punto singu- 
lar de f (2) (para cualquier n =41, 2. 3, .. .). Vemos que cl conjunto 
de puntos singulares del elemonto f (2) os denso en Loda la circunferon- 
cin unidad (es decir, está situado de tal modo que cualquicr arco de 
la circunferoncia, arbitrariamente pequeño, contiene puntos de este 
conjunto). 

Pero de aquí se deduce que todos los puntos de la circunferencia 
unidad sin excepción son puntos singulares de f (2), puesto que para 
un punto regnlar, si tal hubiese en la circunferencia nuidad, existiría 
también un arco entero cuyos puntos todos tendrían que ser también 
regubares, lo cual en el caso dado es imposible. 

Indiquemos un método general que permite averiguar, para cual- 
quier punto £ situado en la frontera TP' del círculo de convergencia 
de la serie de potencias (6.3:1), si éste es un punto regular o singular 
para ln suma q (2) de la serie. Sea z, un punto dol radio zo£, distinto 
dle zo y £. Dosarrollemos la suma q (z) de la serie en serie de potencias 
de z — zq. Obtendremos: 


p (2) —bo+b (2-21)... Fbm(2—231)" F.... (6.3:3) 
donde 


( 119 (4) n -1 a 
ha, A AA -= (la A 3 Cass (3, — Zo) 5 


1) (a. 12 a | y 
+ (a de ) NS AA (1 -0,.1,2....). 


Ga 


Según el teorema do Cauchy, la serie de potencias obtenida es con- 
vergente on el círculo | z — z, | < A. dondo A es la distancia desde 
zi hasta T, es decir, Á = Mi — | z, — Zy |. Por lo tanto, la serio 
(6.3:3) es convergente en el interior de una circunferencia y con ol 
centro en el punto z,, que es tangente a la circunferencia T' en el 
punto E. Calculemos cl radio de convergencia de la serie (6.3:3). 
Según la fórmula do Canchy-lfadamard, se tiene: 


1 
lim y Tn | 


no 


Tr 


Si r cuincide con Á, ca la circunferencia y: |]z — zp | = A tiene 
que haber al menos un punto singular de la suma de la serie (6.3:3). 
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Pero ningún punto €' € y, situado en el interior de XK, puede ser 
singular para esta serie, puesto que en un enlorno del punto £;, 
perteneciente por completo a K, q (2) es una función analítica que 
on el interior de y coincide con la suma dc la serie (6.3:3). Por consi- 
guiente, el punto £ es singular. Evidentemente, ésto tiene que ser 
también singular para q (2), que es la suma de la serio (6.3:1). Supo- 
niendo lo contrario tendríamos unu función y (2), analítica en cierto 


FIG. 62 


entorno O, del punto £, la cual coincidiría con (2) en los puntos del 
entorno UY siluados cn el interior de X. Pero entonces esta mis- 
ma función coincidiría con la suma de la seric (6.3:3) en los puntos del 
entorno Uy situados en el interior de y, es decir, ¿ no sería un punto 
singular para Ja serie (6.3:3). 

Así, pues, si 


In, 1 
A=R— 2-20 | ="4 “- ———— + 
| Fi y To. T 


cl punto Í es singular para q (2). Demostremos que si A £r, es 
decir, si A<r, el punto £ es rogular para q: (2). 

ln efecto, on este caso la suma de la serie (6.3:3) representa una 
función y (2), que es analítica en el entorno €; del punto E y coincido 
con q (2) en la parte del círculo U que ostá situada en el interior 
de y (fig.:62). Pero q (2) y y (2) son funciones uniformes analíticas 
en la lúnula que representa la parte común de los círculos UY; y A. 
Como éstas coinciden en la parte de la lúnula que está rayada en el 
dibujo, sogún el teorema do unicidad, y (3) coincide también con 
p (z) en toda la lúnnla. En resumen, en este caso el punto ¿es regular 
para y (2). 


22» 


340 CAP. III. INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


Por lo tanto, queda demostrado que el punto É será singular 
o regular para q (z) según que se cumpla la igualdad 


4 4 
A=R—|M—20| == = — R 
Tim y y 18 n] Tim Y, Tp) 


nt 


by 
o la desigualdad 
4 


Tim Y an 


Como ilustración del criterio obtenido demostremos el siguiente 
teorema de A 


A< 


Si los coeficientes de la serie Y anz", con el circulo unidad de conver- 


gencia, sor números reales no negativos an:>0, el punto z = 1 es 
singular para. la suma de la serte, 

Para demostrarlo, tomemos algún punto z, = z en el intervalo 
(0, 1). 

Suponiendo que el punto z = 41 no es singular para la suma de la 
serie, según lo que acabamos de demostrar, tiene que verificarse la 
desigualdad 

4 , 
A=R—|2z=—2 A — 1 < — 6.3:4 
| 2, — 20] E GIO (6.3:4) 
im Y == 


1 
A nm 


Consideremos ahora un punto arbitrario £ de la circunferencia 
unidad; sea z, un punto del radio OÉ, situado en la circunferencia 


lz | = x, es decir, | z, | = x. Entonces para z, la distancia A hasta 
Ja circunferencia Algo será también igual a 4 — x. Por otra parte, 
qu (5)) 41) (a 2 : , 
leent - Qn UNES A 4 EA as r..- Pa 
E n—1 n—+1) (n -- 2) cu (7) 
Sa EL apoyo E gt 


y, por consiguiente, 
1 E: 


A 6.3:5 
Tm y 10! ma y 8 dt 
n-—00 ni a 


Debido a esto, para el punto z,, según las desigualdades (6.3:4) 
y (6.3:5), se tiene: 


YE EN 


TS 
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de donde se deduce que para la suma de la serie de potencias > a,z" 
n 


cualquier punto de la circunferencia unidad es regular. Pero, como 
ya se sabe, esto contradice a la hipótesis del teorema que estamos 
demostrando (que la circunferencia unidad es la frontera del círculo 
de convergencia). 
Así, pues. cl punto z = 1 tiene que ser un punto singular para 
00 


la suma «do la serie > anz" sia, >0yR=1. 


v 
De la demostración del teorema se ve que, si en lugar del punto 
z = 1 so considera cualquier otro punto £ de la circunferencia unidad, 
entonces, para que ¿sea un punto singular es suficiente que los núme- 
ros a,£L” sean reales no negativos. Mejor dicho, es suficiente que estos 
números sean reales y no negativos solamente desde cierto n:> ho 
en adelante, puesto que representando q (2) en la forma 


no—Í co 
p (2) = pa anz* + > anz”, 
no 


nos convencemos inmediatamente de que el punto ¿ será singular 
para (q (2) cuando, y sólo cuando, éste sea un punto singular para la 
Tm 


> y 
suma de la serie )) a," 
"o 


ou 
. . . ¿2% , e . 
Consideremos, por ejemplo, la serie ») ZA Aquí los cocficion- 
e * 
tes a, son iguales a cero si n + 2%, y son igualos a a sin =2"*, 


Por consiguiente, 
n 3 
lim y | adn | =lim V Y =ú, 
A ho 2 
de donde, según la fórmula de Cauchy-Hadamard, se deduce que el 
radio de convergencia de la serie es igual a la unidad. 
Por lo tanto, según el tcorema domostrado, cl punto 2 = f es 


un punto singular para la suma «q (2) de la serie. Pero, del mismo 
teorema (en virtud de la observación hecha anteriormente) se deduce 


a" _ 
que cada punto E ="y'1, donde n es un número natural arbitrario, 
también es un punto singular para «q (2). En cfecto, para kn, 
se tiene: 


342 CAP. 111 INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


Así, pues, el conjunto de log puntos singulares de la función y (2) 
es denso en toda la circunferencia unidad. De aquí que en esta circun- 
ferencia no hay ningún punto regular del elemento q (2), es decir, 
todos los puntos £, | € | = 1, son singulares. 

Lo más admirable es que esta circunstancia no es un obstáculo 
para que la serie de potencias dada seca absoluta y uniformemente 
convergente en cl círculo unidad cerrado y su suma q (2) sen una 
Ínución iofinitamente difcerenciable en el conjunto |z |< 1 Do 
particular, en todos los puntos singulares). Jón efecto, para 1z 2l< 
se tiene: 


1, 


fe 
2 1 
o e E 
on 
eh 
y como la serie Ny es convorgcnte, la serie DES GA será absoluta 
y 0 


y uniformemente convergente en el circulo cerrado, por Jo cual su 
suma q (2) será una función continua en el círculo corrado. Dorivando 
ahora la serie dada término a término cualquier número m de veces, 
resulta la serie: 
1 ON 
a (2+—4)...(2 MED, _ 
AD A , 

y de 


los módulos de cuyos términos para |z|<.1 satisfacen u las des- 
igunidades 


S (M4)... (2 —m+1) ¿2 mm] ..- gim , , 


ma Es LE a Yi h=iR) => 


para k>>m. Por consiguiente, las series que se obtienen derivando 
gh 
término a término la serie de potencias sE E converge uniforme- 
LU 

mente en el círculo cerrado | z | < 1. De aquí, según el teorema cono- 
cido para las funciones de  tiable real, que sin alteración alguna 
se extiende para las funciones de variable compleja (definidas, por 
ejemplo, en algún recinto convexo) se deduce que estas series repre- 
sentan las derivadas de «q: (2). En resumen, q (2) es unu función 
continua e infinitamente diferenciable en el círculo cerrado | 2 ] < 1 
y analítica en el interior del círenlo, para la cua] cada punto del 
círenlo unidad es un punto singular. 

liste ejemplo instructivo muestra que en algunos ensos la existen- 
cia de puntos singulares de una función analítica en la frontera del 
recinto considerado (del círculo) puede no reflejarse a primera vista 
en el comportamiento de la función en la proximidad del punto 


$ 6. PUNTOS SINGULARES DEL ELEMIENPO DE UNA FUNGION ANALUIICA 543 


singular, o más exactamente, este último puede quedar desapercihi- 
do a pesar de que la función o sus derivadas dejen de ser continuas cn 
el punto frontera € dado. Es necesario considerar todas las derivadas 
de q (2) en un punto zy del rocinto dado pura que de la comparación de 
E a ET 

la magnitud [ Tim y Len 
z, hasta el punto £ se pueda decir si ed punto $ es singular o regnlar. 
Las proposiciones establecidas en la pág. 336 permiten hallar 
frecuentemente el radio de convergencia del desarrollo de “Paylor 
de nna finción analítica f (2). sin tener que calcular Jos cocficientes 


E ; A A E : 
de ta serie, es doctr, los números : a . Jn este caso, todo se reduce 


con la distancia A desde cl punto 


a buscar los puntos singulares de Jos elementos. Hay que lener pre- 
sento aquí que para la función dada f (2). analítica en cierto recinto 
G, existo un conjunto infinito de elementos distintos y, correspon- 
dienteniente, un conjunto infinito de círculos con diforontes centros, 
pertenecientes al recinto. Por lo tanto, sucle haber puntos singulares 
de elementos distintos de una 2a0isma función analítica, pudiendo 
ocurrir que un punto que es siogular para unos elementos sea regular 
para olros. Estos casos los aclararemos ahora en ojemplos sencillos. 
Obsérvese primero que. cuando Ja función analítica f (2) viene dada 
por una fórmula que consta de un número finito de funciones cle- 
mentales, los puntos singulares posibles de sus elementos se hallan 
lácilinente entre los puntos de discontinuidad de esta función, por 
ejemplo, entre los puntos en los que ésta se hace infinita y también 
entre los puntos de ramificación de la función f (2). 


"Yo. a] í ” ., .p 
Ejemplo 1. Sea f (2) —- —=z. Esta función es unilorme 
4 | 22 


y analítica en todo el plano, a excopción de los puntos z - +, 
en los cuales se hace igual a co. Sea zg un punto arbitrario, distinto 
de +=t; con el centro en el mismo, describamos una circunfercucia y: 
lz—z0l=fp. que pase por el punto 1 ¿o —¿ más próximo a Zy. 
Para precisar, supongamos que el punto más próximo os ¿. En cl 
interior de y la función f (2) es analílica y, por consiguiente, repre- 
senta un elemento. Cerciorémonos de que ol punto ¿ es un punto 
singular del elemento. En efecto, suponiendo lo contrario, tendremos 
que tever un entorno UY del punto iy en cl mismo, una función aualí- 
tica Y (2), que coincide con f (z) en la parte del entorno Y que está 
situada Cu el interior de y (esta parte Ja designaremos con d). lnlon- 
cos en el punto ¿ tieno que existir an límite finito 


y Ñ E ] 1 

-(¿) =lim a (2) =1 2) --lim —— , 
Y (1) =lim y (2) lim / (3) — lim q 
224 28d 22d 


Jo cual, evidentemente, es imposible. 
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Así, pues, en y está situado un punto singular del elemento f (z) 
y, por consiguiente, el radio de convergencia /? del desarrollo de 
Taylor de f (2). en serie de potencias de z — zp, coincide con el radio 
p de la circunferencia y, es decir, con la distancia desde 27 hasta el 
punto +¿ más próximo al mismo. 

En oste caso, el desarrollo de Taylor es más fácil obtenerlo des- 


. 1 a . O 
componiendo ¿ €n fracciones simples y aplicando después la 


+2 
seric geométrica. Jiesulta: 


Ta=-l ++ ==) z 
TS pra ddr Enel 
1 1 1 1 1 i 
a rr a Y 
1-2 142 
i—z bl-zy 


Como >| < 1 y || < 1 (ol punto z está situado en el inte- 


rior de y, y los puntos + están situados ambos en y o uno 
de ellos está situado en y y el otro on el exterior de y), cada una de 


: 1 1 : 
las [racciones — 7. ———x, puede representarse por una serie 
as 4 


— 20 CEL 


. .  I—lg _ 2—2p 
cométrica « 70n 7.2 
g a de razó a 


«Xy 


A Do (2) ]- 


7 YI O — (0704 (6 0)". 
0 


. Resulta: 


Isste cs el desarrollo cuyo radio de convergencia [ise deter- 
minó anteriormonte. En particular, para 2¿=4, obtenemos: Ri = 
=p =WM2, y el desarrollo toma la forma: 


ro-1 


=— 5= 2 (—1)"2 2 sen (n+1) .. (2—1)" = 
A l 1 5] 
A 
Ejemplo 2. Soa F (2) = mE . Consideremos un recinto G 


cuya frontera es la parte no cena del eje real A: 7:>0. y = 0. 
In éste. la función multiforino F (3) se descompone en ramas unifor- 
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mes analíticas, de las cuales consideraremos una: 
1 1 
f (2) = Loz  Inja|-FiArg; z' 
donde Arg, z satisface a las desigualdades: 
OArg, 2 < 2x. 


De la fórmula que defiñe F (2) (o f (2)) se deduce que Jos puntos. 
singulares de los clementos de la función P (2) pueden coincidir con 
z = 0 (punto de ramificación de Ln z y F (z)) o con el punto 2 =4, 


FIG. 63 


en el cual se anula uno de los valores del logaritmo. Para precisar, 
hagamos 29 = 1 + i. Entonces el punto más próximo a z, entre los 
dos puntos O y 1 será, evidentemente, el punto 1. Describiendo con 
el centro en z¿ una circunferencia y de radio p, igual a 4 (fig. 63), 
hallaremos que f (z) determina en el interior de y un elemento q (z). 
Como ul tender el punto z (situado en el interior de y) al punto 1, 
situado en y, ln | z | tiende a 0 y Arg, z también tiende a 0, los valo- 
res del elemento y (2) tienden a oo, de donde, razonando del mismo 
modo que en el ejemplo antorior, sacamos la conclusión de que z = 1 
es un punto singular del clemento considerado. Por lo tanto, el radio 
de convergencia H del desarrollo de Taylor de q (z) (el desarollo se 
toma en serie de potencias de z — (1 + ¿)) es igual a 4. 
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Considercinos ahora el punto z, = 1 — ¿situado en el semiplano 
inferior. Para éste el próximo de los dos puntos 0 y 1 será de nuevo 
ol punto 1. Douscribiendo una circunferencia y' de radio 1 con el centro 
en 2,, tendremos en su inlerior un elemento determinado de la función 
f (2), ol cual designaremos mediante y (2). Demostremos que todos 
los puntos de la circunferencia y” son puntos regulares de «este ole- 
mento. Con oste fin, consideresnos el círculo XK: |z= (1 — ¿)|< 
< V 2, enya frontera contiene el punto 0. En el interior del efrenlo 
K la Finción Ln z se descompone en ramas uniformes analíbicas, una 
de las cuules coincide con Ln, z on el interior de la cirennferencia 
y” (es suficiente elegir una rama uniforme de Ln z, cuyo valor coinci- 
da con En, zen el punto z'). Designemos esta rama uniforme de Lo 2 
mediante Lnz = Ln | 2] + ¿Argo 2. Como en el punto z, el valor 
de Arg, z coincide con cl valor de Arg, z, igual a E, y en el inte- 
rior del círenlo K los valores de Arg, z se diferencian co valor abso- 
lato del vulor en el centro de este círculo en una cantidad menor 


Al . . 
que 37, €n todos los puntos del círculo K, Arg, z satisface a las des- 
igualdados 


RN _a Y 
q <Mgi<=P- 


De aqui se deduce que Ln, z no se anula en el círculo K. Por esto la 


1 . 3 Le . . ] 
Dz 03 analítica en este círculo. Pero ésta enincide con las 


en el círculo X: |2— (1 —¿)1<1, es decir, coincide con el ele- 
mento y (2) de la función / (2). De aquí que cada punto de la circunfe- 
rencia y” es regular para 4 (2). En efecto, para cada punto £ € y 


existe nn entorno Up y en el mismo una función analitica 


función 


Ln»z ú 
que coincide con y (2) en la parte comón a E y K. Jin particular, 
el punto z := 1 también será mn punto regular para y (2). lin este 
ejemplo se ve que un mismo punto 3 = 1 6s singular para un ele- 
mento de la función analítica f (2) (para q (2)) y es rognlar para otro 
elemento de esta función (para y: (2)). 

Como todas los puntos de la circunferencia y” son regularos para 
Y (2), el radio de convergencia del desarrollo de Taylor du este ele- 
mento en serie de potencias de z — (1 — 1) es muyor que el radio de 
la circunforencia y”. es decir, es mayor gue 1. Pero en el círculo K” 
p (2) = Ln, z, debido a lo cual los desarrollos de “Taylor de las [uncio- 
nos y (2) y En, z coinciden. Como Ln, 2 es una función analítica cn 


el círculo |z-(1=DI|<YF2, el radio de convergencia /' de 
rl ¿ 

este desarrollo no puedo ser menor que y 2. Para demostrar que es 

exactamente igual a Y 2, cs suficionte cerciorarse que ul menos nno 
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de los puntos de la cirennforencia T:olz—(1—¿1— 142 es un 


punto singular para Daz: Jal punto es el origen de conrdenadas. En 
1 * 1 la 
cfocto, (12) -— =— —_—— —00 cuando 2>0 manteniéndose 
Lnsz z (Iingz)2 
en el interior de P. De aquí se deduce que no existe ninguna función 


% (2), analítica en un entorno Y del origen de eorienao des que coin- 
1 
cida con En 9 los puntos comunes a U y K£ (suponiendo la exis- 


tencia de tal función habría que suponer lambién la existencia del 
limite finito: 


S 1 : 
s Nh= ar = á 
x' (0) = lim y (3) > lim (7) 


lo cual, como ya se observó, es imposible). 

Proponemos al lector cerciorarse de que en este ejemplo, para 
cada punto z, del recinto G, situado en el semiplano seperior, cl radio 
de convergencia del desarrollo de Taylor de ta función f (2) en serie 
de potencias de z — zp es igual a la distancia desdo 27 hasta el punto 
más próximo al mismo del par O y 1, mientras que para los puntos 
2, Situados en el semiplano inferior, la distancia desde z, hasta 4 no 
desempeña niugún papel al determinar el radio de convergencia de 
la serie correspondiente; este radio siompre coincide aquí con la 
distancia desde z, hasta el punto 0. 


$ 7. METODOS DE DESARROLLO DE LAS FUACIONES 
EN SERIES DE POTENCIAS. CONPORTAMIENTO DE LA 
SERIE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA DEL CIRCULO 
DE CONVERGENCIA 


TA. En este apartado nos dedicaremos a estudiar algunos méto- 
dos de desarrollos de las funciones analíticas en series de potencias. 
De principio, el problema de la búsqueda del desarrollo de Taylor 
se resnelve por las fórmulas de los cocficienles de la serie 


(n) 
a A a): 
n! 

Pero la realización directa de Jos cálculos, que se basan en la deter- 
minación de las derivadas sucesivas de la función f (2), puede resultar 
scr muy complicada o incluso difícil do cfectuar. Sin embargo, en 
muchos casos, prácticamente muy importantes, se pueden obteucr 
desarrollos de Taylor deduciéndolos de un modo determinado de 
otros desarrollos antes yu conocidos. 

Supongamos que la función f (z) se expresa cn forma de una serio 
de funciones analíticas que converge uniformemente on ol interior 
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de cierto entorno |z — zg | < p dol punto zp: 


f (2) = da (2). (7.1:4) 


Entonces, en virtud del teorema de Weierslrass, tendremos: 


po (z) e y de (2) 


Y La 24) = 3572 —= so (7.1:2) 


Aquí E (Zp) es el AER de (2 — zo) en el desarrollo 


de Taylor de la función f,, (2), y si + $0) (zp), el coeficiente de (z — 20)" 


en el desarrollo de Taylor de la función f (2). 
Por consiguiente, los coeficientes de Taylor de la suma de una serle 


uniformemente convergente de funciones analíticas » fn (2) se obtienen 


sumando los coeficientes de Taylor homólogos (o sea, les cocficientes de 
una misma potencia (z — zp)", tomados de los desarrollos de cada una 
de las funciones f. (2). 


Me aquí dos ejemplos. Consideremos primero la suma de la serie 


Pe 
1 


Los términos de esta seric son funciones de z, anulíticas en el círculo 
0D 


unidad, y la serie S) 


sr : E 
72m Cs uniformemente convergente en el inte- 


1 
rior del círculo unidad. En efecto. si E es un conjunto cerrado de 


puntos de este círculo y 8 >0 es la distancia desde E hasta la cir- 
ennferencia unidad, enlonces para cualquier punto ZEE, se 


tiene: [1] <1—6= de 1; por consiguiento, | < en < 


<E ¿y como la serio 31 — es convergente (ésta es una progre- 


sión a de ca azón p). la serie dada también será unifor- 
memente convergente en E, os decir, será uniformemente convergente 
en el interior del círculo unidad. Para detecminar cl coeficiente de 
2" en ol desarrollo de Taylor de F (2), por lo anterior, hay que sumar 
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los cueficientes de 2* en todos los desarrollos de Taylor de las Sfincio- 
nes 


¿Ny Ni 
IE 23 — 


13) coeficiente dez" en tal desarrollo es igual a O si k no es divisible 
por 2, y 05 ¡igual a 3 si ke es divisible por ». Por consiguiente, el cocfi- 
ciente de 2" on el desarrollo de F (2) os igunl a una suma de unidades 
euvya cantidad es igual al número de todos los divisores naturales del 
número 4. Jicsignando oste número nn Tte) (7 (1) =1 
7 (2) == 2, 1 (3) — 2, 1(4) 3. 1(5) =2, ...). tendremos: 


F (2) = Y 1 (£)2*, 


Este os el desarrollo buscado. Como F (2) es una función aualíbica 
¿on el círculo unidad (según cel teorema de Weierstrass), el desarrollo 
halindo es convergente en el círculo unidad. 

Obsérveso también que, para 2 = 4, fste es divergente, puesto 


que Ja serie toma la forma Y T (4), donde todos Jus lérminos 


] 
son números nalurales. De aquí que el radio de convergoncia es 
igual a 1. 


Veamos también el ejemplo de la serie 


20 


D (z) a y 23 


22— nin? * 
1 
' Se 22 ; 
La función 33553 €8 analítica en todo el plano. menos en los 
puntos 3 = + ax, donde se hace oo. Por consiguiente, cada una de 
estas funciones es analílica en el círculo | z | < 1. Demostremos que 
la serie dada es unilormemente convergcato on ol inlerior de esto 
círculo. En efecto, si | 2-< p, donde np < xn. se liene: 
¿z e 2p _ 2p t 2h 1 
SN a a 
== n3p2 rn 


y como en el segundo miembro ha resultado el término general de 


una serio convergente (la serie y ca convergente), la serie 
1 


co 


Y == “erá uniformemente to en el interior del círcul 
2 a Seti convergente en el interior del círculo 


z | <x. Por lo tanto, el coeficiente de z* en el desarrollo de Taylor 


356 CAD 3D), INTEGRALES Y SERJES DE POTENCIAS 


do la función Y (2) es igual a Ja suma do los cueficientes de la misma 


potencia de z en tos desarrollos de Taylor de cada una de las funciones 
22 


=—=. Este último desarrollo tiene la forma: 
22—onin3 


2 Zi 1 
“pza 7 EI 
(e) 
2: 2:3 275 2e49A 
5 — Go TAO TE TT AA 


h 


aquí el cosficiente de z* es igual a cero si k es par, e igual a — 


nara 
si k 24 — 1 (impar). Por osta razón, el cocficiente de z* en ol 
desarrollo de la función Y (z) es igual a cero si / es par, e igual a 


y 


») S 1 29 e > .. a E E 
e Ds aya > k es impar: k = 2q — 1. 
1 


Asi, pues, 


(MD (2) —¿2 > [ 7 Zniat. 


quaí ti] 


Esta es la serie de potencias buscada. Esta serie tiene que ser cunver- 
gente en el círculo |z | < 1, puesto que la función O (z) es analítica 
en este círculo. Jin el punto z -= n, para cada lérmino de la serie 
obtenemos la desigualdad: 


do donde se deduce que no se cumple la condición necesaria de con- 
vergencia, y la serie Os divergente. Por lo tanto, el radio de conver- 
gencia de la serie obtenida es igual a x. 

Supongamos que f (z) viene expresada on la forma 


J(2) =P lp ()l, (7.1:3) 
donde 
p(2) > Go 0124292 ,.. FO"... jar  (7.1:4) 
y 
00) Ay Ar o—0) e (a)? o (e 


ju—ay| <R, (7.1:3) 


dunde los coeficientos de las series de polencias para q (z) y £ (ww) 
son conocidos. Como en estas condiciones q (2) — ay para 2 — 0, 
se puedo señalar un número p, 0<p<r, tal que el módulo 
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| (3) — o | será menor que 2 para |z | <p. Debido a esto, el 
punto w =: «q (2) perlenecerá al círculo de convergencia de da serio 
(7.1:5), y, por consiguiente, la unción f (2) = F (w) = F le (2)) 
será analítica para |[z | < p. De aquí que tiene que existir un dosa- 
rrollo de la función f (2) en serie de potencias de z, convergente para 
Iz| <p. El problema consiste en calcular los coeficientes de esta 
serie. 
Consideremos el desarrollo 


10) =P1p(31= L Anto ()—asl', (7.1:6) 


respecto del cual ya sabemos que es convergente para [2 |< p. 
Para que sea posible alegar a la convergencia uniforme de esla serie, 
sustitunyamos p poc in número no mayor p”, U< p* < p, de modo 
que en el círculo |2 | <p” se cumpla la desigualdad 


dt 
Ip (aw 1< 3. 


Como la serie (7.1:5) es uniformemente convergente para 
w—ay |< En la serie (7.1:6) también lo será para | 2] <p”. 


Por consiguiente, el coeficiente de z* on cl desarrollo de Taylor de 
la función f (z) puede obtenerse tomando la suma de los coeficien- 
les homónimos en los desarrollos de cada una de las funciones 
An lp (3) — al". 

Los últimos desarrollos se obtienen mediante una multiplicación 
n-ple do la serie de la función q (2) — ay por sí misma. En el caso 
dado, la multiplicación término a término de las series es legítima, 
puesto que so trata de una serie de potencias en su círculo de conver- 
«gencia, donde ésta es absolutamente convergente. 

En resumen, llegamos a oblencr la siguiente proposición: para 
obtener el desurrollo de Taylor de una función f (2) = E [q (2), donde 
y (2) es una función analitica en el origen de coordenadas y F (uw) es 
ww función analitica en un entorno del punto Uy =- q (1), se debe 
poner la serie de w = y (2) (7.1:4) en la serie de F (w) (1.1:5), efectuar 
las elevaciones necesarias a potencias, es decir, multiplicar las series, 
y, finalmente, sumar los coeficientes de los términos que contienen iguales 
potencias de z. La serie obtenida será el desarrollo de Taylor buscado 
de la función f (2). Esta será convergente en el circulo | z | < p, dunde 
p se elige de tal modo que para | z | < p sea | q (2) — 2% |< de. 

El método expuesto de obtención de desarrollos de potencias se 
lama sustitución de auna serie en otra. llustré- 
moslo con dos ejemplos. 

Sua 
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«londo se considera aquella rama iniforme, en vn entorno dol origen 
«de coordenadas, de esta función biforme que toma el valor 4 para 
z -0. Para aplicar la regla anterior a este ejemplo, representemos 
f(z) en la forma: 


1 
[ (2) - [1 — (1 — cos 2)]2. 
En nuestro caso 


2 
u-= ia l—cos2 xi —3p E...» |1]<oo, 


f" leia pa - 1-0 ——uw*—= 


5 —Gut=..., 
Por consiguiente, 


O 


12 zd q 2 1 22 3 
Y 
Limitémonos a calcular los coolicicntes do las primeras potencias, 
hasta la sexta inclusivo. Entonces, evidentemente, los términos no 
«escritos pueden ser desechados, puesto que todos ellos figurarán 
solamente en la formación de los términos de la serie que contengan 
potencias de 3 mayores de la sexta. Se tiene 


PE za 2 2 38 2? 3 20 
(F-4+--) E A (F-...) A AN 
por consiguiente, 
t ¡2 si 20 1/31 26 
Matilla) li at .)> 
4 (29 2% ed 192% 
5 lE-=-)+- 1-7 
Como f (2) = Y cosz es una función analítica en el círculo |z | < 
KR ; . i sen < 
<z ues poseo dorivada en el mismo, igual a — 7) , la 
d Ñ á 2 Y cos z 
serie de f (z) tiene que converger para |z2 | < >. ¿Siz= 5 como 


fácilmente se comprueba, se ticne un punto singular de la función 
f (2), de donde se deduce que el radio de convergencia de la serie es 


E x= 
igual a z: 
Consideremos también 
1 
f (3) = exp 3 
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Representando f (z) en la forma f (2) =e exp n . hagamos: 


w=p()=] =14 88... ([21<4) y Fu) <entt - 


2 
cole iliricd. pia 
Sustituyendo una seric en otra, resulta: 


(2) =el[ 1 + (2728 -- 2. , + lc 


2! 


la iia... A, 
a 


En cl ejemplo dado, donde q (2) — 1 y, Se puede evitar la 


realización ¡inmediata del producto de las series, observando que 
para |2<|4: 


(2+ e PS Aa 
mo , q Do EE (k4na— 4) a. 
Lea qe A 
y como 
(1)... (k4rn—1) (Mn 1) (k4n—2).. ¿(n4 4)  (kpan—i 
al (— 41) =( k—A ). 
resulta: 
(24 22 + 23. A - y rs aj 
n= () 


Por lo tanto, 


1)=e[ 1 E O 
0 


00 on 
+ z LAnTÓ qn +2 uds a 
1 


le 
tdt +Oad rata lor] 


231199 
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Isste es el desarrollo buscado. Como la función f (z) es analítica 
en el círculo | 2 | < 1, la serie obtenida es convergente on el círculo 
unidad. Fácilmente se observa que 3 = 1 es un punto singular para 
f (2). En efecto, cuando z tiende a 1, tomando valores positivos meno- 


E De 1 á z 
res que la unidad, la función exp e tiende a co. De aquí se 


deduce que el radio de convergencia de la serie obtenida es igual 
a la unidad. 

7,2. Pasemos ahora a estudiar el problema de la división 
de series de potoncias. 

Sean 


FA (EOS... Fan (z—a) +... (7.2:1) 


bob (2-a)+ ... +onlz— a+... (7.2:2) 


dos series de potencias con los radios de convergencia positivos r 
y p, donde el término independiente by de la segunda serie es distinto 
de cero. Hagamos la notación g = min (7, p) (si r = p, entonces 
o =r <= (+). Entonces ambas series serán convergentes en el círenlo 
|z—a|<o. Si en esto círculo hay ceros de la suma de la serie 
(7.2:2). tomamos un nuevo círculo de menor radio, en cuyo interior 
la suma de la serie (7.2:2) no se anule. (Tal círculo existe, puesto 
que el punto a no es un cero de la suma de la serie (7.2:2), debido 
a la condición by 5 0). Así, pues, existe un círculo |z—a|]<R, 
en el cual ambas series son convergentes y la sama de la segunda serie 
carece de ceros. En el interior de este círculo la relación 


sin— ota G—a+... Ha (i—07+... Bcaás 

ds oh lia +... bb a+... (7.2:3) 

representa una función analítica, lo cual es consecuencia de la 

regla de derivación del cociente. Por lo tanto, existe una serie de 
potencias 

Co+ ct (3—a)+...+enla—ay +... (7.2:4) 


que exprosa a la función f (z) en el interior del círculo lz —a | < RF. 
Á esta serie podemos llamarla cociente de Jas series (7.2:1) 
(dividendo) y (7.2:2) (divisor), y el proceso mismo de su 
búsqueda, división de las series. 

Efectuemos primero la división de las series por el método de los 
cooficientes indeterminados. Para esto, escriba- 
mos la relación (7.2:3) en la forma: 


[cy +01 (2=40)3-... Fea +... x 
X [Vo + b1 (2— a) + Hd (23 a MN +...]= 
=t0+4(12—0+...+ear(—O "+... 
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y vbservemos que las series de polencias consideradas, siendo conver» 
gentes en el interior del círculo |z —a|<R, tienen que ser aquí 
absolutamente convergentes. Por esta razón, se pueden multiplicar 
término a término las series que: figuran cn el segundo miembro de la 
última igualdad. Efectuando la multiplicación obtendremos: 


Coba + (cobr + c1bo) (2— a) + (cohg + c1b, + c2bp) (2 a +... 
e (Codn +C¡bn-1 + A cnba) (2—ay +... 
..=MY a (2—a)+... Fan (zar +... (7.2:5) 


Coni las sumas de las serios de potencias que figuran en el prime- 
ro y segundo miembros coinciden en el círculo | z — a | < R, según 
el tcorema de identidad para las series de potencias los cocficientes 
de ambas series tienen que ser iguales. Resultan las ecuaciones; 


Coda — Ay, Y 
cab, “YT C1bp = Us, 
Coba + cb; = Je Cuba = (9, ' (7.2:6) 


Este es un sistema infinito de ecuaciones liueales respecto de los 
coclicientes desconocidos Co, C1, Eg, + - +» Ens - . . La particularidad 
de este sistema, que extremadamente simplifica su solución, consiste 
en que para cualquier n (rn =0, 1, 2, 3, ...) las primeras n + 1 
ecuaciones contienen a las primeras n + 4 incógnitas. Determinando 


cy de la primera ecuación Cy = m3 (b, +0, según la hipótesis) y 


suStituyéndolo en la segunda, obtenemos la ccuación Z by + 
0 
+ esbo = a,, de donde 


ba— 
e = eo 
Supongamos que, en general, se han hallado Jos valores de los 


primeros r coeficientes Co, €1, -... Cn-¡. Sustituyéndolos en la n+ 4 
ecusción, obtenemos: 


Ñ __ Ga — 6907 —<cjb - +.» —Cp-1b3 0.” 
En = TS » (7.2: 1) 

De este modo se puede determinar el coeficiente con un índice 
previamente dado. Es fácil obtener una expresión para c, mediante 
los coeficientes Go, %4, Az, ---» Gn Y do Di, - . ., b, en forma de un 
determinante. El determinante del sistema formado por las primeras 


238 
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n 4- 4 ecuaciunes es igual a 
BO 0 ...0 
biby 0 ...0 
baby bo ...01=06' 0, 


. >roO0.._. 07. 


BrOn-1 Ono ... do 
y, por consiguiente, 


bo0 0 Go 
bibo 0 ..» (Uy 
Cn == pat dab, bo ... Gl: (7.2:8) 


. . . . .. .2%20. 


Esta fórmula resuelve completamente el probloma de la división de 
las series. 

Demostremos que el cociente (7.2:4) de dos sories de potencias 
puede obtenerse dividiendo la serie (7.2:1) por la serie (7.2:2) según 
las mismas reglas por las que se dividen los polinomios, como si 
las series (7.2:1) y (7.2:2) fuesen pulinomios dispuestos según las 
potencias crecientes de 2 — a. Para domostrar esto, empecemos 
a efectuar la operación indicada. Obtendremos: 


do + 4tL-0+ ¿+ o aaa”... |do+oriz—0)+...+ón(2- a+... 


0 ao on dg ¡abo—cMm.,, 
a+ bs a e a) IO: ENE (r—a+... 
a1by — aobr _ anbo — 400n a mn 
E ia is dio as (2-0) "+... 


A e + ; O ama 
0 du 


Los primeros dos cocficientes del cociente obtenido coinciden con 
los valores de cy y c, hallados anteriormente de las ecuaciones (7.2:6). 
Supongamos que de este modo hemos obtenido que los primeros 
n coeficientes coinciden con los valores de €p, €1, . . ., Cn-1, halla- 
dos al resolver las ecuaciones (7.2:6). Entonces, tendremos: 


ag+a1(2—u)4 agl2— a+. ¿+ ana +... ¡both (—a)+...+bbn rar. -. 
boco-+d1co (2—a) +beco liza... .+onco(z—a "+... er (a+... +ena tia 4... 


(a1 — Uico) (2 — 1) + (02 — Vaco) (2 — a)! +.. «+(an — bney (2-0 +... 
bye 1 (2 — a) + TOA E bn (a a+... 
(32 — b200 — bey) (2 a) +... + (En — bnco — Da-101) (2-0) +... 

(an — Bnsy — Unic —. .-— dren-1) (2 a7+... 


....... q e... ..o...0.6.02:....P.—...... 2... . . . . . +. s 


$ 7. METODOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 357 


El primer término del n-ésimo residuo es: (Q, — OnCo — Un-t1— -.. 
.. —b107-1) (2—a)”", por lo cual, el tórmino del cociente que sigue 
después de c,-.(2—a)"7? es igual a 

tu —bnco— bnojti— +... —bicn- 
Y n*0 n > ten lz¿— a)”. 


Pero el coeficiente de este término coincide con el valor de c, deter- 
minado de las ecuaciones (7.2:6) por la fórmula (7.2:7). 

En resumen, el método de los coeficientes indeterminados, al ser 
aplicado a la división de las series de potencias, da lugar al mismo resul- 
tado que se obtiene al operar por las reglas de la división de los polina- 
mios dispuestos según las potencias crecientes de rn = 2 — a. 

Veamos un ejemplo de división de sories de potencias. Conside- 
remos la función 


e— 1” 


F" (2) = 


Esta función es analítica en todos los puntos del plano, a excepción 
de los ceros de la función e? — 1, es decir, a excepción de los puntos: 
0, + 2x4, +46, .. . Sustituyendo e* — 1 por el desarrollo en serie: 


v 


A o 


y simplificando el numerador y denominador de la fracción por z, 
obtenemos la siguiente expresión para F(z) (que determinará la 
función FF (2) también para z=0): 
» 1 
ft (z) = E ae 
ais 


La serie que figura en el denominador cs convergente para cual- 
quier z y tiene lodos los mismos ceros que la función e* — 1, a excep- 
ción de un cero en el origen de coordenadas. (Codo esto se debe a que 


. e... el —1 
esta serio representa la función _ (para z + 0)). Por esta razón, 
en el interior del círculo | z | < 27 su suma no se anula. Por consi- 
guiente, la función /' (z) se puede desarrollar en serie en este círculo 
aplicando la división de series. La primera de las ecuaciones (7.2:6) 
da: 


Co:1=1, es decir, cp—= Í. 


Como todos los cocficientes de la serie del dividendo, a oxcepción 
del coeficiente inicial, son iguales a cero, la (n + 1)-ésima ecuación 
(7.2:6) tiene la forms 


1 1 4 1 > 
ea ae + tarta =0 (n=1,2,3,...). (7.2:9) 
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Esta ecuación permite determinar los números c, uno tras otro. 


Para determinar el coeficiente ch sc puede utilizar también la 
fórmula (7,2:8): 


1 0 sd 
1 
A 1 ..0 
esta 4h 1 ...0l> 
e id 
(apa) and (a— 1)! . Ú 
1 
FT 1 0 0 
Í L 
a a? y 
= (Up A A o| (M=1,2,3,...). 
4 al TS 


1 
(+10! nt (n—4ty!1 *** 2) 
Los números «,n! se llaman números de Bernoulli y se 
designan medianto B,: Bn == c,n!. 
Mediante estos números se expresan simplemente los coeficientes 


de muchas relaciones importantes. Para calcularlos se tienen las 
fórmulas: By¿=c¿-0l=1, 


1 
7 1 0 0 
1 1 
3T =T 1 0 
n = Conil = (—1)" n) 1 1 A. 0 (n -=1, Ls de O E 
4 31 TOS 
L L 1 de 
(RD ni (n— 1) 2] 


(7.2:10) 
Por cierto, el cálculo de tos números de Bernoulli es más cómodo 


efectuarlo sucesivamente, empleando la fórmula (7.2:9). De ésta 
obtenemos: 


1 Lo, 1 E 
Broto + PA nr =0 (n=4,2,3,...), 
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o bien, multiplicando ambos miembros de la igmaldad por (rn — 1)! 
y observando que AT es el coeficiente binomial (170) . 


BED (TOA BP FO (21, 2,3,...). 


Esta iórmula puedo representarse en la siguiente forma simbólica: 
(14 By?! Bgrei.0., (7.2:11) 


Después de elevar a la potencia según la fórmula binomial, todos 
los exponentes de la putoncia se deben sustituir aquí por los subíndices. 
Como Bo¿= 1, sucesivamente hallamos: 


Bo+2B,=0; Bi==—=>3Bo= 3; 


Bo-+38,-3B¿=0; Ba=—2B,-B,=?. 


Bo+4B,3+6B=234B23=0; B,= —2B)—Bi—5 Br=0; 
B,= —5 Bo—B,—2B7—2B3= o 


30? 
B.+ 6B,+ 15B,+20b3+ 15B,+06bB5= 0; 


Ba BB 5 B0— FB Bm 0; 
Bo+7B,+21B2—35B3+35B,+21B5+7B5=0; 
Bi= —+ Bo—B,—3B¿—58By—513,— BR; - > 
Ln resumen, 
Bo=4, Bi==h, Bi=p, Bi=0 
B, = —0 + BH,¿=0 Bo =2> 


Demostremos que todos los números de Bernoulli 
de subíndices impares mayores que la inidad son 
iguales a cero: 

Bou 1 == O (6 — ¡M 2, 3, .. .). 

Para demostrar esto, sustituyamos z por —2 en cl] desarrollo 

2 
o la al 7 Y de 07d IES SA 


BE IA E (7.2:12) 
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obtenemos: 
a A PA CARS E 
ect.4 E (e72— 1) gl PAT e—!t == Bo 1 4 2] 3 A+ .» y 
o bion, restando esta última relación de (7.2:12), 
a By Bor + 2h+1 
et— 1 el —2=2 7 24 22 +. +2 +1 * boss. 


De aquí, basándose an la unicidad del desarrollo en serie de poten- 
cias, se deduce que: 


2B,= —1, By=B5s=... = Bar =...-=0, 
como se queria demostrar. 


ApJicando la propiedad demostrada de los números de Bernoulli, 
se puede escribir el desarrollo diia en la forma: 


s E Bor ah 59D 
ena o Y (21)! 2 (7.2:13) 
ha1 
Como los puntos singulares de la función ¿=p más próximos 
al origen de coordenadas son 2, — 211¿ y 22. = — 21 (en estos puntos 


In función no está definida y no puede definirse de modo que se 
conserve la continuidad), el radio de convergencia de la secio (7.2:13) 
es igual a 21. De aquí que, según la fórmula de Canchy-Hadamard, 


se deduce que: 
|, la y A 
lim ya TE, 


y como Bory 20 (k -1,2,3,...), se tiene: 
a pi A 
ra a 20 


Debido a esto, pura oa 2>0 cxiste un conjunto infinito 
de números Baz que satisfacen a la desigunldad 


2h)! 

Bar > 

| Ban | (2 ejah ! 

us decir, que son extremadamente grandes en comparación con sus 
subíndicos 2%. 

Del desarrollo (7.2:13) se pueden oblenecr sin dificultad los 
desarrollos de las funciones 2 cotgz, tg z y 2cosecz. Representemos 
cotegz en la forma 

003 -  ebl p perdr el vi 
colg z= jp o dr b 


sen z cdi ptr esiz 4 pai 
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de donde 
2iz 


Z COÍ2 2 = 12 —— , 
E eat 4 


2iz 


la función 


y Se puede desarrollar según la fórmula (7.2:13) 
si se sustituye en esta fórmula z por 2iz. Como la serie (7. 2:13) 
era convergente para |z[ <2n, la seric nuevamente obtenida será 


convergente para | 2¿z2|<< 23t, 08 decir, para |z|<x. 


Así, pues, 
OD 
2 4 E TT e 28Bor as 
A 53 er lia > 1—i Pai VO a? 
(5 
y, por consiguiente, 
o 
92) 2, 
zcotga—1 - Y a (7.2:14) 


hoax | 


Para obtener el desarrollo de Taylor de tgz, es más fácil 
observar que 


cotg z— tg 3 -- 2 cotg 2, 
de donde 

tg Z— cotg z— 2 cotg 2z. 
Sustituyendo en la fórmula (7.2:14) z por 2z, obtendremos una 
serio que cs convergente para |22|<x, es decir, para ESSE 


er. 


Za cotg 22 — 1 + >) (—1y a. (7.2:14”) 
k=1 


Resltando 1érmino a término (7.2:14 de (7.2:14), hallaremos: 


Do MU] 
alv 93h 
2cotg z— 22 cotg 22=2tg2= Y (— 1) a 22% (123%) Bon zen 


(2k) 
Jia 1 
o bien 
Sd kh ko 
tyz= Y (y A, D2k gaia, (7.2:45) 


hal 
Del método mismo de obtención de esta serie se deduce que 


. e T z A 
ésta es convergento si |z| << -=Ñ, y que S es el radio de conver- 
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sencia de la serle (esto se debe a que Jos puntos 2=+ + son 


singulares para la suma de la seric). 
Pasando a examinar la función zcosec z, obsérvese que 


2 z 
C09:2 COS — <+sen sen cos 
cotgz4+tgy= ISS. AUS: PA A 
son 2 cos 08 y sen 2 C0s 3 


Sustituyendo en (7.2:15) z por >, obtenemos una serie que será 


. 
convergente para F[<z> es decir, para [z|<x. De aquí y dol 


desarrollo (7.2:14), que también es convergente para |z|<x, 
hallamos: 


7 COSCCZ=Z COLg 2 +2 ty = 1] >> (— aye A, (7.2:16) 
kon 1 


Hallemos, finalmente, el desarrollo de sec z. Como los puntos 
Singulares de la función más próximos «al origen de coordenadas 


son: 2= => y Z =>, el desarrollv buscado posec el circulo de 


. y . 
convergencia: [2|<-F. Para hallarlo, apliquemos el método de 
«división de series. Tendremos: 


sec z 2, PAS: 
Cos : , A uE 
ia +7 +03 


= Ag + 412 — 492? — Da 


"Como sec z es una función par, todos los coeficientes de las poten- 
cias impares €,, 43, 45, ... s0n iguales a cero: 


A A 
CEA 1 


Está admitido escribir los cocficiantes Ap, da, Ay, ... de este 
desarrollo on la forma 


da =(— wr (k=0U,4,2,...). 


Los números Eza, determinados do este modo, se llaman números 
de Euler. Escribiendo de nuevo (7. a del mudo siguiente: 


SFE) (Ara...) 
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y efectuando la multiplicación en el segundo miembro, hallaremos 
=Hm-—(Lo Ez Y .2 Eo E» E, _ 
tE (A) A a) 


Eo Ea , E, 5) 6 
(++ A A, 


de donde 
EN 1; 
Eo EV. 
ENS 


Ez 


E, EL 

A 
Eo Ex E, Es _ o. 
Stata +tar=0 


Ilstas ecuaciones permiten hallar sucesivamente los números de 
KFuler. Obtenoemos: 


E.=1, Es= —1, E,=3; Es= —61, Ej¿= 1385, ... 
Si, en general, se han inJlado los números £,j, Ez, ..., Eon-2. 
para determinar Ez, se tiene la ecuación 


Ep Ez E, , Ezn sz 
tu taara traga cra 


o bien 
A A A 


De aquí que, si los números Eb, Es, ..., Esp. Son enteros, el 
número £, también lo será. Pero Jos primeros números hallados son 
enteros. Por consiguiente, todos los números de Euler son enteros 

El desarrollo de sec z se escribo definitivamente en la forma 


sec z = A (—1y ay ze. (7.2:15) 
0 


lista cs convergente para lz[<+. Los números de Euler J,,, que 
figuran en el desarrollo, se determinan complelumente por las 
condiciones: 
a 2 2n 2n Es 
Es=141, E,+ ( 2) Er + ( 4 ) E +... —lo-=2) Eon-2-- Es 0 
(R=1,2,3, ...). (7.2:19) 


7.3. Aquí estudiaremos algunas cuestiones ligadas con el comportamiento 
de una serie de potencias en la frontera del círculo de convergencia, Los ejom- 
plos más sencillos de series con el radio de convergencia R=4 muestran que 
cn la frontera dol círculo de convergencia la serio puede ser divergente en cada 
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punto (ln serie geométrica: 1I+ 2+24 PHP ...+23%4...), puedo ser 
3 3 
convergente en unos puntos y ser divergonte en otros (1a serie HG ed 


n 
... + (— 1y3v1 = + ...es convorgente para 2 = 1 yes divergente para 
z2=— 1) y, finalmente, puede ser convergente en todos los puntos de la fron- 
2 3 n 
tora (da seria i++ A == + ...0s convergente y, además, 


obsolutamente, en toda la circunferencia unidad) E 


Ocupémonos primoru de establecer algunas rolaciones entre la convergencia 
du la serio de potencias en algunos puntos de la (rontera del círculo do conver- 
gencia y el comportamiento de la suma do Ja serie en este círculo. 

Obsérvese que, en todos los casos, sin restringir la generalidad de los re- 
sultados, se pueden considerar series do potencias con el círculo unidad de 
convergencia y suponer que el punto frontera en el cual os convergente la serie 
de potencias es el punto z = 4. En efecto, el caso general de la serio 


AO a E 


cun el radio finito de convergencia FR? y con el punto de cunvergencía £y, 
Iti—iolmA so reduce al indicado todiante la transformución lincal entera 


e > 
== 2%, 
E1n—to 


El primer resultado «n esto sentido, por el tiempo y su importancia, 
pertenece a Abel, 
Sogunilo teorema de Abol. St la serte de potencias 


dy Haz +...—antr+... (7.3:1) 


es convergente en el punto frontera del circulo de convergencia x= ), entonces, 
si el punto £ del circulo unidad tiende al punto 4 por el interior de cualquier úngulo 
gy de magnitud 28 <; n con el vértice en el punto z = 1, el cual es simétrico 
respecto del eje real, la suma de la serie de potencias f (2) tlende a un limite 
que es igual o la suma de la serie en el punto frontera, es dectr, 


co 
lim f (1) = Y as. 7.3:2 
ad F( ) ea n ( ) 
2EXp 


Demostración, Cousidoremos la diferencia 
pa) 


M3= NY a—/1(0=)) ax (1:31). 
y 


U 
Kepreseutémosla en la formu 


A) = ba Ar (1 2)+ Ss ap (1—.2%), (7.3:3) 
y n+ 1 


donde n es un número natural fijo. 
El primer término del segundo miembro tiende a cero cuando z tíende a 4. 
VPor lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente cerciorarse que el segundo 
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término puedo hacerse arbitrariamento pequeño en el interior del ángulo gy 
cuando n es suficientemente grande. Con este fin consideremos la suma 


n+p nep 

S, ay (1—2%)=(1—2x) >; ar Uez+.. 2 %5), 

n+1 "ri 

mn 
Introduciendo las notuciones: 2 4] == Gm (mo > 12), 0, = 0, de modo que 
Ay = Oy — Uhy (k = n+á,.- MAN haciendo luego E A br 
y aplicando la ranaformación de Abel (cap. primero, ap. 3. 4) tendremos: 
Es n+p 
Zj *h (1— 2%) nu (1 —2) S (0h — %h-1) bi 
| n+1 
n-ep— 1 
= (1—2) [Ln + pPn+p— > “h (U+1—0r) = 
n+1 
n+p n+p—1 a+p-1 Rh 
=(1-3| YN a » *-— 24 (NN a)2)]. (7.34) 
n+1 0 1 n+1 
ap +p np n+p US 
Como las sumas 2 ap = (1 — 2%) = Y a] — y aya", 2, a, y DA zh 
n+1 n+1 U 
tienden a límites 'Tínitos cuando p —> os (sus series corresnondiónies sob c6on- 
n+7 h 
vergentos). también tiene quo tender a un límito la suma A (>) ez. 
ni m41 


Pasando a límilos, de (7.3:4) obtenemos: 


A 


nj 1 
= 2 ak — (1— 2) z $ lA 2h. (0.35) 


Seu * un número pos ILIvO ¡elitadio: amanda a tan grando, nr >ÑNÑ (e) 
que so cumpla la desigunldad. 


Na e 2 cos 0 


n+ 1 
pora cualquier k natural. Entonces, on particular, tiene que sor: 


_2c0s0 


[3 |< 


n+1 


Por consiguiento, 


| Y ari] < 


n+i n+1 


(¿Enel espe 2 e |l—z|cos 0 
E A O A 
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Pero cerca del vértico del ángulo go y on su parte da comprendida entre 
los tados del ángulo y cl arco de la circunferencia con el centro en uv] origen 
de coordenadas que es tangente a los lados del ángulo (fig. 64), so tiene: 


AB.AD' =AC.4C*, 
de donde 
Ar  |i—>| AC! _AD _ AD 2 
ACC Ai=Tl3| ABUSOS CAE SS AF cosO ' 
es decir, 
¡1—z|c050< 2(1—|2)). 


Por lo tanlo, para sE dy y n>N (e) so verifica la desigualdad 


E , ecos0 e z 
n+1 


Fijando un »n>N (e) y tomando después $g(e) de modo que para 


FIG. 64 


I—3/|<_06 (e) en el interior de dy se cumpla la desigualdad 


n 
| at <s. 
0 


o! tendromos de (7.3:3): 
[o .] 
lam] [DN a—1(09|<e(:€ do. M—21<6(), 
G 


de donde so deduce que 
7 
lim /(3)= S, 4h. 
lot Y 
289 
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Como ilustración del segundo teorema «de Abel, consideremos la serio 
0) 


logarítmica >) (— 1)7-1 E 
1 


Domostremos, ante todo, que esta serie converge en cada punto z ee si% 
de la circunferencia unidad. distinto de —1. 
Para esto avliquemos el teorema del ap. 3.4 del cap. primero. 


Haciendo ax =(—1)*-1 eth0 y y. tendremos: 


a S (— 17" e i(n4+-1)9 2 
Y ar = Y Y (— 1) 1 ¿m0 | Cl 6 tio — : 
[2 2 (qe “1400 


n 


o son, lus sumas ») a, están ucotadas uniformemente (respecto de ») en valor 
1 
absoluto. 
[vel 


, por lo cual la serio y lbn. —bn bl 
1 


Por otra parte, lr — bn + 


On 


A : A 
os convergente. Do aqui, según el teorema citado, la serie Y, 04h = 


1 
Dio t 


yO 


os convergente, lo cual se afirmaba. 
[9 e 


h 
Pero si |z| < 1, lu suma de la serie 2 (—1)“-1 “e es f (2) =ln (14:)= 


=in|14+:2|-+iarg(1+2). Por lo tanto, según el segundo teoroma de Abal, 
para a 9 (—1<0< AM). so tiene 


A | 
y (— 1)4-1 <= lim, tn ((-+2)=1n/14.€e0 | 


1 zo 


—targ (140) = In A > 
0 pa -ip5 
e ¡PEPE (2007) +13. 


Separando laz partes real e imuginaria en esta relación, obtenemos dos 
desarrollos un series trigonométricas des son convergentes para —r<0< a: 


In (2c0s 5) = qe y e, 


5= y -, 20nk0 a 
1 
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fa particular, para 0=0, de la primera fórmula resulta: 


O PS | 
In 2= ri 


y de la sogunda, para 0=7: 


e 
Veamos también como ejemplo ln scrie binomial Ss (5). dunde 
( o )> = A y O es un número complejo: a =f +¿y. Supon- 
gamos primero que f >> —1. Designando con An el módulo de la razón 


a a : 
he + Se Licne: 
7 n—i 
a ar! az 
. 25) lane st pe A i— > 
n (gl 


An == 


Sea f” un númoro real que Ma a la condición PB > Bf” > —41. Entonces, 
para n > N (B”), tendremos: 


(il 
n 


<2(B—8") 


y, por consiguiente, 


=y'1 *) , 
o bien 
ni+B" 
EA SN 
*) Corao 
A Y 
(1+5) ES 
' p' ? p! p' 
car) an) (145) 
a O 
y para TE < 4 los términos de esta serio decrecen en valor absoluto, se 


—(1 z 1 
tiene: (1+5) Ms 
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Escribiendo las AER ea análogas para los valores NiPB)+1, 
N(B)+2, ... 4 y multiplicándolas término a término, obtendremos: 
near An <a nano e: Mn 


o bien, sustituyendo A y 1 por sus valores y simplificando: 


(5) ES A C(B') 
nl nl (a y i+0” 
Aquí mediante C (B') se ha designado el valor, quo no depende de +. 


c0=| (yg) ) | 694 118+1. 


Do axuí quo la sucesión de los cocfícientes [ ( pS ) , du la serie binomial con- 


vorgo a cero si f = Rea > —iÍ. e e 
Cuando f > 0, el número BP”, que está sujeto a lu única cundición —= 1 <: 
<P" <P, se puede tomar positivo. 
00 


Como la serie PEE es convergente para B” >0, de las desigunlda- 

n— 

TÍ j 
das obtenidas se deduco que la serie binomial es absoluta y uniformemente con- 
vergente en todos los puntos de la circunferencia unidad si ? = Rea >> 0. 
Observando que un el interior del círculo unidad la suma de la serie hino- 
mial es (1 + 2)? -< exp [a ln (1 + 2)), en virtud del segundo teorema de Abel, 

hallamos: 
00 


> (5) ePP lim (1 +2). 
de zrol0 
0 
Si e —1, obtenemos, que lim (1+22=0. Para eu=-—4 (—5:<0<m, 
> 


se tiene: 
lim, (1 + 232 =(1 +40) oxp [a ln (1+ 61%] 


lA =exp [a [in (20087) +:37])= 


9 ya 0 ab 
=(2c0s y) (cos E +1sen ). 
Por consiguiente, 


s (5) emo (20053 )” (cos +1 sen >) . 
0 


En particular, sí « es un número real, separando las partes real o ima- 
ginarla, obtenemos: 


et mie 
0 


24—1199 
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Dol ¡método de obtención do estas series so deduce que cllas son absoluta 
y nniformemente cunvorgentes en ol segmento [0, 21]. 
La proposición reciproca al segundo teorema de Abel no es justa. En efecto. 
La al 


para la serie geométrica Y 2" su suma r 1 : tiende a un límite finito, igual 
0 
a E cuando 2 se aproxima a cualquier punto e? de la circunferencia 


Pos e 


unidad, distinto de la unidad, a pesar de que la serie )' e*”” os divergente en 


U 
cada punto de ln circunferencia unidad. 


Sin embargo, imponiondo algunas restricciones ospeciales a los coeficiontes 
de la serio, se puede afirmar que de la existencia del limito lim / (re*%) (aquí 
ri 


el punto ; == re? tiende al punto frontera e*P a lo largo del radio) se deduce 


la convergencia de la serio de potencias en ol punto el?. 

Ho aquí una de las proposiciones de este tipo. 

Teorema de Tauber. Si los coeficientes de una serie de potencias, 
con el circulo unidad de convergencia, satisfacen a la condición 


lim ra, =0 (7.3:0) 


n— 092 
y existe el límite 
lim f (1) =4A, 
x—>» 1 
00 


entonces la serie y dan es convergente (su suma es ¡igual a A). 


0 
Demostración. Obsérvese primero que de la condición (7.3:6) se 
deduce tembión que 


m 
A n| an | 
lim + =0. (7.3:7) 
m-»00 mr 
En ofecto, para cualquier £>0 tendremos quo tener njani<> para 
n >N (2). Fijeomos un rn=np que satisfaga a esta condición y hallemos una 
m 


>) n|an| 


1 


cota para cuando m > ng dol siguiente modo: 

m ny m no 

YN nfant Dnlan! Z n | an | SY n| an | 

1 SN no+1 1 

m Ss m % m < rr + 
no 

0) 2/4 | d 
m-— np) e 1 
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Pero si m es suficientemente grande, m>>.M, tendremos, evidentemente: 


nn 


Y, R| An | 


y, por consiguiente, 
o 
S n | an | Ñ 


1 < e para m>> mux ¡N (8), M), 


m 


de donde so deduce la relación (7.3:7). 
Exuaminemos el módulo de la diferencia 


| s 01 (2)|=| Y nie Y anat, 
Ú 0 n+1 


n ob 
<(1—2) Y Parl(i+z+... ] 2%-1)24- > Par | < 
0 n-+1 
li 00 
<a(1—x ——— + Nito E — (7.3:8) 
n+1 
m 
lan | 
0 


Sea m|am| < 5 y, ademús, E <y para m > M (e), entonces para 
n > M (e), de la relación (7.3:8) deducimos que 


n 00 
[10 <a + Da 
U n+ 1 


=3 [n4-0+ 7 . ==) 7 [»0-0+53]- 


Por consiguiente, para at y n >M (e): 


Da (+) 


de donde se deduce que sida el límite 


l =1i —-)=A4, 
A) 


” 
e, 


n->00 
[22] 
o sea, la serio | az es convergente (y au suma es ígual a A). 
0 


248 
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El teorema queda demostrado. 

lin condicionos más generales también tionen lugar proposiciones análogas. 
Precisamente, es suficiente suponer que la sucesión (rn -a, ) sea acotada, en lugar 
de exigir que convorja a cero. La demostración de aste teorema, perteneciente 
a Hardy y Littlewood, vs mucho más complicada que la domostración dul toore- 
ma do Tauber. Obsérvose qua la sola tendencia a cero de los cocficiuntes de la 
der de potencias no es sulicionto para quo sea cierto nn teorema análogo al de 

auncr. 

En el ap. 6.3 se demostró que en la frontera del círculo de convergencia de 
una serie de potoncias siempre existe al menos un punto singular de la suma de 
esta serio. Surge la pregunta: ¿Hay alguna relación entre la distribución du los 
puntos singulares on lu frontera dol círculo de convergencia de una serie de 
pa y los puntos de convergencia o divergencia de esta serie en la misma 

runtera 

Los ejemplos con los que cumenzamos este apartado muestran que aquí 

qm 


-n 
no hay una relación simplo. Por ejemplo, en el caso de la serio > 7] el radio 


1 
de convergencia es igual a 1 y, por consiguiente, en la circunferencia unidad 
existe nl menos un punto singular de la suma de esta seric. Na obstante, la 
serio es absoluta y uniformemente convergonto on toda la circunferencia unidad, 
en particular, es ahsolutamente convergente también en cl punto singular. 
00) 


En ol caso de la serir goomótrica > 2”, quo representa el desarrollo de la función 


. - . todos los puntos de la circunforencia unidad, distintos de z = 1, son 


regulares y el punto z = 1 es el único punto singular. Sin embargo, esta sorie 
es «livorgente en todos los puntos de la circunferencia unidad, tanto on cl punto 
singular como on los puntos regulares. 

En los fonómenos que nos interesan se pueden observar algunas leyes some- 
tiendo a ciertas restricciones Jas series de potencias consideradas. Así, por 
ejemplo, resulta la siguiente proposición. 

Tooroema do Fatou. $: los coeficientes de la serie de potencias (7.3:1), 
con el circulo unidad de convergencia, tienden a cero: lim a, = 0, entonces la 

n$-veD0O 


serie de potencias es convergente ty, además, uniformemente, en todo arco de la cir- 
cunferencia unidad, cuyos puntos son todos (incluyendo los extremos del arco) regu- 
lares para la suma de la serte. 

Demostración. Como se deduce del enunciado, en cl teorema se tie- 
non en cuenta solamente aquellas series do potencias cuyos coeficientes tienden 
a coro, para las cuales existen puntos regulares en la circunferencia unidad. 
Puede servir de ejemplo la serio logarítmica 


t 

z 
» (tam, 
1 


cuyos coeficientes tienden a cero y la suma In (1 + 2) tiene cd único punto sin- 

gular z = — 1. Y, en efecto, en la pág. 367 so demostró quo la serio logarítmica 

es convergento on todas los puntos de la circunferencia unidad, a excepción del 
1 

0 Í—2 y, 

por consiguiente, todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepción del 

punto z = 4, son rogularos, el teorema, ovidentemente, no es aplicable, puesto 


co 
punto z = — 1. Para la serio geométrica ES cuya suma cs igual a 
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que Ja soric genmótrica es divergente en todos Ins puntos de la circunferencia 
unidud. Pero esta serie no satistaco an las condiciones del teorema ya que sus 
coeficientes no tienden a coro. 

Para demostrar el teoruma, supongamos que cada punto de un arco a de la 
circunferencia vuildad os regular para la suma / (2) de Ja serie. Esto significa que 
cada punto £ € a (incluyendo los extremos del arco 0) posee un entorno Uz, «n 
el cual existe una función analítica pg (2) que coincide con f (:) en los puntos 
comunes a Uz y a la circunferencia nidad. na juntendo los puntos de tados 
los onturnos (z (£ € 0) al círculo unidad K, resulta un recinto A, para el cual 


MIG. 65 


todos los puntos del círculo X y todos los puntos del arco a son interiores. 
(Compárese con Jos razonamicntous del ap. 6.3, donde el papel del arco a desem- 
peñaba la circunferoncia cntera). 

Dofinamos en el recinto A una función y (2), haciéndola igual a f (2) en los 
puntos del círculo K e igual a y; (2) en los puntos de los entornos U¿. La función 
obtenida y (z) será uniforme y nnafílica en el recinto Á. Como ésta coincide con 
f (2) en K, su serie de potencias coincide con la gcric (7.3:1). 

A continuación hablaremos precisamente de la función w (z) y de la seric 
de potencias misma (7.3:1). Designando con p > 0 Ja distuncia desde a hasia 
la frontera dol recinto A (esta frontera incluye una parte de la circunferencia 
unidad), tomemos cn la circunferencia unidad dos puntos í, y £2, no situados 


en ol arco O y separados de sus extermos próximos en £ : entencos el arco 63 
pertenecerá enltoramente al recinto A y contendrá al arco «7. Tracemos los radios 
Ota y Ota y prolonguémoslos fuera de la circunferencia unidad en la longitud z , 


Unamos, finalmente, sus extremos mediante un arco de circunferencia, obten- 

dremos un sector circular 02,23 (fig. 65) que, como se deduce de su construcción, 

está enteramente situado en el recinto Á y contiene en su inturior al arco o. 
(2) 

Nuestra tarea consisto en demustrar que la sorio ), ay2" converge unifor- 


y 
memente en cl arco y. Demostraremos esto estableciendo a la voz que la suma 
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de la serie es igual a y (s). Con este fin, consideremos la función 


on (1= 20 20 to, (1.3:9) 
donde 
On (2) =09(2)— (00 + 0134... 472"). 


00) 
En el Iintorior del circulo unidad, donde la serio y anzk es convergente, esta 
0 


función puede expresarse en la forma 


2 n 
Y) apz*— Y) anat 
0 y 


On (0) —— 5 — $) E) =(lj1 0, , 91 A + - +) (2-51) (2— 2) 


y: pe ene, rene os analítica en un entorno del origen do coordenadas. De 
a fórmula (7.3:9) se deduce que ésta es analítica también on todo el recinto A 


(donde la función q, (3) = Y OZ a,2* es analitica). 


Para la acotación quo necesitamos, la función (0, (z) es más vontajosa que 
la función q, (z). Precisamento, on los puntos de frontora del sector situados 
fuera del círculo unidad, puode utilizarse el hecho de que el módulo del denn- 
minador del quebrado | z |?+? vs muy grande (para valores grandes de n), mien- 
tras que on Jos puntos de los radios que son próximos a [, o a Ex, las difurencias 
rospoctivas z — ft; y z — €2 son muy pequeñas en valor absoluto. 

Despuós de ostas explicaciones, acotemos supcriormente el módulo de 
On (2) on distintas partes de la frontera del sector. 

Ses e” un número positivo arbitrario. Elijamos N (s') de modo que sca 
lar | <e' para k > N (e). Entonces, on los puntos pertonecientes al intor- 
valo Of, (o al ¡intorvalo O%z,), tendremos: (n > N (£*)): 


n 
y (> az” 
| 0, (2) || —— (¿—E1) (¿—53) 


09 on 
-| » aya —n=1 (2 —£1) c—0|<e y | 2 | 4n-1]3—E1| |2—¿21. 
n+i n- 1 
Observando que 


[4 


1 > 
Y ls la] 1) 21 y l1t2J<2, 
n-+1 
obtenemous: 
| (wn (3) | < 28” para n > N' (6). 
Examinomos ahora | o, (z) | en cl intervalo ¿,z, (o en fz24). Dosignemos el 
radlo 41 + £ del arco del sector modiunte R. Observando que |z — €; ] = 


Sa lil—1lz=tl<!121+ 15. 1<2R y dosignando con M el max | y (3) | 


$ 7. COMPORT. DE LA SERTE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA 375 


en el conjunto de todos los puntos del sector, para n > Y (e”), tendremos: 


n 
y (2) — Y, ago 
(0, (2) =| PM aw 60) |< 
N(e”) 
MY las pr m+ Y a, |] =p 
E , 
ne 
Y Janp]zl” Nte") ias 
Nes i t'— 
SS AOS e 
0 
n pai Nte”) 1214 
2 
+2Re Y Ja pa a (m4 2 [on 12% ) a E 
Nen+1 
|3 ll A Ne) [211 
+ 2Re! nn pa <2R (M4 Y) 1ukt”) 0er + 2Re” 
0 
Porn 
[2 |—1 2 |—1 1 4 


DS e TO 


Por consiguiente, 
N(a”) 


2R (M+ $ | az] AX) 
7 B1< FT 
y podomos elegir al número N, (e') > N (e”) de tal modo que, para 2 > N, (2'), 


el primer sumando del segundo miembro de la desigualdad sea también menor 
que €”, y, por consiguiente, 


| n (2) 1 <(02R454) €” para n >N (8) > ÑN (81). 
Hallemos, finalmente, una cota para el módulo | w, (z,,)| eu los puntos 


«lol arco 7122 (incluyendo sus extremos zí y z2). Aquí se tiene: Jz—f,|< 2%, 
j:—l2|<2R y 


+ 246”, 


n Ne”) 
OATES M+ Y [an Re 
0 
(1 <—— 5 MA 2 + 
n We”) n 
|a, RE M4 Y Jan | 2 Y Ri 
Nie7+1 Ss 0 r Ne y+1 
+A —Á 4 e A < 
Nv(e”) ES 
MW an | AI Mu Y jap| A* 
2 | 4me' $ 198 En2 


, 


e. 


<A RAT A + 
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Tomando Na2(8) > N, (8) 2 N (e) de modo que el primer sumando del 
segundo miembro do la desigualdad seca menor que e” para » >> N2(e”), oblo- 
nNOmus: 

8R? 


[on (91< (E+1) e, 1 > Na(e. 
Obsérveso que on el punto :=0, «, (2) ticno el valor 2,,1-51%2 (igual al 
cn On (2)), do modo que |w, (0)|=]4p414|<e” para n>N(e”) y en los 
o 


untos 2 Es y z=(>, (0, (3) so anula, Por lo tunto, en todos los puntos do 
a trontera del sector, para n > N2(e”), so tiono: 


[Un (5) 1< (E) e = ma (2e, QR+1yE", (41) e") : 


En virtud del principio del módulo máximo, esta dosigualdad se vcrifice 
también en los puntus del arco a. Pero 


n 
y (2)— Y) anz* 


1 . y» > 
A (¿— 52) 


y en los puntos del arco au el módulo (0, (2) | satisface a Ja desigualdad 


(5). 


n n 
| 0, (11=| vt) Y) ans [| 2—E1||2—£21 > me —>) ayzk 
0 


1 


de donde 


n ' 
y9— > aja | < ZA e'=e para n2> N, (e). 
e | 


Como e” es arbitrariamento pequeño, de aruí su deduce el resultado pedido. 
Gomo un cjemplo simple, consideremos de nuevo la seric binomia 
[+ 1] 


7 ( E ) P=(1+2 
0 


a 
n 
razón, la serio binomial ticno que converger en todos los puntos do la circun- 
ferencia unidad que sou regulares para su suma (1 + 23%, o sea, en todos los 
puntos z = e% 4 — 1. La convergencia es uniforme en todo arco de la cir- 
cunferoncia que no contenga al puato ¿ = 1 ni en su interior, ni como uno do 
sus extremos. Me E 

Obsérvese que del hecho de que los cooficientes de una serie de potencias, 
con el círculo unidad de convergencia, tiendan a cero y de que la serle sen uni- 
fermemento convergento on algún arco de la circunferencia nnidad, no se deduce 
ni mucho menos que los puntos de este arco sean regulares. Esto nos muostra 


En la pág. 368 se dumostró que lim ( ) o si Ro a >—t. Por uste 
N=+00 


0 »l 
el ejemplo do la serio >) e , para lu cual, como ya se vio (púg. 340), todos 


0 
los puntos de la circunferencia unidad son singulares. 
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En conclusión, veamos el ejemplo, pertenccieonto a N. T.uzin, do una serio 
do potencias cuyos coeficientes tienden a coro y la cual es divergente en todos 
los puntos de la circunferencia unidad. 

Considoremos el polinomio 

1l— 2P 
Ep()=1 424... 3 1 po 


fín el punto ¿=e0, situado en la circunferencia unidad y distinto do 1, 
el módulo do gp (£) tieno ol valor siguiente: 


¡ ip  1p0 —1p9 pO 
es — e 1p0 e2 tele 2 SEO] 
IN sE 

léptedi=|— 0 || a a |" A 
e? (e la 2 E0 2 


Como para lpl<+ 
2 P 
lol isnpl<S1ol, 


para 0</10|< ” obtenemos la desigualdad: 
2 p Bl 


10 . 2. 2 
gp (e 12077 7? 
2 


Esta desigualdad es válida Lambién para O = 0, puesta que gy (1) = p. Evi- 

dentemento, para cualquior punto ¿y Ss e existe un número entero Xky, 0 < 
_£stHol 

< ko < p—1, tal que el punto s =e P tg portenece al arco du la circun- 

forencia unidad para el cual | arg: | <> . Para cate valor ko, obtenemos: 


1 2h pt 9 
leple P tol>—<P. 
Por consiguiente, 
_ 2nhi » 
max gple P ll» =—p. 
k==b. e al pl 50 | 7? 


Formemos ahora para cada númoro natural p el polinomio 
27 


A 
Hp()=8Ep() + Pgple P 34 

ELA - ZP y 
+2%g) (e PO A. TD le ? 2). 


Como En, (z) contiene términos con potenolas de z desde cero Llasla p — 1, 
2: 


— + 
zPgp (e > z) contiene términos con potencias de z desdo p hasta 2p — 1, . 
-2np—1) 4 


¿(P-W0Pg, (e P z) contieno términos con potencias de z desde (p—1) p. 
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hasta p? — 1, on la expresión de //, (2) no habrá términos semejantes y H (2) 
3crá un polinomio de grado p* — 1, cuyos cocficientes todos son en valor absolu- 
to iguales a la unidad. 

Formemos, finalmente, la serie 


m4) A ES E IN (7.3:10) 
Z VE 


(amo cuda término do la sorie que figura en el primer miembro ropresenta un 
polinomio que contiene potencias de 3 desde 1? + 22+ ...-+ (p — 1)? hasta 
144 +... + (p— 1) + p?— 1, dos términos de la sorie no contienen 
potencias igualos de z. Escribiendo todas las potencias de z en orden de creci- 
miento con los mismos coeficientus que poseen en la expresión (7.3:10), obteno- 
amos una sorio de potencias: 


00 
Y an?” (7.3:11) 
0 


Como lim x,, = 0 (| %. A . donde p es un número natural que croro 
re=» oo Vo 
indefinidamente junto con nr), la serie (7.3:11) es convergente en el interior del 
círculo unidad. Deomostremos que ella es divergente en todo punto de la circun- 
00 


feroncia vnidad. Supongamos lo contrario. y sea convergento la serie Y) ant", 
0 


«donde | | = 41. Entonces tiene que ser convergente también la serie 
4 _ ¿num á 
y Ye . += Drmpg, (e P D, 


iep<o, («m<p 


«btenida de (7.3:11) uniendo grupos determinados de términos vecinos en uno. 
Poro esta última serio no puede ser convergente, puesto que sus términos no 
tianden a cero: 


4 21m 
+11+...+(0-1)2 mp “Tp E) |= 
máx — e = 
mel, t, ... p—1 Vo» " ; Epl + | 
21m 
— 20 2 
o Tuax ——lE) (e sl> == Y p. 

m=0, d, ..., p-1 len 5l sn Vp 1 


Roszumviondo, la serie de Luzin (7.3:14) es una serie de potencias cuyos coefi- 
cientes tienden a cero y la cual no es convergente en ninguno de los puntos de la 
circunferencia unidad. 

Del teorema de Fatou so deduce que todos los puntos de la circunferencia 
anidad son singulares para la suma de la serio construida. En ofccto, en los 
puntos singularos ésta tendría que converger. 

Señalemos también que la serie do potencias 


—Gp2 +02 Qi... apa i— aprte, 
a] 0 1 1 R 
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donde Gp. Xy, +... . - - son los coeficientes do la serie de Luzin, es con- 
vergente on ol Snte: e = 3 (ya que pim n aa = 0) y es divergente en todos los 


demás puntos de la circunferoncia unidad: En ofecto, suponiendo que ósta fuese 


convergonte on cierto punto ¿+1, |[ | = 1, tendría que sor convergente tam- 
bién la serio 


A O A A 
y, por consiguiente, la serie 
A E +... 


o sea, la serio de Luzin sería convergente en el punto a = (? de la circunferencia 
unidad, lo cual es imposible. 


CAPITULO 
CUARTO 


DIVERSAS SERIES. RESIDUOS. 
FUNCIONES INVERSAS 
E IMPLICITAS 


5 1. PRINCIPIO DE COMPACIDAD 


1.1. Como ya se sabe, de una sucesión arbitraria de puntos (2, ) 
A se puedo oxtracr una sucesión parcial convergente ny) 


No obstante, el límite de esta última puede ser un número impropio, 
es decir, infinito. Para que el límite siempre sea finito es suficiente 
exigir que la sucesión (fz,) esté acotada. ¿Se verifican proposiciones 
análogas para una sucosión arbitraria de funciones (ff, (2)), analí- 
ticas en un recinto G? ¿Es posible afirmar, por ejemplo, que cual- 
quier sucesión tal contiene alguna sucesión parcial de funciones 
uniformemente convergente en el interior del recinto G (la función 
límite, según el teorema de Weierstrass, tiene que ser analítico 
cn el recinto G)? Unos ejemplos sencillos muestran que para una 
sucosión arbitraria de funciones analíticas puede no existir tal suce- 
sión parcial. 
Consideremos, por ejemplo, la succsión de funciones: z, 23, ... 
nz, ... en el círculo unidad. Esta converfro hacia cero si 
2=0 y hacia oo siz>30, y cada una de sus sucesiones parciales 
posee las mismas propiedados. Tomemos también la sucesión de 
funciones 72, 2*, 2%, ...,2", ... en el círculo |z|-<2. hasta 
converge uniformomente hacia cero en el interior del círculo unidad 
y hacia el infinito cnando 1 < |z|<2. Pour consisruiente, cual- 
quier sucesión parcial de la misma posee las mismas propiedades. 
Evidentemente, en cada uno de los ejomplos indicados no existe 
binguna sucesión parcial que sea uniformemente convergente en el 
interior dol recinto correspondiente (en el círculo |z |< en el 
primer ejemplo, y en el círenlo |z | < 2 en el segundo ejemplo). 
Diremos que un conjunto infinito de funciones £ (o una suce- 
sión de funciones). analíticas en un recinto G, es compacto 
cn este recinto, si cualquier sucesión de Junciones (f, (2)), perteno- 
cientes a E, posee una sucesión parcial Ena (z)) que es uniformemenle 
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convergente en ol interior de €. Los ejemplos anteriores muestran 
quo la sucesión fnz) no cs compacta en el círculo unidad y la suce- 
sión (2”) no es compacta en el círculo | 2 | < 2. 

l)emostremos la proposición siguiente: 


Lema. Si la sucesión (f, (2)) está uniformemente acotada en el 
circulo K: |z — zp | < R, o sea, que existe un nmáímero positivo M tal 
que para cualquier n se cumplen las desigualdades 


|fn(2)] <M 
en todos los puntos del círculo K, entonces esta sucesión es compacta en K. 


Demostración. Consideremos Jos desarrollos de las fun- 

ciones f, (2) en series de polencias: 
falo = AUR AP a+ YA (az. (4.1:1) 
En virtud de las desigualdades de Cauchy para los coeficientes 
de una scric de potencias (vóase el tercer cap., ap. 5.4), para cada 
p, O<p<R, se tiene: 
M 
ar <a, 

donde 


Mn died Ín(2)1< M. 


Cuando p tiende al límitc R, para cualquier entero nou negativo k. 
obtenemos: 


AS A (1.1:2) 


De aquí se deduce que cualquicr sucesión de coeficientes homó- 
nimos de Taylor de las funciones f,, (z) (es decir, de cocficientes de 
una potencia fija de z) está acotada. 

, Utilizando csta propiedad, tomemos en la sucesión (f, (2)) nn 
sucesión parcial 


PA O O (1.1:3) 


tal. que converja hacin cierto límite la sucesión de términos indepen- 
dientes (4/""?) correspondientes a los desarrollos de Taylor. Do la 
sucesión parcial obtenida extraemos una nu6va: 


Ínz (2), f nz (2), ce. a (2), 4 (1.4:4) 


de modo que para ella sea convergente también la sucesión de los 
cooficientes de la primera potencia de 2 — z¿ en las desarrollos 
de Taylor de estas funciones. En general, si ya se ha elegido alguna 
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sucesión parcial de funciones 
Fntm) (2), Í,, sm (z), .../ En) (2), ... (1.1:5) 


de modo que para ella converjan hacia límitos finitos las sucesiones 
de los cocficientes de los desarrollos de Taylor de las potencias 
(2— 2) ..., (2 — 2pq)"*, entonces extraemos de la misma una 
sucesión parcial 


$) (2), ... 


Ínim+n (2), fat (2), ..., Í,.:m 


++ 


tal, que para ella converja también hacia un límite finito la suce- 
sión de los coeficientes de (z — zp)”. 

Supongainos que ya se han formado las sucosiones (1.1:5) para 
cualquier natural m, extraigamos de éstas una sucesión dia- 
gonal, formada por las funciones gue ocupan el m-ésimo lugar 
en la sucesión de índice m. Obtendremos una sucesión 


fallo hello o fe lr << (1.4:6) 


donde se ha hecho vm=x0") y 
fu, (3) = AU 4 AU (22) A A (a A 


Evidentemente, (1.1:6) es fluna sucesión parcial de la sucesión 
inicial (f, (2)). Además, para cualquier entero no negalivo k, todas 
las funciones (1.1:6), comenzando desde la (+ 1)-ésima fun- 
ción f,, ,, Pertenecen a la sucesión parcial 


Íngt41 (2), Ing+ (2), OS Ín0+0 (2), Ls 


Por consiguiente, para las funciones (2.1:6) son convergentes las 


sucesiones de los coeficientes (4?) para cualquier número entero 
fijo no negativo k. Fagamos 


lim AÑ" — Ap. 


Mi-+00 


Como cada uno de los coeficientes 4h” satisface a la desigualdad 
(1.4:2), esta misma desigualdad se verifica también para los núme- 
ros An: 


M 
Al <=z (k =0, 1, 2, o E (1.1:7) 
De aquí se deduce que 


iS al E] 1 
lim VIAL |< 
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y. en virtud de la fórmula de Cauchy-Hadamard (cap. 3, ap. 5.1). 
el radio de convergencia de la serie de potencias 


AFA (220) +... FAr(3— 2) +... (1.1:8) 


no es menor que Ri. Por esta razón, la suma f(2) de la sorie 
(1.4:8) represonta una función que es analítica en el círculo X. 
Demostremos que la sucesión (1.1:6) converge uniformemonte hacia 
f(z) en el interior de K. Es suficionte convencerse que la 
convergencia uniforme ticne lugar en todo círculo cerrado 
[—2%| EPR. 

£ un número positivo arbitrario, tomemos un número 
natural ny, de modo que se cumpla la desigualdad 


y ME) <3- (1.1:0) 
no+t 


Entonces, debido a las desigualdades (1.1:2) y (1.1:7), 


co ón 
(Yin) | pr p y” e 
2 Amis ME) <E 
nu-+-1 no+1 
[o..] 00 
n E 
>, |Antp" < Y) M (5) <xÍ». 
no+1 no+1 
y, por consiguiente, paya |2—Zo| <p, tendremos: 


fo, (2) —1(09)1=| Y (Ag — An) (a— any" | < 
U 


09 
« añ — Anfer  ¡armipr+ Y [Ano < 
0 no+1 no-+ 1 


no 
< YN 140mM—Arpr+Ze. (1.1:10) 
0 


Como ny está aquí fijado y Jim A(Ym?! = An, para m>> Mp suli- 
m-»oo 
cientemente grande, se tiene: 


ro 
Y ART An p<. 


0 
Por consiguiente, 


fu, (23)—f(3|<e (12—2| <p, m > mp). 
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Por lo tanto, queda ostablocida la convergencia uniforme de la 
sucesión (1.1:6) en el interior del círculo XK. Hemos demostrado 
quo la sucesión (1'1:1) contiene una sucesión parcial (1.1:6), la 
cual es uniformemente convergonto en el interior de X. Con esto, 
el lema queda demostrado. 

Para enunciar la condición necesaria y suficiente para la compa- 
cidad en cualquier recinto G, convengamos en llamar a un conjunto 
de funciones Kk uniformemonte acotado en el 
interior del recinto 6G, si para cualquicr conjunto 
cerradu de puntos F' del recinto G existe un número positivo M (FP) 
tal, que toda función f(z) € £ satisfaco en todos los puntos del 
conjunto F a la desigualdad 


|[F(2)| <M(F). 
Demostremos ahora la siguiente proposición: 


Peorema de Montel. Para que un conjunto E de fun- 
cinnes, analíticas en un recinto dado (=, sea compacto en este recinto, 
es necesario y suficiente que esté uniformemente acotado en el interior 
de este recinto. 


La condición del teorema es necesaria parn la compacidad del 
conjunto E. En efecto, supongamos que E es compacto y que no 
está uniformemento acotado en el intorior de €. Entonces tiene que 
existir un conjunto cerrado F' de puntos del recintuo G, on el cual 
los módulos de las funciones pertenecientes a E pueden tomar valores 
arbitrariamente grandes. lin otras palabras, para todo número 
natural n se pueden señalar una función f,, (2) € E y un puntoz, < F 
ales, qne en este punto se verifica la desigualdad, 


lfa(2n) >». (n=3,2,3,...). (1.1:11) 

Como el conjunto £ es compacto, de (ff, (2)) se puede extracr 
una sucesión parcial (f,, (2)) que sea uniformemente convergente 
<n ol interior de G y, en particular, en F. La función límito f (z) será 


analítica en G y, por consiguiente, continua en F. Designemos 
con M ol max |f (2) | (< 00). Como, en virtud de la convergencia 
P 


uniforme, en todos los puntos del conjunto Y tienen que verificarse 
las desigualdades 


fa, (9 <1 para nm>NÑ, 
se tiene: 
fa, (9 1<1/(2)]|+1<M4-1 


en todos los puntos del conjunto F y para todos n, >> N. Pero esto 
contradico al hecho de que los valores | f,, n En, | 80n arbitrariamento 
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grandes (son superiores a n;). Do esta contradicción se deduce que 
la condición del teorema es necesaria para la compacidad. 

Domostremos que ésta cs lambién suficiento, Supongamos que 
el conjunto de funciones E está uniformemente acotado en ol inte- 
rior del recinto G. Cerciorémonos primero que, para cualquier con- 
junto cerrado F de puntos del recinto G, de una sucesión arbitraria 
de [unciones (f, (2)) pertenecientes a £, se puede extraer una suce- 
sión parcial que sea uniformemente convorgoente en F. Con esle 
fin, para cada punto z del conjunto F' consideremos algún entorno 
O ,, perteneciente a G junto con su frontera, y sea e, un entorno 
con el misino centro pero de menor radio (por ejemplo, does vecos 
menor). Debido al lema de Heine-Borel, existe un número finito 
de lales entornos: Us Uzyr + - +9 Uzo, QUE cubren a £. En cada uno 
de los entornos correspondientes b, G=1...., g) los módulos 
de las funciones de la sucesión (f, (3)) estarán uniformemente aco- 
lados: 


[nt] < My, € 0, (n 1,2,...). 
Por consiguiente, según el lema demostrado, se puede extracr de 
ff, (2)) ina sucesión parcial Un (2)) que sea uniformemente conver- 
gente en el interior de U,,, se puede extraor de des (2) ) una sucesión 
parcial (f,: (2)) que seca uniformemente convergente en cl interior 
de Ez, ctc., finalmente, sc puede extracr de Usan (a) una suce- 
sión parcial JO (2)) que sea uniformemente convergente en el 
interior de Oz. Por la construcción misma, la sucesión U,so (2)) 


converge uniformemente en el interior de cada uno de los 
entornos PY”, (1, . 


; . -, q), €n particular, converge uniformemen- 
te en el interior de cada uno de los entornos 4,, (jp =4, ..., 4) y. 
por consiguiente, también en el conjunto F que está cubierto por 
las entornos uz, G=1L. 2.50) 

Así, pues, para cualquier conjunto cerrado £ CG, la sucesión 
Un (1) contiene una sucesión parcial que converge uniformemente 
en FF. 

Consideremos una sucesión de conjuntos corrados (F,) (v = 
= 41,2, ...), de los cuales cada Fy está formado por todos los 
puntos del recinto G cuays distancias hasta Ja frontera 10 son meno- 


tl, 
res que — (la causa de que el conjunto F, sea cerrado se debe a que 


la distancia p (z, TY desde el punto z hasta Ja frontera del 
recinto G e3 una función continua de z (ap. 3.8. cap. primera) y, por 
consiguiente, si 3 es nn punlo de acumulación para F,, ontoncos 
25—1199 


386 CAP. IV DIVERSAS SERIES, RESIDUOS 


para éste 
P (20, 1) =lim p(z, 1) >). 
z->20 


zEF,, 


Está claro que si v es suficientemente grande (v>vp), todos 
los conjuntos F, no son vacios; además, Fyy4 DF Av=1,2,... 
y. finalmente, todo conjunto cerrado F” < G pertenece a todos los 
P,, comonzando desde cierto v en adelante (si la distancia desde F 
hasta la frontera del recinto G es igual a p > 0, entonces es sufi- 


ciente tomar > <p para que sea F C F,). En otras palabras, (F,) 


es una sucesión creciente de conjuntos cerrados que aproximan a G 
por el interior. Extraigamos de (f, (3)) una sucesión parcial ni (2)) 


quo sea uniformemente convergente en F,, extraigamos Juego de 
Cas (2)) una sucesión parcial Uns (2)) que sea uniformemente 


convergente en F), etc. Resultan unas sucesiones parciales (fm (2)) 


(m = 1,2, ...), de las cuales, cada una (correspondiente al índice 
m) está contenida en la anterior y converge uniformemente en F,,. 
Evidentemonto, la sucesión diagonal 


bas l)r Iagli)r .-.. 1 so (0, ... 


está contenida en (ff, (2)) y para cualquier natural n todos sus tér- 
minos, comenzando desde Ífn(m) (z), pertenecen a la sucesión parcial 


(fam (2)). Por lo tanto, la misma converge uniformemente en 


cualquier conjunto F,, y, por consiguiente, converge uniformemente 
en el interior del recinto G (puesto que, como se observó anteriormen- 
te, todo conjunto cerrado P — G está contenido en F,, para m sufi- 
ciontemento grande). En resumen, cualquier sucesión de funciones 
ff, (2)) del conjunto E contiene una sucesión parcial que es unifor- 
memente convergente en el interior del recinto G. con lo cual se ter- 
mina la demostración del teorema de Montel. 

En una serie de cuestiones de la teoría de funciones se introdnce 
uo concepto más general que el concepto considerado aquí de com- 
pacidad. 

Diremos que una sucesión de funciones ff, (z)), analíticas en 
un recinto G, converge uniformemento hacia 
el infinito en ol interior del recinto GC, 
si para cualquier conjunto cerrado P C G y para cualquier número 
positivo M, existe un número N = N (M, F) tal, que en todos los 
puntos del conjunto F y para cada n >> N = N (M, PF) se verifican 


las desigualdades 
|fn (2) > M. 
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Un conjunto E de funciones, analíticas en un recinto G, so llama 
familia normal de funciones en este 
recinto, si cualquier sucesión de funciones ff, (2)), pertene- 
cientos a E, posee una sucesión parcial (fa, (2)) que converge unifor- 
memente en el interior del recintu G hacia una función analítica o 
hacia el infinito. 

Debido a esta definición todo conjunto compacto de funciones 
analíticas es también una familia normal. Por esta razón, la con- 
dición de acotación uniforme en el interior del recinto G, siendo 
una condición suficiente para la compacidad., será también suficien- 
te para la normalidad. Claro que ahora esta condición no es nece- 
saria, como esto se ve en el ejemplo de la sucesión de funciones 
(z — n), la cual converge uniformemente hacia oo en el círculo 
unidad y, pur consiguiente, es normal. Al final del capítulo octavo 
volveremos a estudiar las familias normales. 

1.2. Una propiedad importante de los conjuntos compactos de 
funciones analíticas viene dada por la siguiente proposición. 


Teorema de Vitali. Si una sucesión (f, (2)) de funciones 
analíticas en un recinto (+, es compacta en este recinto y converge en un 
conjunto de puntos e CG, que tiene por lo menos un punto de acumula- 
ción perteneciente al recinto, entonces esta sucesión converge uniforme- 
mente en el interior de G. 


Demostración. Debido a la compacidad do la sucesión 
(fa (23), de cualquier sucesión parcial de la misma Cn; (z)) se puede 


extracr otra sucesión parcial Uns (2)) que es uniformemente convar- 


gente en ol interior de G. Demostremos que todas las sucesiones 

parciales de la sucesión (ff, (2)), uniformemente convergentes en 

el interior de G, convergen hacia una misma función límite f (2). 

En efecto, supongamos que lim Ív, (2) =$ (2) y lim fu, (2) = 
09 ->-00 


= Q (2), donde (f., (23) y (fu, (3)) son dos sucesiones parciales 
de la sucesión (f, (2)), uniformemente cunvergentes en el interior 
de G. Las funciones f (z) y y (2) son analíticas en el recinto G (debido 
al teorema de Wejerstrass); además, éstas coinciden en el conjunto e, 
que tiene puntos de acumulación en el recinto G (en los puntos del 
conjunto e existe el lim f, (z); por esta razón, también tienen este 


noo 


mismo límite en estos puntos las sucesiones parciales Un (2)) 
Y Cu, (2))). Por consiguiente, según el teorema de unicidad (cap. 


tercero, ap. 6.1), las funciones f (z) y q (2) coinciden en todo el 
recinto G: q (2) = f (2). 

Demostremos que toda la sucesión (f, (2)) converge uniforme- 
mente en el interior de G hacia la función f (2). Suponiendo que no 


25* 
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fuese cierta esta alicmación, tendría que haber un conjuuto cerrado 
FG, en ol cual (f, (23) no convergoría uniformemente hacia 
f (z). Por consiguiente, existirían un número posilivo a y unos indi- 
ces rt, y los punlos correspondientes Za del conjunto F, tales que 


| fm, (Za) — Y (24) | > a (> 0), k=14,2,... (1.2:1) 


Consideremos la sucesión (fa, (2)). Esta contiene una sucesión par- 
cial Us (z)) uniformemente convergente en Ff, para la cual, según 


lo domovisado an O la Minción límite cs f (z). Por lo tanto, 
If. (23—f (| <a para 2EF, ni>N 


y, en particular, 


| 


3 (a) — 1 (2a) | <a (1.2:2) 


para valores de k e aras rrandos. Pero lag desigualdades 
(1.2:2) contradicen a las desigualdades (1.2:1). Por consiguiente, 
la hipótesis do que la sucesión (f, (23) no converge uniformemente 
en el interior de G hacia la función f (2) , no es cierta. Con esto se 
tormina la demostración del teorema do Vilali. 

Presentomos aquí una de las aplicaciones más simples del teo- 
rema de Vitali, a la cual haremos referencia a continuación. Sea G 
un recinto arbilrario del plano z y UT, ima curva rectificable del 
plano w. Consideremos una función de dos variables F' (2, w), ana- 
lílica respecto de z en el recinto G para cada w perlencciente a JP. 
Supongamos que esta función es continua respecto de «ww en P para 
cada ZEG y está unilormemente acotada en valor absuluto en el 
interior del recinto C para todos los puntos tw € T. En estas condi- 
ciones, se puede afirmar que la función 


1H) =Í F(z, w) de 
r 
es analítica on el recinto G, y que cualquier sucesión de sumas 
integrales 
fn (2) — y Pie a) A, — a, 


convergente hacia la integral para cada z perteneciente a G >), 
converge unilormemente hncia f (2) en el interior de G. En virtud 


*) Si la ecuación de la curva los we=q (0) (a S:<B) y e = q (q, 


os suficiente oxigir que á, -- max y — ¿my tienda a coro cuando 
head, tl .., Mz 
n — 00, 
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del teorema do Wejierstrass subre las series de funciones analílicas, 
os suficiente demostrar la última proposición. Pero ésta os conse- 
cuencia inmediata del teorema de Vilali, pues la sucesión (f, (2)) 
es convergente en el recinto G y está uniformemente aculada en cada 
conjunto cerrado acotado E CG: 


US 
ta le Me Nui — th | ML, 
U 


donde Mp es el extremo superior de |/F (a, t0)| para ¿EL y wEl, 
y L es la longitud de la curva P. Del mismo teoroma de Weicr- 
strass se dednce que 


1] 
A nn) 
py ra) ; = i O 
] (2) lim y, de te Oz m 
= 0 


Ñ pe , 
Ma — who) = | AA 


para cualquier nalural m. 

Generalicemos la proposición oblenida para el caso muy impor- 
tante en las aplicaciones en que P es una curva ilímilada: w 
= (0) a <t< fp, En q (1) = oo, para la cual cada arco P;: 


aZlisSt< fp us rectilicable. 

Sea F (z, 6) una función analítica respecto de 2 en un recinto € 
para cada w lijado en T, y continua respecto de w en P para cada z 
fijado en el recinto G. Supongamos luego que para cualquier 1 < f 
esta función está uniformemente acotada en valor absoluto en el 
interior del recinto G para todos los punlos w E T',. Jin otras pala- 
bras, pará cada conjunto cerrado y acotado E CG y para cada 
T,0<tT<f, existe un número Me (7) < oo tal, que 


| (3, w)|< Mytv) para 23€ E y w€l.. 


Jn estas condiciones, según Jo anterior, las integrales 


[E (a, 10) de= /.(2) 


tz 


ropresentan funciones analíticas en el recinto €. 
Supongamos, finalmente, que estas integrales 90n absolu lamen le 
convergentes para T — 00, es decir, que para todo 2 € G exisle_ nn 


Jímite finito ca Ñ |F (3, w) | ds=V FF (2, w) | ds, y la función 
To» 
Ta F 


$ lA u»| ds está acotada en cl interior del recinto G. 
F 

Entonces Ja familia de funciones analíticas (f. (z)) estará uni- 
formemente acotada en el interior del recinto € (ya que |f; (2) | sa 
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< Ñ |P (2, w) | ds < S IF (z, w) | ds), y, por consiguiente, y a ella 
r r 
o a cualquier sucesión (fx, (2)). donde Tn —» f, puede aplicársele 
el teorema de Vitali. 

Definitivamente, obtenemos que la integral impropia 


j F (2, u) de == f (2) =lim f.(2). 
y tb 

bajo las hipótesis hechas, representa una función analítica cen el 
recinto 


Además, según lo anterior, para cada natural m y cada t< f, 
tendremos: 


9 Pr (z, 
Jon (>! A dos 
ES 
por lo tanto, basándose en la convergencia uniforme de la familia 
[f.(2)) en el interior del recinto G, obtenemos: 


pom (2) Lim f27 (2) == lim | E do | E de. 
TB Tt=fB y A Fr 
T 


Como ejemplo, consideremos la denominada transformación 
de Laplace de la función e(t): 


on 


| eto (0 dt. 
0 


Aquí la integración se efectúa a lo largo de la parte positiva 
del eje real (I: -=1, 0<t< 00) y p(t) es una función de variable 
reunl, definida y continua para O<t< oo. Haciendo 


Fla, t)=e"p(), 


vemos que F' (z, 1) es una función analítica respecto de z en tudo 
el plano. Además, de la igualdad 


[F (2, t)|= ep) | 


se deduce que |F (z, £)) está acotada en todo recinto acotado del 
plano z, para todos los ¿ pertenccientes a un intervalo finito 
arbitrario fijo. Si suponemos además que para cierto número real € 
y para un número positivo a se verifica la desigualdad 


Ip (t)| <ae“! para t7>T (a, C), 
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entonces, para cada z perteneciente al semiplano z-—Rez>C, 
tendremos: 


[F (2, t) | <ae-**-0) para t>T7 (a, C). 
De aquí se deduce, ante todo, que la integral 


on 


| |£ (z, E) [da 


es absolutamente convergente en el semiplano Re z>>C y también 
que esta integral está acotada en cada semiplano Re z>C-+ e, 
8 >0; si z>C+e, ontonces 

09 00 

j ira, A AI 

0 
donde Á es cualquier número positivo superior a 

Tía, €) 


j 16 01a, 
Ú 

por ejemplo, 
Tía, C) 


A= | et 9 (e) | dt. 
0 


Así, pues, de la condición 
Ip (t)| <aeCt para ¿>>7 (a, C) 


se deduce que la transformación de Laplace de la función q (t) 
09 


/(2)= | ep (1) at 


representa una función uniforme y analítica en el semiplano Re z > C-. 
Para la derivada de urden m obtenemos en el mismo semiplano 
la fórmula: 


foo (2) =| (9 "ep (9 at. 
Ú 
La comparación de la transformación de Laplace Ñ et y (1) de 
0 


co 
con la serie de Dirichlet ; ac, que también representa una fun- 
1 
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ción analítica en el semiplano (véase a continuación en el ap. 2.2). 
muestra que la primera se puede considerar como la analogía inle- 
gral de la segunda, del aio modo que, por ejemplo, la transfor- 


mación de Fourier a. Y (t) de se puedo considerar como In 


ea integral de la serie de Fourier (escrita en Torma compleja) 


$ A 
—oo 


$ 2. SERJE DE LAURENT. SERTES DE DIRICHLET. 
TEOREMA DE UNGE 
2.1. Entro las clases de series de funciones analíticas, distinlas 
de Jas series de potencias, las más próximas a esbas últimas por su 
origen son las series dispuestas según las potencias enteras negativas 
de z— zo: 


An 1 Ay(2— 20)? | Azl3— 29 *+... 27 Anlz—-20) "+... (2.1:1) 


. e 1 : 
Hacicudo $ = peral transformemos (2.4:1) a la forma 


Ay RAR AI AN (2.1:2) 
5) radio de convergencia de la última serio es A... ———— e : 
lim y | An | 


1400 
si R= 0, la serie (2.1:2) converge solamente en el punto [E =0: 
si 0<0hHN< Oo, la serio es absolutamente convergento en el círculo 
[£]|<R y es divorgento fuera del mismo; finalmente, si A = oo, 
la serie es absolutamente convergente cn todo punto finito del 


plano. De aquí y de la rolación |] = Ta=%0T 


lim E 14,|— 00, la serie (2.1:1) es A en lodo punto 
finito; si 0 < lim Y 1 An |< oo, la serie es absolutamente conver- 


gonte para |2=Z0 | > Tim VIAnl An | y es divergente para] 3 — zp | < 


<Tim y VA nl; finalmente, si lim VIA, | | =0, la serie cs abso- 
lntamen lo convergente en todos los puntos del plano, a excep- 
ción del punto z — zp. En otras palabras, el campo de convergencia 
de la serie (2.1:1) es el cxterior del circulo de radio 


Fa lima V | An | con el centro en zp, el cual, para r = oo deyenora 


se deduce que, si 


en ely punto del infinito, para 0 <r < oo es el extorior del círculo 
en el sentido propio de la palabra y, finalmente, para r = O se con- 
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vierte en todo cl plano, del cual se ha excluido el punto 3 — zp. 


Supondremos que r = lim 1 A, |< 00; entonces, verdaderamente. 
existe un campo de convergencia de la serie (2.1:1) | z — zo | >> r. 
que designaremos mediante X. Conso la serie (2.4:2) es unilormemen le 
convergente en todo conjunto cerrado de puntos del círculo de: 


IZI<R y la transformación lincal Z transforma cual- 


quier conjunto cerrado de puntos del círculo k en un conjunto cerrado 
de puntos del recinto K y viceversa, la serie (2.1:1) convergo unifor- 
memente cn el interior del recinto XK. En este recinto ésta delermina 
una función F (2): 


Fiz) = A+ Ap(2— 2) A... An (2— 29) "+... (2.4:15) 


que cs analítica (según el teorema de Wejerstrass) en todos los punlos 
finitos del recinto XA. En el punto del infinito, F (2) loma el valor 
Ao: F [o0) — Aj. Por definición, diremos que la función + (2) es 
analítica en cl punto del infinito. Por lo 
tanto, la analiticidad de la función en cl punto del infinito tambien 
se caracteriza por la existencia de un desarrollo de la forma (2.1:1”), 
que es convergente en un entorno del punto del infinito. 

Una serie que generaliza el conceplo de serie dispuesta solamen te 
según las potencias enteras no negativas de z —zy (la serie de polen- 
cias) o solamente según las potencias enteras no positivas de 3 — zp. 
esla serie de Laurent. Así se llama la serie de la forma 


+ 00 
Y a, (2—2p)”. (2.1:3) 


Esta serie se entiende como la suma de dos series: 


pa tn (2—Zp)” y Z (Um (2— 2p) ”" (2.1:4) 


y Ye considera convergente cuando, y sólo cuando, son conver- 
gontos ambas Series (2.1:4). Así, pues, por definición: 


:|-0n v 1d 
Y 2n (2— 2p)" == lim DY) a, (2—2p)" +1im Y ao. (2— 20)", 
-= o V>o0 1) oo 1] 


vw, lo que es lo mismo, 


+ Y, 
Y, An (2— 2p)* =- lim Y an (3—2p)". (2.1:5) 
—uL YM —puM 


poo 


Aquí y y y tienden hacia el infinito independientemente uno del otro. 
La última expresión tiene cl sentido siguiente: para cada e >>0UÚ 
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existe un N (e) tal, pue para v > NY (e) y hn > N (e) se cumple la 
desigualdad: 


+oo Y | 
| Y an (2— 20)" — Y: an (220) "| <e. 
00 —A 


En virtud de la definición, las propiedades de convergenci4 
absoluta y uniforme de la serie de Laurent coinciden con las pro- 
piedades corrospondientes do las series (2.1:4). 


Designemos el lim y Ja, | coná y el lim Wla=n] | con r. Enton- 


ccs la primera de las series (2.1:4) es convergente absoluta y unifor- 
memonte en el interior del recinto G, que representa el interior de la 


1 
circunferencia DP: |z — zo | = Í= R, y es divergente en el exte- 


rior de esta circunferencia; la segunda de las serios (2.1:4) es con- 
vergente absoluta y uniformemente en el interior del recinto g que 
representa el exterior de la circunferencia y: |z— zp | = r, y es 
divergente en el interior de esta circunferencia. 

Los recintos G y g tienen puntos comunes cuando, y sólo cuando, 
se cumple la desigualdad 


r<R, (2.1:0) 


En este caso, la parte común de los recintos G y g reprosenta 
un anillo circular 0D: 


r<|z—z|<R. (2.1:7) 


En el interior del recinto (2.1:7) ambas series cunvergen absoluta 
y uniformemente; por consiguiente, en el interior de oste recinto 
converge también la serie de Laurent (2.1:3), que representa en D 
una función analítica: 


+» 
1) =2 anl2a—29)", r<jz=2%|<R. (2.1:8) 


£n cada punto situado fuera del recinto D es divergente una de 
las series (2.1:4), mientras que la otra serie continúa siendo conver- 
gente; de aquí que la serio de Laurent es divergente fuera del 
recinto D. En resumen, el campo de convergencia de la serie de Laurent 
es un anillo circular (con la condición (2.1:6)). A continuación, ha- 
blando dejlas series de Laurent, siempre se supondrá que ge cumple 
la condición (2.1:6), sin la cual no existe campo de convergencia 
de la seric. 

Sir<p<R, la serie (2.1:8) es uniformemente en la circun- 
ferencia y: | z — zo | = p; ésta también será uniformemente conver- 
gente en y después de que todus los términos se hayan multiplicado 
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por (2 — z0)7*-", donde k es un número entero arbitrario. Inte- 
grando la serie obtenida sobre y, resulta: 


+0 
2 e Y nl o da. 
? —00 


( 0 4 


Como muestra un simple cálculo, todas las integrales del segundo 
siiembro son iguales a cero, menos una de ellas, correspondiente 
a n= ke igual a 211 (hay que emplear la ecuación de la circunfe- 
rencia y: z = 29 + pe*?, 0 < 0 < 21). Por consiguiente, 


1 
| =D (k =0, a 4, +2, sn de (2.1:9) 


> (1— 2q)1+1 


Hemos obtenido Ja expresión de los coeficientes de la serie de 
Laurent mediante la suma de esta serie. De aquí se deduce que, 
si Jas sumas de las series de Laurent: 


ps «+0 
a) Ja (a) y p()=2 da), 


que son convergentes en los anillos circulares D y A y que contienen 
una misma circunferencia | z — Zy | = p, coinciden en los puntos de 
esta circunferencia, entonces los coeficientes de ambas series son 
iguwales dos a dos: 


Qs = ba (k=0, +1, + 2, O 


es decir, las series son idénticas. En particular, las serics serán 
idénticas si los anillos D y A coinciden entre sí y f (z) = q (z) en 
todos los puntos del anillo D. De lo expuesto se deduce que los desa- 
rrollos en serie de Laurent poseen la propiedad de identidad (propiedad 
de unicidad). 

Basándose en la propiedad de identidad, del mismo modo que 


eu el ap. 5.2 del cap. tercero obtendremos que, si el desarrollo 
Po 
Y a,2* representa una función par, entonces son iguales a cero todos 


== 00 

los coeficientes de potencias impares de z, y si es una función impar. 

entonces son iguales a cero todos los cocficientes de potencias pares. 
Demostremos la siguiente proposición importante: 
Peorema de Laurent, Toda función f (2), uniforme 

y analítica en un anillo circular D: r< |z-—2zp¿| < R, se expresa 

en este anillo por una serie de Laurent convergente: 


Í (2) == 2 Gn (2 — Zo)”. 
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Obsérvese que cu las condiciones de este leorema, el anillo puede 
degencrar en un círculo con el centro excluido (r — 0, R < 00), 
en el exterior de un círculo con el punto del infinito excluido 
(U<r. Ji == 00) y, finalmonle, en todo el plano con dos puntos 
excluidos: Zo y oo (r— U y R=00). En la demostración ulterior no 
quedan excluidos los casos indicados. 


FIG. 66 


Sen 3 algún punto del anillo O. Formemos un nuevo anillo DP”: 
r<|b—29]<R, 
silendo en el interior del aniJlo inicial y que contiene el punto 3 
(fig. 66). Para construirlo os suficiente tomar: 
r<r<|3i—2%|<R'<R. 


Supongamos también que [¿—z|=(p es una circunferencia con el 
contro on z, situada en el interior de D”. Como 


¿== 


es una función analítica de £ cn el reciuto D, a excepción del 
punto ¿ 2, según el icorema integral de Cauchy para un sistema 
de circuitos (ap. 2.5. cap. tercero), tendremos: 
1 m1 (5) l 10d ; 
2] rl tr] LA, to) 
Tu Py. Yo 


donde Pi, D,- y po denotan, respectivamente, las circunferencias: 
[oz |=JV. — |5—20]= r” y |i—2|=p, 


rocorridas, al integrar, on sentido contrario al de las agujas del 
reloj. Peru la última integral en la fórmula (2.1:10) es la integral de 
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Cauchy y, por consiguiente, es igual u f(z). Por lo lanto, 
1 SY y L y) de a 
Mm. La. (2.4:11) 


2 E: 


Un FP,» 


E xpresemos =* bajo el signo de la primera integral (h € l'f-) 
» . . zl— 
en forma de serie geomébrica de razón 00 cnyo módulo 


+ —?p | _ | :—20 | € 
| E -— y A NR: 0 XÁ 1. 
Obtenemos: 
Se 
1 Es 1 e. 1 1 E (¿— 2)” 2 1:12 
pa Et (3— 20) 004 _ 480 2 (82141 * ii 


Como para todos Jos puntos £ perlenecientes a Py, el módulo del 
término general de la última serje es 


(¿—:9"_ | _ 41 qu 
rea li 0 (U<O< 1), 

la serie (2.1:12) es uniformemente convergonte en Pg. (respeclo 
de £). También será uniformemente convergente |n serie ohtenida 
de (2.1:12) multiplicando ésta por 716) (acutada en valor abyo- 
luto en Pp»): 


De aquí que csta última serie puede integrarse lérmino a lérmino 
sobre Py». Resulta: 


( z Q5 A ] l 
+= j a d¿= Y an (¿—20)", (2.1:13) 
rr y 
donde 
1 »d s 
ar AE a (214) 
A, 50 


Así, pues, la primera do las integrales del segundo miembro 
du la igualdad (2.1:11) la hemos desarrollado en unn serie convergente 
de potencias na negativas de z — Zq. 

Refiriéndonos n la segunda integral del segundo miembro de la 
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igualdad (2.1:11), expresemos == (E €T,.) en ferma de serie 


geométrica de razón 2, cuyo módulo 


Obtenemos: 


1 _— 1 E at LAN . 
=== a de E AT (2.1:15) 
5 0 
Observando que cesta serie también es o romónte cunvergente 
en T,.,, multiplicando todos sus términos por a FU) e inte- 
grando término a término, hallamos: 


—=r y EY. 3 Bh= e (2 Zo)”, (2.1:1t) 
donde 
Y 
A AN A 


(6— 29) "+1 
T p- 


Resumiendo, la segunda integral en el segundo miembro de la 
igualdad (2.1: 11) la hemos expresado en forma de una serie conver- 
gente de potencias negativas do z — Zo. 

Sustituyendo los desarrollos obtenidos (2.1:13) y (2.1:16) en 
ol segundo miembro de la igualdad (2.1:11), obtenemos el desarrollo 
de la función f (z) en serie de Laurent para un punlo arbitrario 2 € /): 


ar 


+0 
(2) = Yan laa" + eZ Gn (2 2q)" = Ly ln (2—2p)". (2.1:18) 


Los coeficientes de este desarrollo se calculan, unos por la» 
fórmulas (2.1:14), otros por las fórmulas (2.1:17). Tomando una 
circunferencia arbitraria T: |z—zp|=4A, donde r<A< IR. 
nos convencemos mediante el teorema integral de Cauchy para el 
caso de un sistema de circuitos, que cada uno de ellos se puede cal- 
cular efectuando la integración sobre,la circunferencia 1”: 


1 y di á E 
Un ==>. ) a (n=0, +1,3+2,...). (2.1:19) 


ste resultado concuorda con el obtenido anteriormente (véase la 
fórmula (2.1:9)). 
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2.2. Una seric de la forma 


ro 
S ape, (2.2:1) 


n=1 


donde a, son coeficientes complojos y A, son números reales no negativos 
que satisfacen a las condiciones 


Aa+1 > ¿An (nai, 2, ...), lim An =0c, (2.2:2) 
sn 00 


se llama seric de Dirichlet (gencral), y los números A, se lla- 
man exponentes de la soriece. 


llaciendo, en particular, 4, == In n, obtenemos: ¿nz ES y, la serie 


n” 
toma la forma 
[e 
4n. 
E 
ni 


ésta es una serie de Dirichlet ordinaria (clásica). que tiene 
aplicaciones en la teoría de número. - 

' al en la serie general de Dirichlet se hace,la sustitución w = e-%, rosuJta 
a serie: 


an » 
= . 
pj 8. w di , 
1 


dispuesta sogún las potencias arbitrarias positivas e indefinidamente crecientes 
de w (por lo general, no enteras). Desde este punto de vista, la serio do Dirichlet 
puede considerarse como una generalización de la serio de potencias para el 
caso de exponentes arbitrarios que satisfacen a las condiciones (2.2:2). 

Las series de Dirichlet poseen muchas propiedades análogas a las de las 
series de potencias. Solamente que aquí el campo do convergencia no es un cir- 
culo sino un semiplano. 

Demostremos para ellas el siguiente teorema fundamental. 

Teorema. Si la serte (2.2:1) es convergente en un punto 29 = Zo + iYo, 
entonces es convergente también en todos los puntos del semiplano z = Re 2 > zo, 
y la convergencia de la serie es uniforme en todo recinto go de la jorma: 


[arg (2— 2.) 1<0=< 5 (fig. 67). 

El enunciado de este teorema recuerda el primer teorema de Abel. Solamente 
que aquí, como ya se indicó, on lugar del cirenlo aparece un semiplano, y des- 
pués se demuestra que la convergencia, por lo general, no es ahsoluta. 

Para demostrar el teorema, efectuemos una acotación de la magnilud 


e 2 -ayr 
| 2 ape —*|[, aplicando el hecho de que la serie Y] aye "* %es convergente. 
n+1 1 


Hagamos 


E —)Ay 7 
Am= 2 ape *(m>n y 00, 
n-P1 
de modo que 


aer — Ok. 4 (kamn+i, n+2, A 
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haciendo tambión para abreviar 


A 1226) 


— bi 
ablenemos: 
n|lp nio sn | y—) 
—)2 X j 
a aye $" - y (kh —2%-1) Un — Loa ple ro so o — A A (th 1 — bp). (2.2:3) 
n--1 nd] 1 


Esta última identidad tia sido escrita basándose en la transforaación de Abel 
(véase el cap. primero, ap. 3.4). 


Y 


EG. 67 


Sea e un número positivo arbitrario. En virtud de la convergencia de la 
serio (2.2:1), en el punto z, para « > Af (8) y pora cualquier m > u. tendromos: 


m 
—A 
| Len | =| A aye Moo | <” ecos Ú. (2.2:4) 
n-4-1 
Además, 
[nep l=10 7 9+p ES | Tn 00 (2.2:5) 
y 
+3 
[Bra — bn | = | (220) j ¿uz q | .. 
ñ 
A+ 
' pol — í —3 N— Ni fe  — 1] 
nd l—% | | pl (*=.,o) dt = | o] Je y (—Xo) ón +4 (x— Ya l- 
4 q-— Tp 
+5 


(2.2:6) 


a. 5 - 21 —Z 
Si el punto z pertenece al recinto go, entonres «—2y0>0 y E 
— Zo 


a . PPor lo tanto. de (2.2:3) y de laz desigualdades (2.2:4), (2.2:5) 
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y (2.2:0) se deduce la siguiente desigualdad: 


| y are *a* |< e cos de An + p (30) 
n+H1 =- 


n+p-1 ' A : ; 
+ 2 El I< 


< ce m4 020 < 8, 


con lo cual queda domostrada la convergencia uniforme do la serie de Dirichlet 


] n ] : 
en el recinto go (para cualquier 0 < $) y a la vez, la convergencia ordinaria 


en todo el semiplanu z > Zo. 

Excluyendo el caso de una sorie de Dirichlel que no converja en dingún 
punto del plano z, quedan todavía 1dos posibilidades: 

la serie de JDirichlet converge on cualquier punto del plano; 

existen puntos en los cuales Ja seric es convergente y también puntos en 
los cuales es divergente. 

Detengámonos en este último caso. Sen 29 = To + ¿yg un punto de con- 
vergencia de la serio de Dirichlet y z, = x, + «y, un punto de divergencia. De 
la proposición demostrada se deduce quo 7, < zo. Por otra parte, la serie tiene 
que ser convergente en todos los puntos del sormiplano z > zo y divergente en 
todos los puntos del somiplano z < z, (si fuese convergente cn un punto z para 
el cual z < z,, enlonces, en vírtud del teorema demostrado, tendría que con- 
vergor también en el punto z,, lo cual contradice a la hipótosis). Puedo ocurrir 
que 1; = zp; entonces se tiene una recta z = xy, a un lado de la cual la serie 
(2.2:1) os convergonte y al otro lado, divergonte. Sea x1 < zo: consideremos 
entonces el oxtremo inferior C de las partes roales de aquellos puntos z para 
los cuales la serie cs convergente. Tendromos: 2, < € < zo. 

Cerciorémonos que la serie es convergonte para z > C y divergento para 
z=< €. En electo, si Re 2 = x > C, entonces en el semiintervalo (C, z), en 
virtud de la dofinición del número €, tieno que habor al menos un númoro E 
que es la parte real do un punto $ = E + in para ol cual la serio os convergente. 
De aquí, por lo demostrado, se doduce que la serie converge también en ol punto 
dado 2. Si Re z = 2 << C, entonces, suponicndo que la serio fuera convergente 
en el punta 2 = xr, abtendríamos una contradicción con la dofinición del núme- 
ro € como extremo inferior. 

Resumiendo, so puede decir que, para una serie de Dirichlet arbitraria, 
existon tres posibilidades: 

a) la serie es divergente en todos los puntos; 

b) existe una recta - = C tal, que la seric cs convergente en el semiplano 
z > C y €s divergente en ol semiplano z < C; 

c) la serio es convergente en todos los puntos; 

Llamando al número C abscisa de convergencia y al semíplano zx >C, 
semiplano de convergoncia de la seric de Dirichlet, podemos considorar los 
casos 1) y b) como casos límites, on los cuales C = + o y C = — oo, respecti- 
vamente. 

Considerando solamenta los casos b) y c). cuando C <+ oo, se puedo 
afirmar, debido a la convergencia uniforme de la serio, que la suma de la sorie 
do Dirichlet es una función analítica en el semiplano de convergencia. Sin 
embargo, no cualquier función, ni mucho menos, analitica en un semiplano, 
puede desarrollarse en srrio de Dirichlet con unos exponentes dados (A, ). Así, 
por ejemplo, en el caso más simple en que todos los númoros 4,, son entoros, la 


28 —1199 
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suma de la serio 
La] 
1 


ticno que poscer periodo 2. Incluso esta condición necesaria no es suficiente: 
respocto de una función cualquiera f (3), analitica en un semiplano Re 3 > C 
y suo posea en el mismo el periodo 2xi, so puede afirmar sulamente que ésta 
es desarrollable en una soric de la forma 

Qu 

> peri, 

— 00 
«que es absoluta y unilormemente convergento on el interior do este somiplano. 
Para llegar a este desarrollo, que generaliza a la serie du Dirichlet en ol mismo 
gontido en ol quo la serio de Tlaurent generaliza a lu serie de Taylor, es suficiente 
realizar lo transiormación [ = e7?*, Como resultado, f (z) se transformará on 
una función f* (£), uniforme y analítica on cl círculo | [|< e7*, a excepción, 
posiblemente, de su contro. En esto círculo se tieve: 


142 
p* yum Y) ani”, 
—00 
o biea, volviendo a ln variable 2: 
= 
1) Y anerrz, 
—0 


Hasta ahora no dijimos nada do la convergencia absolnta de la serio” de 
Nirichlet en el caso goneral. 
Demostremos quo si la serie (2.2:1) es absulutamente convergente en un punto 
Sa = Zo + lo, entonces esta serie es absoluta y uniformemente convergente en el 
semiplano z > Zg- 
En efecto, si x > zp, entonces 


a, e +nz |=| aye Anzo | ¿An (2-20) | =| aye nzo ¿An (1-x0) «%] ane” en2a l. 


(e el 
De aquí que, on virtud do la convergencia de la serie y | ape 920 ], de coefi- 


1 
cientes constantes no negativos, la serie (2.2:1) es absoluta y uniformemente 
convorgenta en el semiplano z > zo. 

Razonando del mismo modo que se hizo para ol caso de la convergencia 
simple, es fácil ostablecer que oa lo que se rofiere a una serie uchitraria de 
Dirichlet, existon tros posibilidades: 

a”) la sorig no converge absolutamente en ningún punto del plano: 

p”) existe una recta x= A, A 2C, tal que cn el semiplano xr > A la 
serie as absalutamonte convorgente mientras que en el semiplano z <c A la 
serio nO convurge absolutamente en ningún punto, 

¿) la serie es absolutamente convergento on tados los puntos dol plano. 

Llamando al númoro A abscisa de convorgencia abso- 
luta de la serio de Dirichlet y al somiplano z :> 1. semiplano de 
convorgencia absoluta, podemos considerar los casos a') y 0”) 


como casos límites, on Jos cuales A = + 00 y A = — 00, respectivamente. 
Yi los exponentes A, satisfacen a la condición complementaria 
— In n 
L=Tim_—<+o0 (2.2:7) 


n=roo 
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(esta condición se cumple tanto en el caso do la serie ordinaria de Dirichlet, 
para la cunl A, = In n y L = 1, como en cl caso correspondiente a la serio de 
potencias, para la cual 2, = n y L = 0), entonces la abscisa de convergencia C 
y la abscisa de convergencia absoluta Á satisfacen a la condición 


0 AC L£. (2.2:8) 

En cfccto, sea C < + 00. Tomemos un punto z = € + €, dondo e > 0; 
cono z pertenuco al semiplano de convergoncia de la sorio do Dirichlet, su tiene, 
lim a, e +n(C48)=0 y, por consiguiente, la sucesión (ape CF) está acotada: 


$»o) 
Jane MFD |< M. Por lo tanto, para los puntos 21, = C + L + 3e, ten- 
dremos: 


[ape (CL 438) |=1 ape+n (C+e) | e-An (L+28) < Me (1428), 


Pero, para valores do n > N suficientemente grandes, en virtud de (1.2:7), 
se tiene: 
Inn 
y < L + , 
n 
es decir, 
(1. 28) 


- + = ] L+8e 4 
In» Le) An y hn (1-28) (¿An 1-4) ) 
A | | < m4 


€ 


donde 6= ¡an 


>. Así, pues, para n > N se vorifican las desigualdades 


=»n(C1L M 
| ae den (€ | 1301 < +8 ] 


de donde se deduco que la serie de Dirichlet es absolutamente convorgonte 
en el punto z =C+L£L+32 pera cualquier e >0. Por consiguiente, 


C+L+38 5 4, 
o bien, pasando au limites para e —0: 
A=C L, 


que es lo que so quería demostrar. 
Tos números A y € pucden ser, verdaderamente, distintos entre sí, como 
esto se deduco del ejemplo do Ja serie 


all (—1)]" ] 
y , (2.2:9) 
1 


n? 


Esta es una serie ordinaria de Dirichlet, parn la cual L=1, y, for 
consiguiente, en virtud de lo demostrado, tiene que ser: 


A=C<K 1, 


Evidentemente, la scríe (2.2:9) os divergente en el punta ¿ = O. Por otra 
parte, en cada punto 2 = 3 >> 0 sus términos representan números reales, de- 
creciontes en valor absoluto, que tienden a cero y san olternativamente positl- 
vos y negativas. Por consiguiente, (sogún ol criterio de Leibniz), la serie es 
convergente. De aquí so deduco que la abscisa de convergencia do la seric es 


260 


404 CAP. IV DIVERSAS SERIES. RESIDUOS 


C = 0. Pero en los puntos z = z == 9 > 0 para Y < 1 la serie converge no ab- 
pe i 


solutamento, puesto que la serie > e es divergente si 9 <1. Por otra parte, 
rn 
1 


o0 
sid >4, la soric de valores absolutos y es convergente. Así, pues, la abscisa 
rn 


1 
de convergencia absoluta do la serie (2.2:9) A == 1. Vemos, pues, que para la 
seric (2.2:9) oxiste una franja 0 < zx < 1, en la cual ésta os convergento pero 
no absolutaraente. 
Cuando LE = 0 (como ya se indicó, la serie do Taylor corresponde a cste 
caso), los números A y C coinciden, lo cual se deduce de la desigualdad (2.2:8). 
Por lo tanta, para las series du Dirichlet que satisfacen a la condición 


ln £ 
=0, b (2.2:1 


ol semiplano de cunvergencia es a la vez el semiplano do convergencia absoluta. 
Demostromos que con la condición (2.2:10), el valor común de los números Á 
y C se expresa por la fórmula 
_— In|2, | 
áA=C= lim ' 
n-=>0 n 
quo os una analogía (y a la vez una generalización) de la fórmula de Cauchy — 
Hadamard. 


(2.2:11) 


In | a, | 


En efecto, sea lim =A<-+ 00. Tomemos un punto arbitrario 


Zo == Yo + iyo en el somiplano => A, y seaUd<e <+ (zo — A). Entonces, 
dobido a la definición del número A, para rn > N, (e), se tieno: 
Mel a+ osea Jan] Zemtate, 


la] 
Por consiguiente, para n > N, (e) ee verifican las desigualdades 
| ane nz |= | Un | ¿Anxo < en (rg 4 e) < ¿“Ane ' 
Poro de la condición (2.2:10) so dedueo que para n > Na (e) 
Inn 


ES 1 
Ze, 0s decir, n< en? o 90m, e me — ó 


da 
Por lo tanto, si n > N =mux(N, (E), N2(8)), obtenemos: 


SS l 
| ane dl , 


lo cual significa que la serie de Dirichlet es absolutamente convergente en el 
punto zp, el cual es un punto arbitrario dol semiplano z > A; así, pues, Á = 
=CS<A. 
Por otra parte, si el punto $ = x; + ty portenece al semiplano =< A, 

o sea, si xy < A, entonces para €, O<e<A — 2,, tieno que existir una Suce- 
sión de númoros naturales (1,) tales, que 

Inja, | A XL 

—— >A—=8>:xu, osea, fa, >e“Rh o, 

An h 
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Eutunces tendremos: 


: R 
1/4 e =|4 e 
| | n, | 


xt An,*t —An,* 
R” _ 
" >e e = 


ñ 1. 


En resumen, la condición necesaria para la convergencia de la serie (2.2:1) 
no se a de en ningún punto z, perteneciente al semiplano z < A. Por con- 
siguiente, la serie de Dirichlet es divergente en este semiplano. Jlemos obtenido 
que A <A=C. Confrontando los resultados obtenidos, hallamos finalmente que: 


4=C=A. 


La iórmula (2.2:11) queda establecida. 

2.3. Seca E un conjunto infínito de puntos arbitrario, cuyos puntos son 
todos de acumulación para E (£ es un conjunto denso en sí), 
Diremos quo una función ] (2), definida y uniforme en E, es localmento 
analítica en £, si para cada punto zy € £ existe una serio de potencias 


y Gn (2 — 2o)” y un entorno Uy tales, que en todos los puntos do E pertenecien- 


0 
tes a Up, la función f (z) se expresa en forma de una serie 
a) 
(2) =D) an (2— 20)". 
0 


Cuando £ os un recinto, ol concepto de función localmente analítica coin- 
cide con el eoncopto de función uniforme y analítica en ol recinto. 

Como ejemplo, consideremos una división del plano en cuadrados Ay, Az, ... 
das , + . . con los lados paralelos a los ejes de coordenadas y de longitud 
igual a uno; supongamos que E es el conjunto de los puntos interiores de todos 
estos cuadrados. Entonces, haciendo f (3) = 2” para z € A,, obtenemos una 
función que cs localmente analítica en E. 

Sea E =0 un conjunto abiorto arbitrario. Sí es conexo, entonces O es 
un recinto; sí es desconoxo, ontonces O consta de un conjunto finito o numerable 
de recintos que carecen de puntos comunes dos a dos. Consideremos alguna 
división del plano en cuadrados iguales, con los lados paralelos a los ejes coor- 
denados, tal quo el origen do coordenadas sea el vértice de uno de el los. Tome- 
mos sulamente aquellos cuadrados que pertenecen a O junto con los ocho cuadra- 
dos adyacentes al mismo. Los puntos situados en el interior de Jos cuadrados 
elegidos, los puntos de los lados que son comunos a dos cuadrados de esto tipo 
y los vértices, comunes para cuatro cuadrados, forman un conjunto abierto O” 
tal, que 0* < O (fig. 68). 

upongamos quo la longitud del lado del cuadrado de la división es igual 
am > Designemos con 0, la intereección del conjunto O” con el cuadrado 
=—3Pzr<3 — 3P<y<g3”. 

O,, es un conjunto abierto acotado tal, que O, — O. La frontera del conjunto 
O, consta de un número finito de curvas corradas de Jordan rectificables, cada 
una de las cuales está formada por un número fínito do segmentos roctilinoos. 

Adomás, ovidentemente, se cumplen las siguicntes propiedades: 

1) O, junto con su frontera está situado en el interior de O, +5; 

2) para tado conjunto corrado acotado P, F < O, se puede hallar un número 
positivo N (4) tal, que para n > N (P), F < 0,. 

Expresando estas propiedades, diremos que (0,) 0s una sucesión 
ereciente deconjuntosabiertos que aproximan a O. 
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Sea f (2) una función localmente analítica en O. Designando con f,, la fron- 
terna del conjuntu O, (m=1,2, 3, ...), para z € Op, tendremos: 


ME A HD de E 
(=> E (2.3:1) 
Fan+t 
Aquí la integral sobre T,, +, se debe entender como la suma de integrales tomadas 
sobre las cuevas cerradas de Jordan rectificables separadas, de las cuales se 


compone ln +1. Siz € O,n, el punto 3 estará situado en el interior de una compo- 


s ; 1 y 
1:0Nte Om +1, cuya frontera designaremos con y. Entonces la integral e Í A 


ey 
= / (£), mientras que las integrales análogas sobre las fronteras de las demás 


5 
a 
s 
7 
a 
7 
AN 
E 
A 
E 
5 


FIG. 68 


componentes O,, +4 serán iguales a cero. *Sumándolas todas estas conjuntamente 
ohtenemos la igualdad (2.3:1). Demostremos que para un e > 0 arbitrario so 
puede hallar para la integral (2.3:1) una suma integral ta) 

s(m-+1) (2) =s5M+1) (a, 8), 


que para todo3 los puntos z del conjunto On, se cumpla lu dosigualdad: 
|HO—SMD(80]<e. (2.3:2) 


Esto se deduce del teorema de Vitali (ap. 1.2). En efecto, formomos 
para la integral (2.3:1) una sucesión de sumas integrales 
Ta a 
1 EEK) ¿.” . 
2 LE e) ] , 


h— £ 
h=1 Gh 


ronvergonte hacia el mismo. Aquí 3, y £; son los puntos iniclal y final, respec- 


tivamente, del arco dj perteneciente a la división de Tn41. General mente, 
¿+ Coincido con £; , pero esto no ocurre cuanda 0, y 0y+1 pertenecen a distintas 
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curvas que forman Fa 41 (no olvidemos que I',, ,.: puede ser un conjunto dosco- 
acxo). Para que la sucesión de las sumas integrales sea uniformemento conver- 
gente en Op cs sulicionte, según el teorema de Vitali, que esta sucusión osté 
uniformemento acotada en el interior de Om+i. Pero esto, verdaderamento, es 
así, puesto (ue para cualquier conjunto corrado Y TC Op 44, $e tiene: 


n 
3 LEN rre, Mm+1 we 
5 2 A E 216 (4) £ma (a=1, 2...), 


dunde M1 = max |/ (2) | en m41, 0 (4) os la disluncia desde F hasta Pi ¿1 
y Em+s Os la longitud do 1»... Por esta razón, para todo e >0se puede hallar 
on N (e) tal, que pata n > N (e) cada una de las sumas integrales considerailas 
ee puede lomar por S("+1 (z, e) en da dosigualdad (2.3:2). 

Haciendo e = Em, €m —>0 para m => 00, oblondremos vna sucesión do 
funciones racionales S(Mé+D (2) = SiMeD (z, € +1) que convergo uniformemente 
hacia f (3) en cada conjunto cerrado Os (k = 1, 2, ...) y que, por consiguiente, 
converge uniformemente hacia f (z) en el interior de O. En resumen, abtenemos 
el siguiente teorema: 

Para cualquier conjunto abierto O y para cualquier función uniforme f (z), 
localmente analitica en O, existe una sucesión de funciones ractonales Fin (18) = 
= S("+b (2) que converge uniformemente hacia ] (z) en el interivr de O. 

Lhema. Sea F un conjunto cerrado acotado y €, un punto situado fuera de FE, 

d? (2) 
(:—¿ 
del polinnmio P (2) no es superior a k). Si el punto y pertenece al mismo recinto Y, 
adiunto con F, al cual pertenece también el punto £, entonces para cualquier e > 0 
se puede construir una función racional It (2): [i (1) = =P (el grado do 
z 2 pe (2—3) 

P (2) no cs superior a k) tal que |R (2) = R íz2) |< e (2 E F). 

Para demostrar esto, unamos los puntos y y ¿ en el juterior de £ por una 

curva continno y y designemos por p, p -> 0, la distancia entre y y F. Dividiendo 


Sea RA (2) una función racional con el único pola en [: HR (2)=- (ol grado 


e. $» » o 
y en arcos O;, Uz, +. +... Om, cuyos diámotros sean menores que £ y designando 
de 
los puntos de división mediante lo = €, fi, -... En = 3 forimemos una fun- 


ción racional 
P (2) [ 651 ] E Py (2) 
Rd + |1-| 22 a 
1 ( ) (s —Ey( 2—ú1 Ey 
(vl grado de 2, (2) no cs superior a k-Frayk—k=Ryk). Para 2 € F, tondrenos:; 


IR ()=R (2) |=|A (2) | [<> |< 


INE 
<M (7) +) + |<mz. 


donde M= max ¡RG |. 


Tomando »y suficientomontea grande, obtendremos;que 


6 e 
(ARG IZE (EF). 
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Reiterando este razonamiento, en la m-ésima vez obtendremos Ja función 
pedida R (2) = Km (2). 

Teorema de Runge. Sea O un conjunto (finito o numerable) de 
recintos simplemente conexos sin puntos comunes dos a dos, que no contienen al 
punto co. Para cada función f (£), uniforme y localmente analítica en O, se puede 
construir una sucesión de polinomios (P, (3)) que converge uniformemente hacia 
1 (2) en el interror de O. 

Obsérvese que, en Jas condiciones del teorema, cada componente del con- 
junto O, representa un recinto simplemente conexo, puesto que la frontera de 


FIG. 69 


tal componente es una curva cerrada do Jordan pertencciente a una de las coin- 
ponentes «dol conjunto O. Por lo tanto, cada punto do la frontera f', +, del con- 
junto O, +1. y, en particular, cada punto ¿,+%), puede unirse mediante un arco 
de Jordan que no tenga puntos comunes con On. con un mismo punto ¿3 situado 
fuera del círculo | z | < R, que contiene a O, (fig. 69). Aplicando el loma a las 
funciones racionalos 

2 OD NE, 

a sl 


> Ld . : 
para € = , construyamos una función racional S,, (z) con el único polo 


U) 
Nim+b 
P (3) 5 : - 
eo (cl grado de P (2) no es superior a na), que sulistaga on 
2—¿3) 7 
todos los puntos del conjunto O, a la desigualdad: 


| Sn (SPD (2) 1 < en 
y. por consiguiente, a la desigualdad: 


1/38, (2) |< 2. 


Pero la función 5. (z) es analítica en el círculo | z | < R,, y, por consi- 


guiente, en el conjunto O, situado en el interior de este círculo se la puedo sus- 
tituir por una serie de potencias. Tomando un segmento P, (2) de la serie de 
potencias suficientemente grande, tendremos: 


[/(2)=P,()1< 3er, 2€ On. 


on y $, ()= 
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La sucesión (£, (z2)) satisface a todas las condiciones del teorema. 

Corolario. Sea P un conjunto perfecto acotado cuyo complemento C 
respecto del plano ampliado es conexo, es decir, es un recinto, Entonces, para cual- 
quier función f (2), uniforme y localmente analítica en P, y para cualquier e > U- 
existe un polinomio Q (z) tal, que ' 


110 (0)<8 (z € P). 
Demostración. Para cada punto zo, Zo € P, existe un círculo Ko, 


de radio p:s con el centro en zo tal, que en todos los puntos del conjunto P si- 
tuados en el interior de este círculo, f (z) se reprosonta por una serie de potenrins 


de z — zo. Du un cubrimiento del conjunto P mediante círculos Ko, |z2=3xp |< 
<= Pa, clegimos un subcubrimiento finito: Á,,, ...,X, . La unión de 


P 
estos circulos forma un conjunto ablerto O” que contiene a P. Si dos círculos 
Ka, y Ka, tienen una parte común, entonces, de la desigualdad | 2, — 2, | < 


1 
<z ls, + p, )'se desprendo que | 2, — zy | < max (p, . (, ). Sea, por ejem- 
plo, max (Pz + Pz) = Pg, Entonces ol círculo K, :l2-2%1<0,, contiene 


en su interior a z; y, por consiguiente, también un conjunto infinito do puntos 
de P. Las sumas do las series de potencias, dispuestas según z — z, y z — 2y, 
coinciden en el conjunto de puntos soñalado y, por consiguiente, coinciden 


también en toda la parte común de los círculos X ¿y K 2y En resumon, las 


on 
series de putencias A a (22) (p= 1, ..., p), que representan a le fun- 

k=0 
ción f (z) ea sus círculos correspondientes, determinan cn O” una función unl- 
forme analítica que coincido con f (z) en P. Si O” es la unión de recintos simple- 
monto conexos, au puntos comunes dos a dos, entonces no queda más que aplicar 
el teorema do Rungo al conjunto O” y a la función f (z). Supongamos (ue entre 
las componentes del conjunto O” hay recintos múltiplemonto conexos. La fron- 
tera del conjunto O” consta de una cantidad finita p de continuos, sín puntos 
comunes dos a dos y situados en el recinto G. Tomando un punto en cada uno 
de ellos —soan éstos $1, Za. - - -, Ep— Unamos los puntos fs, tz, .-., En, 
con Ey por el interior do G mediante arcos de Jordan y;. ..., Yp-1. Entonces, 
O =O0 ND(N+...+ Pp-1)=> 0 será un conjunto abierto, «que contiene 
a P, cuyas componentes serán recintos simplemente conexos sin puntos comunos 
(tig. 70). No queda más que agregar quo P 20 CO”, y nos encontramos en 
condiciones de aplicación del teorema de Runge. 
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Basándose on el corolario demostrado, es fácil demostrar un teoremu más 
fuerto que cl de Hunge: 

Toorecma. Sea O un conjunto alnerto que no cóntenga al punto oo y que 
represente la unión de unos recintos simplemente coneros sin puntos comunes. 
Supongamos que P-es un conjunto perfecio acotado, sin puntos comunes con O, 
cuyo complemento es conexo, es decir, es un recinto. Si f (2) es una función uniforme 
y localmente analitica en O, y P (2) es una función uniforme y localmente analitica 
en P, entonces se puede construir una sucesión de polinomios que converge hacia 
f (2) en O y hacia q (z) en P, y que es uniformemente convergente en todo con- 
junto F£ + P, donde F es cualquícor conjunto cerrado acotado contenido en O. 

Demostración, Supongamos que (0, ) es una sucesión de conjuntos 
abiertos, construidos para el conjunta O del modo que se indicó antoriormento 
en la pág. 405 En las condiciones del teorema, cada conjunto O,, us la unión 


de unos recintos Simplemente conexos sin puntos comunes, O, Cc O y, por 
consiguiente, O, y P no tienen puntos comunes, Por lo tanto, Ja función F (2), 
igual a / (2) on On ya q (2) en P, es uniforme y localmento analítica on el con- 


junto perfecto O, + P. Además, el complemento de O, + P es un conjunto 
conoxo. Par consiguiente, para cualquier ey > 0 oxiste un polinomio P, (2) 
que suatislaco a la condición 


IF) —P (9 |< lao 2€0n +P. 


La sucesión (Pa 3) es la huscada. 

Hu aquí tres ejemplos que sirven de ilustración del teorema demostrado, 

Ejemplo 41. Sea dada alguna división del plano cn cuadrados, con 
los lados paralelos a los ejes de coordenadas y de longitud igual a uno. Supon- 
gamos, para precisar, que cl origon de eoordenadas coincide con uno de los 
vérlices de estos cuadrados. 

Demostromos, hasándose en el tenrema de Runge, que so puedo construir 
una suersión de polinomios (2, (2)), convergente en todo cl plano, de modo 
que su límite sea igual a una función entera arbitraria g (2) on el interior de cada 
cuadrado y sea igual a otra función ontera h (2) en los lados. 

Consideremog ua cuadrado —n<r<n —n<yX<n, para ua valor 
natural » arbitrario, y sestituyamos cada uno de Jas cuadrados de la división 
considerada por ol conjunto de cinco cuadrados y cuatro rectángulos, represen- 
tados en la fíg. 71, donde se muostran también las dimensiones do ostas figuras. 
Evidentemento, cualquier punto dol plano, para r suficiontemento grande, cacrá 
en el interior de una de ostas figuras: el punto situado en los lados de uno de los 
cuadrados iniciales resultará on el interior de uno de los cuadrados poqueños 
con el contro en un vértica del cuadrado inicial o en ol interior de una de los 
rectángulos que so cxiienden a lo largo do los lados, mientras que cl punto 
=ttuado en ol interior del cuadrado inicial resultará en el interior del cuadrado 


concóntrico con el mismo, cuya longitud del lado cs igual a 1 =.- ; 

El conjunto de las figuras construidas para un valor dado n, es un conjunto 
perfacto ucotado /,, cuyo complomento es conexo. Definamos en este conjunto 
uta función uniformmo y localmente analitica f, (3), haciendo f, (a) = g (2) 
en los cuadrados concéntricos con los iniciales, y f, (2) = A (2) en los demús 
cuadrados y rectángulos que están en la periferia respecto de los iniciales, En 
virtud del corolario del teorema do Runge, existe un polinomio_2, (2) que 
sutisface a la desigualdad 


Un O=PrDI<h. 2EF». 
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Evidentemente, la sucesión (P, (z)) salisíace a todas las condiciones dol 
problema planteado. , 

Ejemplo 2. Construyumos medianto el teorema de Rungo una función 
entera / (z) que posca las propiedades siguientes: cualquiera que sen ed recinto 
acotado simplemente conexo G y la función analítica en el mismo q (2), se puede 
hallar una sucesión de números naturales (n,) tal, que la sucesión (f (2 + n),)) 
convergu nniformemento hacia q (z) en el interior de G. En otras palabras, la 
función entera buscada es una función universal, mediante la cual (cfectuando 


N 
Y SOS 


ln bl 
SS] 
3 


solamente traslaciones del plano z en Jas magnitudos respeclivas »,) se pueden 
aproximar en cualquier recinto simplemento concxo cualesquiera funciones 
analíticas. 

Para la construcción, consideremos todos los polinomios posibles con 
cocficientes cuyas partes realos e imaginarias soan todas números racionales. 
Evidontementa, cl conjunto de todos estos polinomios es numerable, de modo 
que puede disponerse en forma de una sucesión: (11, (2)). 

Consideremos ahora una sucesión de círculos corrados K,: |z=5»* |] <n. 


Estos na tienen puntos comunes y cada uno de ellos, para n >> 1, está contenido 
en el anillo circular 


(2034 (A+ (MOFA Linn 


Tomemos ahora un polinomio arbitrario P, (2); suponiendo que ya está definido 
el polinomio P,.., (3) (r > 1), definiremos el siguiente polinomio P,, (2) mudian- 
to ol teorema de Runge, de modo que se cumplan las siguientes desigualdnados: 


FIG. 71 


(PA (D—=Pros (2) | <> pora j2 |< (a—134+(a=1924(n—1)+1, 


Í 
|P,, (23 —Tlp (¿—n*) | < sn Para 2=n |< n. 


Evidentemente, la serio de polinomios 


P; (1+> [Pr (2) —Pa-1 (2)1= / (2) 
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es uniformemento convergente en cualquier circulo |z | < R, puesto que los 
módulos de sus términos, comenzando desde uno do ellos, es menor que los 


00 
términos de la soriec convergento >) >" Por consiguiente, f (3) es una fun- 


1 
ción analítica en el plano finito, es decir, es entera. En cada círculo A, ¿sta 
satisface a la desigualdad 


(1 (5—Ta (¿291 <| M9 —Pn (1) 1+1 Pn (2) — 


00 


— Ma (¿—3)1< Y] 1 Px (3) —Phoa (2) 141 Pn (9 
n+1 

—M (5) 1< Y Ftp: 
n+1 


(Aquí hemos utilizado ol hecho de que K, está situado en el interior del 
círculo |z|< n34+n2+n-+1). Por lo tanto, en el círculo |[z2|<n tiene que 
verificarse la dosigualdad 


172418) —D (2) 1< go - 


Sea G un recinto acotado arbitrario, simplemente conoxo y q (z), una Ílun- 
ción analítica en cl mismo. Según ol teorema de Runge, existe una sucesión 
de polinomios (p, (z)), uniformemente convergente hacia q (2) en el interior 
de G. Pero, para cada polinomio pm (1) se puedo señalar un conjunto infinito 
de polinomios Il (3) con coeficientes cuyas partes reales e imaginarias son núme- 
ros racionales, quo satisfacen a la desigualdad 


Len (ML, :c7. 


Los polinomios IT (2) pertenecen a la sucesión (11,, (2)); como hay una infinidad 
do ollos, sus índices en esta sucesión son arbitrariamente grandes. Tomemos 
Mn () = LL (z) de modo que el índice r,, sea mayor quo m. Obtendromos: 


Pm (2) 5, (2) | <> sE. 


Evidentemente, la sucesión de polinomios Ma 62) converge unilormemente 
hacia q (z) en el Intorior de G. No quoda más que observar que, si x, es tan 
grande quo G está contenido en el círculo | z | < n,,, entonces, según la construc- 


ción misma de la función entera f (z), en el recinto cerrado € tiene que cumplirse 
la desigualdad: 


E DAA . 


Por consiguiente, la sucesión (f (2 + n2 )) también convergo uniformement 


hacia q (z) en el interior de G, de dondo se deduce quo ésta satisface a todu 
lo que se pedía en el problema. 
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Ejemplo 3. Construyamos una función f (z), analítica en el círculo 
unidad y que no tenga Jímito en ninguno do Jos radios al aproximarse al punto 
correspondiente de Ja circunferencia unidad (rospecto do las funciones de este 


WU, 


FIG, 72 
género, se dice gue en ningún sitio tienen valores frontera radia- 
Je s). 
Sea 


<<<... <ta< ..., lim rp=1. 
Definumos los conjuntos abiertos: 


Bo(|z]< ro), 
Ba (m<tzl<re y largrl<ip, o bien ra<lz1< 
<”r y lag=1>F). 
Ba (re<l=1<7e y largzl< Zo, obio m<lel< 
<re y tarmsi><F) 


y, en genoral, Bn: 
3x1 
Pin-3<121<rin-2 Y |argz| <= ' 


fo 1<l2l<rin y legil>F  (m=1,2,...) 
(fig. 72). Construyamos ahora una sucesión de polinomios (P,, (z2)) haciendo 


Po (2) = O y sometiendo Por. (2) Y Pon (e) (suponiendo que ya se han cous- 
truido Pj (8). ..., Pan-2 (2)) a las condiciones siguientes: 


AP (O=Pen2 (0) < Para ll </en-e 
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BA 
E | 
l Poni (2) 1 |< gr Para £€ Bon-1; 
1 
| Pon (2) —Pan.: (2) | <zm para |zl<ram-a 
y 


1 
| Pan <a pura :€ Baz. 


La sucesión (P, (z)) es unilormomente convergento on todo conjunto cerrado 
de puntos situado en el círculo unidad. En efecto. tal conjunto F pertenece al 
circulo | 2 |< rin para n > N (F). Por lo tanto, para n > N (£), se tione: 


Il Pruss (3) — Pn (2) |< q (z € F). El límite de la sucesión (P, (z)) repro- 


senta una función F (2) uniforme y analítica on el círculo unidad, que satistace 
a la condición 


|[F0—1|S|F(D—Pen-1 (3) 14 


+1 Pan-s (2) —41=| S [Ps (0—P (01 | + 


jum2n—1 
Ss 1 1 
1 
+Hl Pan-1 (81 1< Ss PTE 
j=ln—1 2 


donde 2€ Bon 1, y a la condición 


1 Pan tl] O] IP 0201 |< 


ju2n 
e 1 
ES 4 
“e gan E > git ES y2n=1 para d € Ban 
ju=2n 


Debido a ostas desigualdades y a la posición relativa de los conjuntos B,. 
sacamos la conclusión de que F (z) no tiene valores frontera al aproximarse a los 
puntos de la circunferencia unidad por los radios. 

Sea O un conjunto abierto que no contenga al punto del infinito, y supon- 
gamos que ontre las componentos dol conjunto O hay al menos un recinto múl- 
tiplemente conexo. Entonces, entre los puntos frontera del eanjunto O hay 
lales puntos $ que pertenecen al interior de alguna curva corrada de Jordan T 
contenida en O. Si (P, (z)) os la sucesión de polinomios que converge unifor- 
memente en cada conjunto cerrado de puntos contenido en O, entonces, ella 
ennvergo uniformemente en F y, por consiguiente, también en el interior de T. 
Por lo tanto, lo función f (2) = lim P, (z) tienc que ser analítica en el punto £. 

Nm 


De aquí sacamos la conclusión de que toda función f (2) que puoda expresarse 
por «na sucesión de polinomios uniformemente convergente en cada conjunto 
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cerrado de puntos de (O, necesariumento licne quo ser uniformo y analítica en 


el conjunto O, el cual representa la unión de todos los recintos mínimos simple- 
mente conexos que contienen a las componentes del conjunto abicrto O. 

En virtud del teorema domostrado al principio de este apartado, para cada 
tunción f (2) localmente analítica en O, existe una sucesión de funciones racionn- 
les (Ra (2)) (no polinomios) que converge uniformemente hacia f (z) en ol inte- 
rior de O, Según la construcción de la función R, (2), todos sus polos están situa- 


dos en la frontera T,, ,, del conjunto ablerto O, ,, que contiene a O, y que está 
contenida en O. El complemento de O, respecto del plano ampliado consta de 
un número finito de recintos DW ,..., DU, Cada uno do éstos contiene a) 


menos un punto frontera o vxterlor a O y, por consiguiente, contiene al menos 
una poligonal cerrada que forma purte de F,,,. Fijemos cn los recintos pm 


sendos puntos as” que sean puntos exteriores v puntos frontera de O. Entonces, 
debido al lema que nos sirvió para demostrar ol teorema de Runge, la función 


Ry (2) so puedo sustituir por otra función racional Rén (2), cuyos polos sy agulan 
todos con los puntos af? (¿=4, 2, ...» Ya), y quo satisface a la condición 


| Rn (2) — Ra (2) 1<z+ ca el conjunto 0,. De aquí se deduce que para la 


función / (s) existe una sucesión do funciones racionales (R, (z)), uniforme 
mento convergonte hacia f (3) cn el interior de O, cuyos polos son todos puntas 
exteriores o puntos frontera de O y, como se vo de lo anterior, en cierta medida 
so eligen arbitrariamente. Para apreciar claramente el grado de aribitrariedad, 
supongamos, en particular, que O es un recinto de conexión finita cuya frontern 
consta de p > 2 curvas de Jordan, sin puntos comunes dos a dos. Cada una de 
estas curvas y, <s la frontera de un recinto sin puntos comunes con O. Tomemnas 
en estos recintas sendos puntos ay | =4, 2, .... p). Entonces se puede exigir 
que todos los polos de la función H, (s) estén contenidos entre los puntos a, 
F= LA... ps 

Si, por ojemplo, O es un anillo circular: O<Zr<|z—zr]|<R <A. 
entonces p = 2 y $0 puodo hacer: A; = 30 y %2 = o. La función If, (z) tendrá 
quo tener la forma 


A An — Bn 
S ADIAD ebro) AO (¿— 20)" 
Ra UE ll a 6 a io e et == y Ayu (3— 24)". 


H 


Por lo tanto, cuda función f (2), uniforme y analítica cn el anillo circular, puedo 
expresarse en la forma siguiente: 

na An —Un 
J (2) == lim R(2- lim Y am (2— ap). 
T-» LO 


n>>00 j=- in 
Ya sabemos que el teorema de Laurent permite afirmar en este coso algo 


más, pues, según éste, se puedo considerar que los cocficientes Ay" no dependen 
do n, do modo que para f (z) resulta el desarrollo: 


a] 


H3= Y, Aj(2—20)*. 


jo 
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Teorema de Montol. Sea O un conjunto abierto arbitrario que 
no contenga al punto 2 = oo, y sea f (3) una Junción uniforme y localmente analitica 
en este conjunto. Entonces eziste una sucesión de polinomios ([P,, (2)) convergente 
hacia f (2) en O (por lo pul. no uniformemento). 

Demostración. Sta (O, ) la sucesión creciente de conjuntos abiertus 
construida anteriormente. Representemos O, en la forma 


0, =0,+(02—00+... +(0n—0n-1)=01 4024... +0. 
Debido a la construcción, w, está furmado por cuadrados iguales de Jado = 


(i=4,2, ..., n). Cada uno de estos cuadrados los sustituiímos par nueve 
rectángulos, señalados en la fig. 71 (sustituyendo la longitud del lado del cuad- 


rado por 37) . Considerando cada rectángulo como un conjunto cerrado, designe- 


mos por Ry la unión do todos los rectángulos correspondientes a los cuadrados 
01, M2, +» +... On. Fácilmente se ve que R, es un conjunto perfecta, que no con- 
tiene al punto del infinito y cuyo complomento es conexu. Además, Rn <= 0 
“e incluso R, <= On+1), debido a lo cual para cualquier tn :> 0 se puede hallar 
an polinomio P, (z) que satisfaga en R, a la desigualdad 


| Pa (2) —/ (2) |< En 


¿véaso el coranlarin del teorema de Runge en la pág. 409). 

La sucesión (P, (2)) satisface a todas las condiciones del teorema, si la 
3ucesión (€, ) tiendo a cero. 

En efecto, cada puuto z, 5 € O, pertenece a alguno de los conjuntos 0». 


Supongamos que z € wy. Entonces s pertoneco a uno de los cuadrados de lado Si 


que forman 0, y si z está situado cn uno de los vértices del cuadrado, entances 
este punto pertenece a todos los PR, para n > f; si z es distinto de los vérticos. 
pero está situado en la periferia del cuadrado, entonces cacrá en el interior de 
uno de los rectángulos de la periferia para » suficientemente grande y en ade- 
lante se mantendrá en el interior de este rectángulo, es decir, pertenecerá de 
nuevo a todos R,, comenzando dosde uno de cllos; finalmento, sí z está situado 
en el interior del cuadrado principal, entonces caerá en un cuadrado concén- 
trico para n suficientemente grande y se mantondrá en su interior, es decir, 
pertenecerá también a todos ly, comenzando desde uno de ellos. En resumen, 
co cualquier punto z, 3 € O, para n suficientemente grande, n > N (2), se verj- 
ficu la desigualdad: | P, (2 —1f (2) |< €,,. y, por consiguiente, lim P,, (3) — [ (2) 
n->09 


¿guesto que e, > 0 para n —» 00). 


$ 3. PUNTOS SINGULARES AISLADOS. RESIDUOS. 
PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 


3.1. Consideremos una función uniforme f (z), analítica en un 
entorno de un punlo z,, a excepción, posiblemente, de este mismo 
punto. Entonces f (2) es analítica en cierto recinto D: 


0<|2—2|<R. 
Sea z, un punto del recinto D que satisfaga a la condición: 
0<|2,— 25 |<. ln el círculo kz: |z=2z2 |< ]|20— ul, 
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f (z) es una función uniforme analítica y, por consiguiente, repro- 
senta un clemenlo q:, (2) (cap. tercero, ap. 6.3). Todos los puntos 
do da circunferencia yz: |z—2Z | = |20o — 2, |] serán regulares 
para éste, a excepción, posiblemenle, del punto z¿. Demostremos 
que si el punto zp¿ también os regular para e] olemento considerado, 
entonces será también regular para cualquier otro elemento q», (z) 
de la función f (z), correspondiento a un punto cualquiera z,, 0 < 


R pe 
< |z2 — zo | <>. Enefecto, en estas condiciones, todos los puntos 
do la circunforencia y, serán regulares para (pz, (2), por Jo cual la 


09 
k : fm ( á , 
serie de potencias > ce (z — 2,3" sorá convergento en cierto 
0 
círculo Kz,: |z—2¡| <p, cuyo radio py >| 29 — 2 |, y por 


consipuiente, el punto z, será interior para Kz,. Como Ja suma de 
la serie y (z) coincide con pr, (3) = f (2) en el círculo fez,, según el 
teorema de unicidad, ésta tiene que coincidir también con f (2) en 
todos los puntos comunes a K,, y D. En particular, ésta coincide 
con f (2) en todos los puntos de un entorno [7 del punto z, (a excop- 
ción del mismo punlo zp, en el cual por ahora la función f (2) no está 
definida). Tomemos ahora un punto cualquiera za + Z,, | 22 — Zo | < 


HR » 
E el círculo que Je corresponde ko: |z— 22 | < | 22 — Zo | 


y el elemento «2, (2) (que no representa otra cosa más que la fun- 
ción f (z) en el círculo kz). Entonces zo está situado en la curcunfe- 
rencia Ya: |2 — 22 | = | 22 — Zo |. Como en su entorno U existo 
una función analítica Y (z) que coincide con f (z) en todos los puntos 
de U distintos de zp, ella coincide con q, (2) en los puntos comunes 
para U y k,,, de donde se deduce que 2,¿es un punto regular para pz, (2). 

Resumiendo, si se consideran todos los elementos que reprosen- 
tan la función f (2) en el interior de las circunferencias que pasan 
por zp. y el punto Zy es regular para uno de estos elementos q, (2), 
entoncos éste es regular también para cualquior otro elemento 
fe (2). En este caso, llamamos a la función f (2) regular cn el punto 
2, y complelamos su definición haciendo f (20) = Y (zp) De este 
modo, la función resulta analítica en todos los puntos del círculo 
lz—2z| <R y, por consiguiente, es desarrollable en scrie de 
Taylor, dispuesta según las potencias de z — zp, convergente en el 
interior de este círculo. 

Consideremos ahora el caso en que el punto z, sea singular para 
algún elemento q», (2). Entonces. en nuestras condiciones, éste tiene 
que ser también singular para cualquier otro elemento q, (2). En 
efocto, suponiendo que fuese regular para (pz. (2), según lo demostra- 
do, tendriamos quo sacar la conclusión de que serín también regular 
para q», (z), en contra de lo supuesto, 


271199 
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En resumen, si Zy es un punto singular para uno de los elementos 
pz, (2) que representan nuestra función uniforme f (z) en el inte- 
rior de una circunferencia que pasa por el punto z,, entonces será 
también un punto singular para cualquier otro elemento «., (2). 
En este caso, diremos que la función f (2) posee un punto singular 
Z =Zqg, o mejor dicho, que posee un punto singular aisla- 
do de carácter uniforme. 

La serie de Laurent es el instrumento principal para la represen- 
tación y estudio de una función analítica en el entorno de un 
punto singular aislado z¿. Apliquemos el teorema de Lanront a la 
función f (z) en el recinto D: UV <|2— zo] < R. Este recinto es 
una degeneración de un anillo circular con el radio interior r = 0. 
Obtenemos: 


e 

f(2)= 2 un (2—2p)”, zZED, (3.1:1) 

donde 
a! (6) a 
a] (n =0, +1, +2,...), 

Pp 
y Pp es una circunferencia de radio p, 0 <p < R, con el centro en 
el punto 27. El desarrollo (3.1:1) puede utilizarso tambión cuando 
zp es un punto regular. En este caso, la serie de Laurent se convierle 


en la serie de Taylor, y se tiene: a.,;, =4.2= . = 0. 
Demostremos la siguiente proposición fundamental. 


Teorema. Para que una función f (2), uniforme y analilica 
en el recinto D: 0<|z2—2Zo01|< RP, sea regular en el punto zp, es 
necesario y suficiente que exista un entorno U del punto z, en el cual 
f (2) esté acotada en valor absoluto. 


Demostración. Supongamos que el punto z, es regular 
para f (z). Entoncos, en cierto entorno del punto zp, f (2) cuincide 
con una función y (2) que es analítica on este entorno. Tomando el 
entorno Y de modo que éste quede situado junto con su fronlera 
on el interior del recinto donde y (2) es analítica, y teniendo en 
cuenta que esta última es por lo tanto continua, hallaremos quo existe 
un 4M < oo tal, que 

IF =|1+(3]<M, zEU0, 
Por lo tanto. queda demostrado que la condición del teorema es 
necesaria. 


Demostremos ahora que es suficiente. Supongamos que exislen 
un entorno E? del punto z¿ y un número positivo M < oo tal, que 


|f(2)]< M para todos los puntos z€ U. 
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£ntonces, eligiendo p, 0 <p < R, de modo que la circunferencia 
%Yp pertenezca a U, para los módulos de los coeficientes an de la 
serie de Laurent (3.1:1) obtenemos las siguientes acotaciones: 


M 
Jan |< 35 MA O sea, [aa |< - 


Consideremos aquí solamente los cocficientes de las potencias 
negativas de 3 — Z¿, O Sea, supongamos que n < 0. Evidentemente, 
cuando p tiende a cero (con la única condición de que 0O<p <A, 
obtenemos: 


an=0, para n=—A, —2, —3, 


Así, pues, la serie do Laurent se convierte en la serie de 
Taylor: 


f (2) = 24m (2 — 29)", 


de donde se deduce que f (3) coincide en el recinto D con una fun- 
ción que es analítica en un entorno del punto z, (con la suma de la 
serie de potencias hallada), es decir, el punto z, es regular para f (2). 

Del teoroma demostrado se deduce que, para que z, sea un punto 
singular aislado de la función f (2), es necesario y suficienie que cn 
cualquier entorno del mismo no esté acotado el módulo ||f (3) |, 
es decir, se cumpla la condición 


Tim |7 (2) |=00. (3.1:2) 


De uquí que, e priori, hay dos posibilidades para el comporta- 
miento de f (z) en un entorno de un punto singular aislado: 
a) bl f (2) = oo; 


b) no “existe ningún límite (ni finito ni infinito) de la función 
f (2) cuando z tiende hacia Zp. 
Cada uno de estos casos subsiste en la realidad. 


Hagamos  f (2) = E=ay"* donde n es un número natural. 


Evidentemente, esta función es analítica para 0 < |3 — zo] y 


lim f (2) = oo. Por lo tanto, en este ejemplo se verifica el caso a). 
Z+?%0 
i 


Comu segundo ejemplo, tomemos f (2) = e*-70, Esta función 
también es analítica para 0< [2 — Zo |, pero, a diferencia dol 
ejemplo anterior, el En f (3) no existe. En efecto, si, por ejemplo; 


el punto z está situado. en la recta que pasa por el punto z, y es parale- 
la al eje real, de modo que z — Zg = Z — Ty €s un número real, 


279 
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$ 

enlonces, para 2>> To Y T => Lg, Ye tiene e*-*0o => 00, y para 7 < Zo 
Í 

y I—>1Xp, se tiene, e*-*0 > 0. Por lo tanto, en este ejemplo se verifica 

el caso b). En la fig. 73 está representada la superficie u = exp ; 

que es el relieve de la función considerada (para z, = 0) ”). 


7 E ER Altet dee n 
na 
ga 


— 
y 
AU e a? O AS SO O A SO A O O A E A OD PA 


EPA RAER- A EES 


le 
Ed 


Cl 


a 


IIDL. 


Hi 


AS > 
Ml 


Un punto singular aislado zy de carácter uniforme, para el cual 
se cumple la condición a): lim f (2) = co, sellamaipolo de la 


2-»Z0 
función analftica, lón el segundo capítulo ya nos encon- 
tramos con los polos de las funciones elementales. 
Un punto singular aislado z¿ de carácter uniforme, para el cual 
se cumple la condición b): lim f (2) no existe (ni finito ni infinito), 
2-»Zp 
se llama punto singular esencial de la [(un- 
ción. 


ds El dibujo ha sido adoptado de las «Lablas de funciones» de Jahnke y 
Emdo. 
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Estudiemos detalladamente cada uno de estos dos tipos de pun- 
tos singulares. 


Sea z un polo de la función f (2). Enlonces nl 1/1 (3) |= w 


y, por consiguiente, existe un entorno |z— zo | < A a di del punto 
Zq, en el cual f (3) salisface a Ja desigualdad |f (2) | > 1. Evidente- 
mente, la función q (2) = mu cs analítica en todo este entorno, 
a excepción, posiblemente, del punto zp. Pero, como | q (2) | = 


= < 1, de aquí según el teorema de esle apartado, se deduce 


que z, es un punto regular de e (z). El valor de esta función en el 
punlo zy €s igual a lim 


¿e 
2z>2p Í (:) 
cero de la función q (2). 

Recíprocamente; si se sabe que q (2) es una función uniforme 
y analítica en un entorno del punto zo, y Zy es un cero de esta fun- 
ción, siendo «q (2) sé 0, entonces se puede señalar un Á>>0 tan 
pequeño, que y (z) no posea en el círculo | z — zo | < Á otros ceros, 
a excepción de N Zo (véase el ap. 6.1, cap. tercero). Formemos la 


= 0. Por lo tanto, el punto 2, es un 


función f (2) = 5 - ésta es uniforme y analítica para 0 < |2—zp| < 


<A y tiende a oo cuando z tiende hacia z¿. Por consiguiente, zp 
es un polo de f (z). 

Así, pues, queda demostrada la siguienta proposición: para que 
el punto zy sea un polo de la función [f (2) es dal y suficiente que 


este punto sea un cero de la función y (2) = m5 E 


Debido a esta propiedad, la cual establoce una correspondencia 
entre los ceros y los polos, se crea la posibilidad de introducir el 
concepto de multiplicidad u orden de multipli- 
cidad (abreviadamente, orden) de un polo. Se dirá que z¿ es 
un polo de orden de multiplicidad * (k > 1) de la o f (z), si 


este punto es un cero de orden k de la función 5 . Cuando 
k=1, el polo se llamará sim ple; cuando k > 1, se dirá que es 
múltiple. 

En un entorno de un polo de orden k el desarrollo de Laurent 
tiene un carácter determinado, que observaromos inmediatamonte. 
Demostremos, precisamente, la siguiente proposición: 

Para que el punto zy sea un polo de orden k de la función ] (2), 
es necesario y suficiente que el desarrollo de Laurent de f (z) en un 
entorno del punto zp no contenga miembros con potencias inferiores a 
—k, y que el coeficiente de (z — zp) * sea distinto de cero. En otras 
pa labras, el desarrollo de Taaurent de la función f (z) tiene que tener 
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la forma 
f (2) =8. (2-2 +... Ha (2—20) + d+ 01 (220) +.-... (3.1:3) 
donde a, +0. 

En rió sea zp un polo de la función f (2) de orden %. Entonces 
para 75 tenemos que tencr en este punto un coro de orden k, de 
donde 

0= An (2— 20) + Años (220) 0, Ar 0, 
en cierto entorno del punto 2,. Por la tanto, 
f (2) = AA (3.1:4) 
La serie de potencias Ar + An+1 (2 — 2.) + .- . representa una 


función analítica que no se anula en cierto entorno no punto Zp 


(puesto que A, =* 0). Por esta razón, la función AFA 


es analítica cn un entorno del punto zo y admite un «desarrollo de la 

forma %qg + A (2 — Zo) + - . .. donde an = 3; E 0. Poniendo esta 

última soríc en la fórmula (3.1:4), obtenemos para f (z) el desarrollo: 
(2) =0(2— 20) 401 (2-2) H< (0% > 0), 


el cual, on virtud de la unicidad del desarrollo en seric de Laurent, 
represonta el desaerollo de Luurent de la función f (z). Este coincide 
con (3.1:3) salvo las designaciunes (a, = Gn-n, BR =0,1,2,...). 

Así, pues, la condición del teorema demostrado cs necesaria. 
Domostremos ahora que ésta os suficiento. Supongamos que f (2). 
posee en un entorno del punto 3 un desarrollo de la forma (3.1:3), 
donde e., se 0. Escribióndolo cn la forma 

_ 0 A+ ni (320) +... 
10) (2— 2p)* A 

sacamos la conclusión de que 


A A A 
CC EAT 
g , “£ 1 
endo la a A . po 
o bien, sustituyendo la función - a PON SU desa 


rrollo en serio de Taylor según las putencias de Z— Zo: 
ID = (2— 20)" IBo+Br (220) +. 
= Bo (2 — 20) + B4 (322 H+ 
donde fp = = + (. 
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Hemos obtenido que el punto zy es un cero de orden k de la fun- 
ción Fa . Por consiguiente, este mismo punto es un polo de 


orden k de la función f (z). El teorema queda demostrado. 

Examinemos el caso de un punto singular esencial. 11 compor- 
tamiento de la función en un entorno de un punto singular esencial 
sc caracteriza por la siguiente proposición: 

Teorema de Sojotski-Cassorati-Weier- 
strass*). Cualquiera que sea el número complejo A (propio o im- 
propio), existe una sucesión de puntos £2,,), convergente hacia un punto 
singular esencial Zy, tal que 


lim f (Zn) = A. 


TOD 


Domostración: Si A = oo, el teorema es ciorto, puesto 
que Ja función f (2) no está acotada en valor absoluto en cualquier 
entorno del punto singular esencia]. Supongamos ahora que A 3£ oo; 
demostremos el teorema por reducción a lo absurdo. Si cn un entorno 
arbitrario del punto z¿ no se pucden hallar puntos en los cuales los 
valores de la función scan arbilrariamente próximos a A, entonces 
tiencn que existir un entorno 0<|z—2zo¿|<ó y un número 
a > 0 tales, que |f (2) —4 | >«u para 0<|z—z0]|<Ó06. Exa- 


minemos la función y (2) = ; ésta es analítica en cl entorno 


1 
f (2) —A 
0<|z2—Zo | <Ó. Además, satisface en esto entorno a la desi- 
gualdad 


1 4 


Por consiguiente, según el primer teorema de este apartado, q (z) 
es rcgular en cl punto 27 y su valor en este punto tiene que ser igual 


al límite lim oa - Pero f (2) no está acotada en ningún entorno 
2>2y 


del punto zp. Por lo tanto, el límite indicado solamente puedo ser 


cero, o sea, q (zo) = 0. En resumen, la función tiene un 


UE A 
f (2) —A 
cero en el punto zo, de donde se deduce que la función f (2) — Á y, 
por consiguiente, también f (2), tiene un polo en este punto. Esto 
contradice a la condición del teorema, de donde se deduce que este 
último es cierto. 


IMlustremos este teorema con dos ejemplos. 


_ *) Este teorema fue publicado, independientemento uno dol otra, por 
Sojutski y el matomático italiuno Cassorati, en el año 1868, y por Weicrstrass 
en el año 1876; a continnación, para abreviar, lo llamaremos teorema de Sojotski. 
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Ejemplo 1. f (2) = sen - . Aquí, cl origen de coordena- 


das es un punto singular esencial. En efecto, si z tiende a cero, sen - 


no tiende a ningún límite, ni finito ni infinito, lo cual se observa 
inmedialamente considerando solamonte los valores reales de z. 


BE] O . 1 o 
Si Á = 00, entonces haciendo, por ejemplo, 2, = + Y. por consi- 


La | 4 . 
guiente, De —in, obtenemos: sen = —i sh rn -— 00 para n —> 
Ji n 
—+ 00, 
Supongamos ahora que A > oo. Para obtener la sucesión (3,), 


de la que se trata en cl teorema de Sojotski, resolvamos la ecuación. 
1 
sen— 1. 
Obtenemos: 


ca Arcsen Á -- 2 Ln (LA + y 1 —A%), 
do donde 


¿ i 
Z2= ou — 
En (¿44 Y1I—=A43) In :44+ YV1—A | + 26114 
Haciendo 


¿ 
Ta PV A + 2nu 
y asignando a n los valores 1, 2, 3, ..., obtenemos una sucesión 
42,,) que converge hacia cero y satisface a la condición 
F(3,) — A A A 
por consiguiente, lim f (z,) = A. 


ny 


1 

Ejomplo 2 f()=e. En este caso, el origen de coorde- 

nadas también es un punto singular esencial, puesto que de nuevo 
f 


no existe el límite lim e. 
2a-»>»U 


; 1 
Si A = 00, tomamos Z, = a Resulta: f (2,) =e" — 00 para 
n —> os es decir, la sucesión (+) satisface a la tesis del tcorerma de 
Sojotski para A = oo. Supongamos ahora que Á = 0. Entonces. 
haciendo 2, = — ad tendremos: f (2,) = e” para n-—> 00, O Sea, 


queda también comprobada la tesis del teorema cn este caso. Supon- 
gamos, finalmente, que A +0, A <= oo. Aquí es más sencillo elegir 
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los puntos correspondientes z, resolviendo la ecuación 
1 
et =4, 
Oblenemos: 
2 =LnA, 
de donde 
E 1 
"Lana Tila JA [+ 2h * 
Haciendo 
4 
"Ta A] 2 
tendremos una sucesión (z,) que converge hucia cero y satisface 
a la condición f (z2,) = A; por consiguiente, lim f (2,) = A. 
n— 

Del Leorema de Sojotski se deduce que, si 2, es un punto singular 
esencial de la función f (2) y Es es el conjunto de valores que Loma 
la función en un entorno arbitrariamente pequeño |2— 2. |] <6 
de este punto, entonces la clausura del conjunto Es (es decir, Es 
junto con todos los puntos de acumulación de este cunjunto) coincide 
con el plano complejo ampliado. 

En efecto, todo punto Á del plano complojo es el límite para una 
sucesión (ff (2.)) de puntos pertenecientes a Kg, y, Por consiguiente, 
A pertenece a la clausura del conjunto ¿e4. 

En los ejemplos 1 y 2 so vio que, salvo ciertas excepcionos 
(A = oo en el primer ejemplo, A = 00 y A =0, cn el segundo), en 
lugar de la sucesión de puntos (fz,), para la cual se verifica la 
igualdad límito 


Zn CS AS E 


lim f (Zn) = A, 
ty ->20 
se consiguen hallar Lales sucesiones para las cualos se verifican 
las igualduades acxactas: 
f (2) — A, n=1, Dos 


ResuJta que, en ol caso general, también tiene lugar una situación 
análoga. De esto trata la proposición siguiente: 

Tenroma grande de Picard. Sl 2, es un punto sin- 
gular esencial de la función f (2), entonces para todo A =* 00, a excep- 
ción, posiblemente, de un valor A = Ap, existe una sucesión infinita 
dc A-puntos de la función f (2) que converge hacia 2q. 

En el ejemplo f (2) = sen — no hay ningún valor excepcional, 

1 
en el ejemplo f (2) = e* éste es igual a 0, puesto que la función 
1 


e siempre es distinta de cero. 
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Este teorema lo demostraremos más adelante (cap. octavo). 
Señalemos aquí que, como fácilmente se comprueba, el teorema de 
Sojotski está contenido en las tesis del teorema de Picard. 

Del último teorema se deduce que el conjunto de los valores que 
toma la función f(x) en un entorno arbitrario |z — zo | < 6 de 
un punto singular esencial z¿, coincide con todo el plano finito 
[z | <oo, excluyendo del mismo a lo sumo un punto 4, (Aj, no 
depende de 0). 

EJ desarrollo de Lauront de la función f (z) en el entorno de 
un punto singular esencial z, tiene que tener, indispensablemente, 
un conjunto infinito de términos de potencias negativas de z — zp 
(se sobrentiende que los coeficientes de éstas son distintos de coro). 
Tin efecto, si en esto desarrollo no hubiese tales términos, entonces 
el punto zy scría regular para f (2), y si snlamente hubiese un número 
finito de ellos, entonces el punto zy¿ sería un polo de f (z) (según el 
teorema de la pág. 421). Recíprocamente: cada vez que el desarrollo 
de Laurent de la función f (z) en el entorno de cierto punto z, conten- 
ga un conjunto infinito de términos con potencias negativas do 
Z — Zo, Zp Será un punto singular esoncial de la función f (2). En 
efecto, éste no puede ser ni regular para f (2) (puesto que no tiene 
que haber términos con potencias negativas), ni polo (puesto que en 
este caso tendria que haber solamente un número finito de tales 
términos). 


Como ejemplo, consideremos la función exp A s ésta admite ol 
siguiente desarrollo, convergente para cualquier z +0: 


1 4 4 1 
e er BEE TER 


Evidontemente, puede considerarse que éste es el desarrollo de Lau- 
rent de la función en el entorno del punto 2 = 0. Como este desarrollo 
contiene un conjunto infinito de potencias negativas de z, z = 0 
es un punto singular esencial de la función. Naturalmente, cesto 
mismo puede demostrarse observando el comporlamiento de csta 
función en un entorno del origen de coordenadas. El lector compro- 
bará fácilmente que ella tiendo a oo, cuando z se aproxima al origen 
de coordenadas manteniéndose en los ejes coordenados, y a O, cuan- 
do z se aproxima al origen de coordenadas, manteniéndose en las 


. . . - a 1 
hisectrices de los ángulos coordenados. Por consiguiente, lim exp 
2=»>0 


á s . ; 1 
no existe y z =0 es un punto singular csencial de la función Cxp 7. 


De todo lo expuesto se deduce que, para caractorizar un punto 
singular, desempeña un papel definitivo el conjunto de los tér- 
minos de potencias negativas en el desarrollo de Laurent de la 
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función f (z) en el entorno de este punto. Por esta razón, la serie 


Y an (2—zp)* se llama parte principal del desa- 


00 
rrollodeLaurent >» a, (z—20)* en el entorno del punto 2. 


—2 
0D 


La secia Y) €, (z—20)*, que consta de todos los términos del desarro- 
0 


llo cuyas potencias son no negativas, representa una función regular 
en el punto Zo y, por lo tanto, se llama parte regular de la 
serie de Laurent. 

Aplicando las proposiciones onunciadas dcbo tenerse en cuenta 
que en ellas se trata solamente de aquellos desarrollos de Jraurcnt 
que son convergentes en cierto entorno 0 < |z—2zp9|< AR dol 
punto que se estudia. 

Como ejemplo, veamos la serie de Laurent: 


O 


Esta contiene un conjunto infinito de términos con potencias 
negativas de z. No obstante, antes de afirmar que 2 = 0 es un punto 
singular esencial para la suma de la seric, hay que aclarar si es 


convergente o no lo es en algún entorno de este punto. Obsérvese 
quo la serie considerada representa una suma de dos progresiones: 


00 On 
na 
Y 7" y Y 2. La primera de éstas es convergento para | z | > 1 
0 


sE 4 
y representa la función =351 la segunda es conver- 


da 
z 


1 
gente para |z |< 2 y representa la función ——= 7 


1i-> 


. Por 


consiguiente, el recinto de convergencia de la serie dada es el anillo 
í4<|z|<2, el cual, naturalmente, no es un entorno del origen 


de coordenadas. La suma de la serie en oste anillo es igual a =— + 
1 1 


dE Su aa x' para esta función el origen de coordenadas 


es un punto regular y todos los puntos singulares se reducen a dos 
polos simples: z =1 y 2 = 2. 

3.2. Para determinar rápidamento la posición y ol caráctor 
de los puntos singulares de una función en casos concretos conviene 
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tener on cuenta las sifruientes proposiciones elementales que se 
deducen de los teoremas del ap. 3.4. 
a) Si f (2) y p (2) se O son dos funciones anton y analíticas 


en un recinto dado G, entonces la función F' (2) = Fe) puedo tener 


puntos singularos en ol recintu G, precisamente xa solamente 
en los coros de la función q (z). Sea £ un cero do orden k de ta fun- 
ción p(2) kz1) y un cero de orden / de la función f (z) (1>> 0) 
(si E no es un cero de la función f (2), hacemos 7 = 0). Entonces. 


> 


en un entorno del punto £ sc tiene: 


la) — 512 (== tb... 2d e! 4 e Ie 
E o ?7»-A.__, 
che S y) 
EA +. 


donde $0 (+4) 40 y q0 (£) 40. De esto se deduce que F (z) tiene 
en el punto E un polo de orden k — ¿si k>?1, y un punto regular 
si k < 1; además, este último será un cero de la función F (z) de 
orden ¿—%k si k< l. 

b) Si f (2) y q (2) son dos funciones que no ticnen en el recinto G 
olros puntos singularos más que polos, entonces su suma, diferencia, 
producto y cocionte (coste último se forma solamente cuando 
q (2) 5 0) tampoco tienen otros puntos singulares más que polos. 

lín particular, consideremos la diferencia de estas funciones 
f (2) — p (2). y sea £ un punto en cuyo entorno los desarrollos de 
Laurent de las funciones f (2) y q (z) tienen la forma 


1()= Go + oda (a— E) + 


o 


o A 


Ey* 


Aquí 1 y k designan el orden del punto £, considerado respecliva- 
mente como polo de una u otra función. Para mayor goneralidad, 
supondremos que ¿ < 0 (o bien  < 0) cuando E sca un punto regular 
de f (2) (o bien de e (z)). comenzando en este caso el desarrollo con 
términos de potencias no negativas de z — £. 

Restando término a término el desarrollo de p (2) del desarrollo 
de f (2), obtenemos cl desarrullo de f (2) — q (2). Evidentemonte, 
el punto E será un polo de esta diferencia cuando, y sólo cuando, 
éste sea un polo de al menos una de las funciones f (z) y q (2) (cp 1 
o bien ¿> 1) y no coincidan entro sí las partes principales de Jos 
desarrollos de f (2) y y (2). Cuando las partes principales son iguales 
(os decir, k=1, ah =bon, +... 04 =0b.,), para la diferencia 
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obtenemos el desarrollo: 
f(2—G (2) =4+—bo+ (0,0) (:-—H)+..., 


de donde se deduce que ¿ es un punto regular para / (2) — q (2). 
Consideremos ahora la finción 
_F(2) 
Flao=o5 (00). 

Esta puede tener puntos singulares solamente cn Jos coros de 1n 
función q (z) o en los polos de la función f (2). Sea E un cero o un 
polo de las funciones f (2) o q (2). En cualquier caso podemos 
escribir: 

f (2) =D lm+a(lm—D+...) 

p (2) = (2— 5 [bo+ ht (2=5H+...], 


donde 7 y k son números onteros (positivos, negativos o ceros), 
y entre corchetes fignran series de potencias que son convergontes 
en cierto entorno del punto £ y cuyos términos independientes son 
diferentes de cero (a) +0, by + 0). En estas condicionos, A >> 0 
corresponde al caso en que «y (2) tiene un cero de orden k en el punto E, 
k =0 significa que z = £ es un punto regular cn el cual q (2) +0, 
y, finalmente, k < 0 significa que 3 = £ es un punto singular de 
la función « (2), precisamente, es un polo de orden —k. 
Pongamos los desarrollos de f (2) y q (2) en la fórmula para F (2). 
Tendromos: 
Pm o eya 07 4 (3H 
A a 


Evidentemente, para ¿pk el punto E será regular para F (z) (cn 
particular, para 1 > k sorá un cero de orden 7 — k), mientras que 
para ¿ < k será un polo do la función FP (z) de orden k — 1. 

c) Sea f (2) una función uniforme que no tenga en ol recinto G 
otras singularidades más que polos. Entonces la derivada de esta 
función f' (2) no puede tener tampaco en el recinto G otras singula- 
ridades más que polos. Precisando, f' (2) tiene un polo en cada polo 
de la función f (2), cuyo orden es una unidad mayor que el orden 
del polo do f (2). 

En efecto, ses ¿ un polo de la función f (2) de orden k:>1. 
Entonces, en un entorno Y del punto ¿,0<]z2z— E ]<R, la fun- 
ctón f (2) admite el desarrollo: 

Ax AL 
f (2) = Ep a ++ 40+41 (HA... (41 0). 
Como los términos de este desarrollo son funciones analíticas en U 
y el desarrollo mismo es uniformemonteo convergente en el interior 
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del recinto U (debido a la propiedad de la serie de Laurent), éste 
puede derivarse término a término en U. Resulta: 


KAR NN 
(Ep 


f' (2)= — — AA (kA_a 7=0). 


> 
Homos obtenido para f' (2) ol desarrollo de Laurent en un entorno 
del punto £, de donde se ve que £ es un polo de orden k + 1 para 
la derivada f' (2). 

d) Sea f (z) sz const una función uniforme que no tenga en el 
recinto (G otros puntos singulares más que polos, y sea A + oo un 
número complejo arbitrario. Entonces, la derivada logarít- 
mica de la función f (2) — A 


d(La[/()—AD_ _1'(2) 
dz f (2)— A 


no tiene en el recinto G otros puntos singulares más que polos; 
precisando, ésta tiene polos simples en todos los polos de la función 
1 (2) y en todos los A-puntos de esta última (es decir, en todos 
los ceros de la función f (z) — A). 

Para comprobar esta proposición, podemos aludir al caso general 
considerado anteriormente en b). Ya vimos que el cociente de dos 
funciones puede tener polos en los ceros del denominador o en los 
polos del numerador. Sea z = £ un cero de orden k del denominador, 
es decir, un A-punto de la función f (2) de orden k. Entonces 


H23-A aya (2H... (k>1, 470). 
De aquí se deduce que 
P (2) — hay (2—E + a (1) (IR ++. 


es decir, cl punto £ es un cero de orden k — 41 del numerador de la 
fracción. De esto se deduce que este punto es un polo simple de la 
derivada logarítmica. 

Por otra parte, sea z = £ un polo del numerador f' (3). Esto 
es posible solamente si £ es un polo de la función f (2) — 4; además, 
como ya se vio en el caso c), el orden do multiplicidad del polo para 
f' (2) será una unidad mayor que el orden del mismo polo para 
S (2) — A. Por consiguiente, para la derivada logarítmica obtenemos 
de nuevo un polo simple en el punto £. 

e) Si l es un punto regular o un polo para la función f (z) =% 0, 
y para la función q (2) € es un punto singular esencial, entonces ( 
será también un punto singular csoncial para cada una de las fun- 

q (2) 


ciones p (2) + f (2), f (2) p (2) y O 
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En efecto, designemos estas últimas funciones mediante y, (2), 
ya (2) y Ya (2), respectivamente. Entonces tendremos: 


pa (2) 
LA=40+10 BO, e0=w (010). 
Si se supone que y, (z) (f = 41, 2, 3) tiene un punto regular o un polo 
para z= f, entonces la función « (z) también tendrá un punto 
regular o un polo para z = £, lo cual contradice a la hipótesis. Así, 
pues, el punto z = É no, puede ser regular para las funciones y, (2). 
Como estas funciones son uniformes y analíticas en cierto cntorno del 
punto £, a excepción de este punto, éste tiene que sor un punto sin- 
gular aislado de carácter uniforme para 1, (2). Pero como ya compro- 
bamos, el punto £ no puede ser un polo para y, (2). Por consiguiente, 
éste es un punto singular esencial para cada una de estas funciones. 

1) Si l es un punto singular esencial para la función « (2), enton- 
ces la función Aa tendrá en £, o bien un punto singular esencial, 
o bien un punto singular no aislado: un punto 
de acnomulación de polos. 

En efecto, hay dos posibilidades: o bien existé un entorno del 
punto E en el cual q (z) no se anula, o bien tal entorno no existe. 
En el primer caso, la función y (2) = 5 sorá analítica en cierto 
entorno del punto £, a excepción del mismo punto E. Este punto 


no puede ser para y (2) ni regular ni polo; en caso contrario £ sería 
polo o un punto regular para q (2) = 6 , en contra de la hipótesis. 


Por consiguiente, £ es un punto singular esencial para y (2). 

yr el segundo caso, en cada entorno del punto ¿ cxisten ceros 
de la función q (z) y, por consiguiente, en ol mismo entorno existen 
polos de la función y (2) = 0: De aquí so deduce que cualquier 
entorno del punto ¿ contiene puntos singulares (precisamente, 
polos) de la función + (2). Por lo tanto, É es en el caso considerado 
un punto singular no aislado para y (2). Este es un punto de acumu- 
lación de polos. 

3.3. Consideremos una función uniforme f (z), analítica en todos 
los puntos del exterior | z |] > r de cierto círculo con el centro on el 
origen de coordenadas, a excepción, posiblemente, del punto del 
infinito. Realizando la transformación z = 2 reducimos el estudio 


(3 
de tal función al estudio de la función f* (L) =f (7) , la cual es 
analítica en todos los puntos de un entorno del origen de coordena- 


das, a excepción, posiblemente, del origen de coordenadas. La ima- 
gen del punto del infinito z = co será el punto £ = 0, y a cada suce- 
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sión de puntos (fz,), convergente hacia el punto del infinito, corres- 
Le ... 1 O 
ponderá una sucesión de puntos [en = -) convergente hacia coro, 
n 


y recíprocamente. 

El punto 3 = oo se llamará regular, polo de orden k o punto 
singular esencial, según que el punto £ = 0 sea regular, polo de 
orden k o punto singular escencial para f* (£). Como en los casos 
indicados f* (€) admite en un entorno del punto £ = 0 un desacrollo 
de Laurent de la forma 


(O) =a4 Haga. tan... 
PUO=Wa5 "4... —au ri +a+a gt... (an =20) 


+ 
pa y Um 
FO= > a.” 
—07 
respectivamente, (en el último caso, un conjunto infinito de coefi- 


cientes a, de potencias negativas de l es diferente de cero), la fun- 


ción f (2) =f* (+) admitirá en un entorno del punto del infinito 


un desarrollo de Laurent de la forma 
J(2)=4o-ha.¡2 4 a Pd Az ÑÉÁ 0, 
Jl23—az+... paztrajayzt+..., (a, +0) 


l9= 2 as" 


según que este punto sea regular, polo de orden k o punto singular 
esencial (en el último caso, un conjunto infinito de coeficientes de 
potencias positivas de z es difcrente de cero). 

Por lo tanto, la relación entro el carácter del punto con respecto 
a la función y el desarrollo correspondiente de Laurent resulta ser 
aquí igual que en el caso de un punto finito, cambiándose sola- 
mente los papeles que desempeñan las potencias positivas y negati- 
vas. De acuerdo a esto, la parto principal del desarrollo de Laurent 
en un entorno del punto del infinito es el conjunto de términos 
de potencias positivas, mientras que la parte regular es el conjunto 
de términos de potencias no positivas. 

Ya sabemos que se puede distinguir un punto regular, un polo 
y un punto singular esencial para £ = O sin examinar el desarrollo 
correspondiente de Laurent, sino averiguando solamente cuál do las 
tres posibilidades ticne lugar: 

1) f* (€) ostá acolada en un ontorno del origon de coordenadas; 

2) el límite de /* (£), cuando € tiende a cero, es infinilo; 

3) cuando £ tiende an cero, la función f* (£) no tiene ningún 
límite, ni finito, ni infinito. 
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Del hecho de que f (2) =f* (f) y 2 =7> se deduce que para 
el punto del infinito son válidos estos mismos criterios, y que la 
función tendrá en z = co un punto regular, un polo o un punto 
singular esencial según que ella esté acotada en cierto entorno del 
punto del infinito, tienda al infinito cuando z tiende al infinito, 
o, finalmente, no tenga ningún límite, ni finito ni infinito, cuando z 
tiende al infinito. 

Consideremos una función entera f (2). Esta, en virtud de su 
definición, es uniforme y analítica en todos los puntos finitos del 
plano y admite un desarrollo que es convergente en todos los puntos: 


f.(2) =40 + 412 +02 +... panti+ ... 


Como éste es convergente en cualquier entorno del punto del infini- 
to, se le puede considerar como el desarrollo de Laurent de la fun- 
ción en un entorno del punto del infinito. De aquí sacamos la con- 
clusión que: 

a) una función entera es regular en el punto del infinito cuando, 
y sólo cuando, ella es idénticamente igual a una constante: 


f (2) = as; 


lt) una función entera tiene un polo de orden k>1 en el 
punto del infinito cuando, y sólo cuando, ella es un polinomio 
de grado dk: j 


[(2)=0.+4324+...+ar?, — a10; 


c) una función trascendente entera puede definirse como una 
función entera con un punto singular esencial en el punto del inti- 
vito. Por consiguiente, para una función trascendente entera no exis- 
te el límite: lim f (2) (ni finito ni infinito). 


2» 00 

3.4. En este párrafo nos ocuparemos del cálculo de las integra- 
les de las funciones uniformes analíticas sobre curvas cerradas, 
suponiendo que en un recinto que contiene al circuito de integración 
no haya otros puntos singulares más que puntos singulares aislados 
de carácter uniforme. Estando planteado el problema de esta manera, 
la curva podrá contener en su interior solamente una cantidad finita 
de puntos singulares (en caso contrario, los puntos singulares ten- 
drían al menos un punto de acumulación, que sería también un 
punto singular de la función, pero no aislado). Sean 3,, Za, . . ., Zn 
los puntos singulares aislados de la función f (z) situados en el 
interior de la curva cerrada rectificable I'. Describamos alrededor 
de cada uno de los puntos Z, una circunferencia ya: | z — Za | = Pa 
de un radio p, tan pequeño que ésta quede situada en el interior de T 
y que cada una de ellas esté situada en el exterior de todas las demás. 


28—1199 
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Entonces, en virtud del teorema integral para un sistema de cir- 
cuitos, tendremos: 


[rd] 19d + | fat... +$ 4 (2) da. 
r Y1 va Yn 
Por lo tanto, ol problema se reduco al cálculo de la integral 


$ f (z) dz sobre la circunferencia | 2 — zp | = Pr, situada en un 


a 
entorno del punto singular aislado z, de la función f (z). 

Sustituyendo f (2) por su desarrollo de Laurent en un entorno 
del punto z, 0 integrando término a término (lo cnal es posible 
debido a la convergencia “uniforme de la scric de Laurent sobre 
Ya), hallamos: 


+00 “boo 
| rt az=$ Y an (¿—2)"d= Y añ | (2— za)" dz =aM 2n1, 


PA VA m= — an Mus —O0S% 4h 
En efecto, de todas las integrales Ñ (2 — 2," ¡dz. es distinta 
e 


Yk 
do cero solamente una, la que corresponde al valor m = —1, y ésta 
es igual a 2x1. 
fín resumen, 


| Ata) da= 2 (404... +a%)). (3.6:1) 
) 


La fórmula (3.4:1) resuelve por completo el problema planteado. 
Vomos, pues. que en nuestras condiciones, el valor de la integral 
de una función analítica depende solamente de los cocficicntes de 
las potencias de exponente igual a menos uno en los desarrollos 
de Lauront de la función en los entornos de los puntos singulares. 
Estos coeficientes se llaman residuos de la función. 

Por lo tanto, se llama residuo de la función f (2), respecto 
de un punto singular aislado a de carácter uniforme, al cocficiente 
de (z — a)”* on el desarrollo de Laurent de la fuución cn un entorno 
del punto a *). 


*) El concepto do residuo portenoce a Cauchy. El mismo scñaló también 
numerosas aplicaciones do este concepto a diversos problemas del análisis. 
Por do visto, la denominación residuo (résidu) es debida a quo Cauchy 
llogó a este concepto buscando la diferoncia entere las integrales tomadas 
sobre dos caminos (con orígones y extromos comunes), ontro los sguales están 
comprendidos los polos de la función. De esta forma se pucdeon encontrar todavía 
los residuos en la «Memoria sobre las integrales definidas» (1814). El mismo 
vocablo erosidua» aparece por primora vez en el artículo «Sobre un généro de 
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La fórmula (3.4:1) expresa el siguiente teorema: 

Teorema do los residuos. La integral de una fun- 
ción f (z), tomada sobre un circuito cerrado T', contenido en un recinto 
donde la función es uniforme y analitica, a excepción de puntos sin- 
gulares aislados de carácter uniforme, y que no pase por los puntos 
singulares. es igual al producto de la suma de los residuos de la furu:ión 
respecto de todos los puntos singulares comprendidos en el interior 
de Y, por 2xi. 

Para aplicar este leorema hay que saber calcular los residuos. 
Estos últimos se hallan sin dificultad alguna cuando el punto singu- 
lar de la función es un polo. Supongamos primero que a es un polo 
simple de la función. Entonces, en cierto entorno dol punto a el 
desarrollo de la función es de la forma: 


1 (2) = + 40401 (20)+.... 
de donde 
f (2) (2— a) =4a.¡+0a)(2—a)+ a (a+... 
y, por consiguiente, 


a. = les f (2) = lim [7 (2) (2— a)]. (3.4:2) 
zan toa 
El cálculo del residuo se simplifica más, si f (z) tiene la forma 
2 


Md=53 . 


donde p(a) =0, y y (2) tiene un cero simple para z=a (es decir, 
si p(u)=0 y y” (a) +0). Entonces z=4 cs un polo simple de la 
función f(z), y según la fórmula (3.4:2) obtenemos 


ee PIC TOCA $) _ oí 
Res f (2) — Res 7 =lim 2257) ICI ATA 
¿-——d 
(3,4:3) 


cálculo. análogo al cálculo de infinitesimaleso, inclurdo en ed primer tomo de 
«Exorcices de mathématique» de Cauchy (1826). Me aquí como mtroduce Cauchy 
est concepto: «Si, despues de haber hallado los valores de x que hacen infinita 
a la función f (%), se agrega n uno de estos valoros, designado mediante z, una 
cantidad infinitésima E, y luego se desarrolla / (r; + +) según las potencias 
crecientos de esta misina cantidad, los primeros términos del desarrollo con- 


tendrán potoncias negativas de e y uno de ellos será el producto de - por un 


cocficiento finito, al enal llamaremos. rosiduo do la función f (x), respecto 
dol valor particular x, de la variablo zx». Después de esto artículo, Cauchy publica 
muchos otros, incluidos en cel primer tomo y en los tres siguientes tomos de 
«Exercicess (1828-1829), en los cualos considoraba las aplicaciones do la teoría 
de los residuos al cálculo de integrales, al desarrollo de las funciones en pro- 
ductos infinitos, a la teoria de las ecuaciones, ete. 


28+* 
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Si a es un polo de orden k(% >> 1), en un entorno del punto a 
tendremos el desarrollo: 


rr e (2—4)+..., 


z—a)* l—a 
de donde 
106 =ar tam lea) +... bas (eat... 
Derivando término a término k— 41 veces, resulta: 


h- — e yR 
AMECA — (e 4) 01 + de (de 1) L.. Za (za) +... 


y, finalmente, para Z-—> a: 
(k—Uta=lim H2U0E-9M% 
1-2 


dih-1 
o bien 


de-1 [f (2) (¿—a)*) 
dz*-1 e 


Fácilmente se comprueba que esta fórmula conserva su valor tam- 
bién cuando cl orden de multiplicidad del polo es menor que k. 


1 
_ =Re => 1 Ar 
a-1 Res f (2) E=mM lim (3.4:4) 


y 


FIG. 74 


oo 
Fjemplo 41. Calcular la integral Ñ F (2), dx, donde PF (2) 


PO 

oí» TUe no tiene polos en el 
eje real y tal, que ol grado del denominador Q (1) es al menos dos 
unidades mayor que el grado del numerador P (zx). 

Consideremos el circuito de integración representado en la 
fig. 74, donde BCA es una semicircunferencia de radio R con el 
centro en el origen de coordenadas. Tomemos el radio R tan grande, 
de modo que todas los polos de la función F (z) situados en el semi- 


es una función racional: F (xr) = 
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plano superior queden comprendidos en el interior de dicho circuito. 
Entonces tendremos: 


+R 
| F (2) dr + j F (2) dz= 21% Res F (2), 
—R BCA 


donde la suma se cxtiende a tudos los polos de la función f (2) 
pertenecientes al semiplano superior. 


Como 
to 
|7 (2) |= | P (2) _|tmz">+.. . +4 Um AE da di Um?” 
10 (2) 0n2?+... Fdo dp 1+ bo 
... + a 


y n—mz2, para valores de |z|]=R suficientemente grandes, 
tendremos: 


A 
Por esta razón, 


[$ Prya|<- 5 aR=%>0 cuando R— 00. 
HCA 


Por consiguiente, 


0 +R 
| FF (2) dx= lim j F (2) dz = 212 Ros F (2). 
pa R=>9 _vp 


En resumen, la integral de una función racional, sin polos en el 
eje real y que posea en el punto del infinito un cero al menos de segun- 
do orden tes to es cquivalente a la condición n — m2 2), es igual 
al producto de 251 por la suma de los residuos de la función P (z) 
respecto de los polos situados cn el semiplano superior. 

Supongamos, en particular. que 
Pl) 
donde p, q y r son números enteros no negativos, siendo p <r 
y 9=r. 

Aquí el grado del denominador 2r es superior al grado del nume- 
rador al menos en dos unidades. 'fodos los polos de la función F (2) 
están comprendidos en la fórmula 


Arc 
z=e " krd,.... rt, r+4,..., 2r—1) 
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(los puntos +4 no son polos de la función F (z), puesto que el nume- 
rador y denominador de la fracción ticnen un factor común 1 — 2?; 
si p — q y r no son primos entre sí, entonces algunos de los puntos 
indicados tampoco serán polos de F (z)). Entre ellos, en el semiplano 
superior están situados los polos 

kn 


I=e " R=TL. Li. =1). 
Todos ellos son simples y, por consiguiente, 
A 


2 2q kg haci 
e” =4* 1 e (2p+ 1) 
Res FP (2) = ——_ hn — ==> [e pr. —e - |. 
(2r—1) - 
Zumé r — dre sl 
Por lo tanto, 
Ho 
Pa cen rn 
4 — z2Y St le =>) ]= 
—o 
29) E ep) El 
s i+e á . i+e , 
sra dial rr ON 
EE (2941) — 
= il—e 
Z (cotg E SE rn — cotg HL 5) . 


Observando que la función smbinlegral cs par, obtencinos: 


Aa 


== AA tr AL 
3 dz =- ( cotg 3 7 MH cotg — r). 


i 


Sir=2nyq=p>+nRr(1p<mR), la última fórmula toma la forma 


mn gen de “A 
“TN = O e. 
| 2rsen ÍLIL y 
) 


U 


Ejemplo 2. Sea 0 (2) una función analítica, a excepción 
de un número finito de polos, en un recinto que contenga al semiplano 
superior cerrado (excluyendo el punto del infinito). Si ella no tiene 
polos en el eje real y tiende a coro cuando z tiende a oo en ol semi- 
plano superior, entonces para cualquier y > 0 es válida la fórmula 


oo 


| [emtzp (2) + e 40D (—x)] dí = 256 i >> Res |eXé:0D (3) 1, 
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donde la suma se extiende a todos los polos do la función D (z) situa- 
dos en el semiplano superior. 
Tomando el mismo circuilo de integración que en el ejemplo 1, 
obtenemos: 
R 
| MixD (5) de + ' er (2) dz = 210i S Res [eX120 (2)1. 
de —R BLA 
Elijamos el radio R tan grande, de modo que todos los polos de la 
función e*i2z YD (2), pertenecientes al semiplano suporior (éstos coin- 
ciden con los polos de la función OD (z2)), estén situados on el inte- 
rior del circuito de integración. 
Demostremos que en estas condiciones 


lim ! eXizp (2) dz =0. 


Hom BCA 
l¿n efocto, 


[Sa 11 exi (2) de | = 


exp (aid? cos p —pR sen q) D (Reto) ¿Reto dp | < 


mn 


A 
< | e-uRrseng | D (Reto) | R dy. 
Ú 


Según la condición, max |UD(Ret*)|[=e(R)>0 para Ni —00. 
0pe<x 
Por lo tanto, 


[Ta] <e (8) | Re-uRseno dy = 


y 
=2e (R) 


2 
Re-"Rseas dp <2e (R) | Re pe dp = 


20 
cua 


= HE (1 —e"B) < A —>0 cuando R — 00, 


Por consiguiente, 
ES n 
lim | eni= 0 (2) de = lim | LebtnoD (2) + 02D (—2)] de = 
R—=0w vn > 00 í 


a j (ex (2) $ e-uid) (—2)] de = 2nt » Res(entz0D (2)]. 


v 
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Este es el resultado que se pedía. Si D(z) es una función 
par, la fórmula toma la forma 


| cos pD (2) de =mi Y! Res [extzd (2)]. 

Si DW'(2) es una función impar, resulta la fórmula: 
j sen 40 (1) dz =131 S Res [extt0O (2)]. 
0 


Por ejemplo, 


[a .l 
piz —ua 
j £03 4x7 dz = «ai Res ——— ed ad E 


al.) 72 ¿nt adqz3 za ” 
] 
A qe iz pa 
sen pz se” 
1 aya UM = Res qq eq: 


3.5. Como una de las aplicaciones ie de la teoría de 


f' (2) 

los residuos, hallemos el valor de la integral ¿2 >7 | cia 
donde f(z) es una función uniforme en un recinto G, la cual no 
tiene puntos singulares en el mismo, a excepción, posiblemente, 
de polos; Á es un número complejo arbitrario, q (7) es una función 
uniforme y analítica en el mismo recinto y I' es una curva cerrada 
rectificable de Jordan, perteneciente al recinto G junto con la parte 
encerrada por la misma, la cual no pasa por ningún polo ni por los 
A-puntos de la función f (z). 

Los únicos puntos singulares que puede tener la función F (2) = 


= q (2) ; a > )_ en el recinto G son polos, originados por los A-puntos 


o por los polea de la función f (z). Sean as, . . ., 4m los A-puntos 
de la función f (z) situados en el interior de T, y %,, Az, - - -, Cm» 
los órdenes de multiplicidad de estos A-puntos; sean b;, ..., bn 
los polos de la función f (z) situados en el interior de T y f,, .... Ba, 


los órdenes de estos polos. En los entornos de los puntos a, las fun- 
ciones q (3) y f (2) admiten los siguientes desarrollos: 


pl)=pl(a)+.... 
(2) —A=Ca, (¿—ajNuit... 
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Por consiguiente, f' (2) =CJ 0; ay ri+... y 


—1 
“qe (2—a py"? +... 


P (2) =[9 (2) +. | ——_—_—_—— = 
Ca, 6— 24 rss 


a a; 
A 
_ aAajpla) 

TY vos 


Los términos no escritos contienen potencias superiores de 
z — aj. En particular, después del término que contiene (z — aj)”? 
tiene que figurar el término independiente del desarrollo de Laurent, 
después, el término que contiene z— ay, etc. De aquí se deduce que 
2= a, es un polo simple de la función F (2), cuyo residuo es igual 
a ap (ay). Este residuo puede ser igual a cero, si q (a,) = 0; en este 
caso, en la realidad, el punto a, no es un polo de la función F (2). 

Consideremos ahora algún polo b, de la función f (2). En un 
entorno del mismo se tienen los desarrollos: 


p(2)=p(bJ+..., 
(2) —A=dp (¿by Ue, 


e -Pj-1 
f' (8) = —Bydg (¿bj Y —.... 
de donde 


fil 
— Byd_p,(0—b) ej 


FP (2 =18 (9) + - + 1 ————_——__—-. = 
)= 19 (05) pb) Ba. 


—B,) i+.. 
— i+... 


a—b) 


—. 
—e» 


Bs (b y) 
¿—b — 


[p(y)+.-.] 


a lO (bp+...]=— 


Por consiguiente, F (z) tiene un polo simplo en el punto z = bj, 
cuyo residuo es igual a —P,p (b,) (éste es igual a cero, si p (by) = 0). 
Aplicando el teorema de los residuos a la integral 


1 1' (2) 
Zar | LA ly Tr pay ec 
obtenemos: 


ar ) q (2) Ta 2 e ad 2 BP (by).  (3.5:1) 
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La primera suma del segundo miembro representa la suma de los 

valores que toma la función q (z) en los A-puntos de la función f (2), 

donde cada uno de ellos se repite tantas veces cual sea el orden de 

multiplicidad del A-punto correspondiente. Si se considora que 

untre todos los A-puntos situados en el interior de T, cada uno de 

ellos se escribe una cantidad de veces igual a su orden de multipli- 
m 


cidad, entonces la suma 2,a,p (ay) se puede llamar simplemente 


suma de los valores que toma la función « (z) en los A-puntos de la 
función f (2). Una observación análoga subsiste también para la 
segunda guma, donde la sumación se extiende a los polos de la fun- 
ción f (2). Definitivamente, llegamos al siguiente enunciado: 

La integral a y (2) j . e 7“ es igual a la diferencia entre 
la suma de los valores que toma la función q (2) en los A-puntos de la 
función f (z), situados en el Interior de T, y la suma de los valores que 
toma la misma función q (z) en los polos de la función f (z), situados 
en el interior de T. 

Señalemos unos casos particulures de esta proposición: 

u) p (2) =Z. En este caso obtenemos la fórmula: 


Tn nm 
1 J" (2) a y 
O a _— 2 2-2 Bjj, (3.5:2) 


es decir, la integral resulta ser igual a la diferencia entro la suma 
de los A-puntos de la función f (z), situados en el interior de P, y la 
suma de los polos de esta función, situados en el interior de T. 

b) q (2) == 1. En este caso obtenemos: 


Tm n 
1 (3) a =, 
2ar] To y aj— Y, Ba, (3.5:3) 
Ir j1 jua | 
es decir, la integral resulta sor igual a la diferencia entre el número 
de A-puntos de la función f (z), situados en el interior de I', y el 
núrnero de sus polos, situados en el interior de T. 

Si A =0, entonces los A-puntos serán ceros de la función f (3). 
Designando con N la cantidad de ellos que hay en el interior de I' 


y con P, el número de polos que tiene la función f (z) en el interior 
de IP, hallamos: 


A : 
Sy" l o da == N —P. (3.5:4) 


La integral que figura en el primer miembro se Mama residuo 
logarítmico de la función f (z) respecto del circuito T' (obsér- 
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vese que bajo el signo integral figura la derivada logarítmica de 
la función f (z)). Resumiendo, llegamos al siguiente teorema: 

La diferencia entre la cantidad de ceros y polos que tiene lu fun- 
ción f (2) en el interior del circuito Y' (en ambas cantidades se tienen 
en cuenta los órdenes de multiplicidad de los ceros y polos) es igual 
al residuo logarítmico de la función respecto de este circuito. 

El residuo logarítmico tiene un significado sencillo. Para reve- 
larlo, escribamos la integral en la forma 


1 PY 2, 4 d 
ETA | SH ES ) 3 La [f (231) dz. 


Señalemos en la curva T un punto arbitrario zo, al cual considera- 
remos punto inicial y final del camino do integración. Al recorrer 
el punto z la curva T' en la dirección positiva, la función Ln f (2) varia- 
rá continuamente. y después del recorrido de toda la curva su valor 
en el punto zp, se diferenciará goncralmente del valor inicial en el 
mismo punto. Pero, para un mismo valor de f (zp), los valores Ln f (zp) 
podrán diferenciarse solamente por ser distintos los valores que 
se asignan a Arg f (z,) antes y después del recorrido. Jlesignando 
con D, el valor inicial de Arg f (zo) y con OD, el valor de Arg f (3p) 
después del recorrido, hallamos: 


1 E 1 : 
3 (7 =p (Un 1160) 14-101 


—(In]7 (2)1+40,) = 22. . 


Por consiguiente, según la fórmula (3.5:4), 


; _ 1 
N—P=—_R— 

Esta relación expresa el denominado principio del 
argumento. 

La diferencia. entre la cantidad de ceros y polos de la función f (2), 
comprendidos en el interior de una curva cerrada IT, es igual a la varia- 
ción del Arg f (z) al recorrer el punto z el circuito Y en dirección post- 
tiva, dividida por 21. 

Señalemos también la interpretación geométrica de la proposi- 
ción obtenida. Al recorrer el punto z la curva cerrada T' en dirección 
positiva, el extremo del vector w = f (2) describirá una curva cerra- 
da T'. Designemos con v la cantidad de vueltas completas que da el 
vector w en torno del vrigen de coordenadas en el recurrido indicado. 
Convengamos en contar cada vuelta con +1, si se efectúa en direc- 
ción positiva, y con —1, si se efectúa en dirección negativa. Entonces, 
para la variación de Arg f (2) obtenemos la magnitud 2xv, de donde 
se deduce el siguiente enunciado del principio del argumento: 
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La diferencia entre el número de ceros y polos de una función uni- 
forme f (2), comprendidos en el interior de una curva cerrada T, es igual 
al número de vueltas completas v que da en torno del origen de coordena- 
das el vector que representa f (2), mientras el punto z describe el ctrcul- 
to TP en la dirección positiva. 

En el caso partícular en que f (2) no tenga polos en el interior 
de IT, obtonemos: 

el número de ceros de la función f (2). comprendidos en el interior 
de la curva cerrada T, es igual al número de vueltas completas que da el 
vector f (2) en torno del origen de coordenadas al recorrer una vez el punto 
z el circuito UT en la dirección positiva. 

Del principio del argumento se desprende el siguiente teorema: 


Teorema de Rouché. Sif (2) y 9 (2) son dos funciones 
uniformes y analíticas en los puntos de una curva cerrada rectificable TP 
y en el interlor de la misma, y si en los puntos de esta curva se cumple 
ta condición 1f (2) | > 1] p (2) ], entonces en el interior de T la suma 
f (2) + q (2) posee tantos ceros cuantos tiene la función f (2). 


Demostración. Para aveciguar el número de ceros de la 
función f (2) + q (2) aplicaremos el principio del argumento. 
Escribiendo f (2) + q (2) para los puntos de la curva T' en la forma 


A e (2Q 
a+ ot)=1() [1 +55 
(1/ (2) | es mayor que |p(z)| en Joy puntos de la curva T' y. por 
consiguiente, no se anula), hallamos: 


Argli() +9 (5)1=Arg1() +Arg[1+42]. 


q (2) 
Poro Tia 


i++ ”S describe una curva cerrada comprendida enteramente en 


el interior del círculo de radio 4 con el centro en el punto 1. Por con- 
siguiente, el vector correspondiente no da ninguna vuelta alrededor 
del origen de coordenadas, y la variación del Arg E + qa) 


f (2) 
al recorrer el punto z la curva T' es igual a cero. Así, pues, la varia- 


ción del Arg Íf (2) + y (z) ] en el recorrido indicado coincide con 
la variación del Arg f (z) en el mismo recorrido, de donde, según 
el principio del argumento, sc deduce la igualdad de los números do 
coros de las funciones f (2) + q (z) y f (2). 

La proposición que sigue es una aplicación útil de este teorema: 


Teorema de Hurwitz. Si (ff, (2)) es una sucesión de 
funciones analíticas en un recinto G, uniformemente convergente en el 


< 1; por lo tanto, el extremo del vector que representa 
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interior de este recinto hacia una función f (z) más 0, entonces, para 
cualquier curva cerrada rectificable y, perteneciente a G junto con su 
parte interior y que no pasa por los ceros de la función f (2). se puede 
señalar un número v = Y (y) tal, que para n > v (y) cada una de 
las funciones f, (2) tendrá en el interior de y un mismo número de ceros, 
igual al número de ceros de la función f (z) situados en el interior de 
esta curva. 


Demostración. Designemos con u el mínimo de | f (2) | 
en los puntos de la curva y: en virtud de la condición, u > 0. Por 
consiguiente, debido a la convergencia uniforme de la sucesión 
ff. (2)) en y, se puede señalar un v(y) tal, que para nr > y (y) en 
todos los puntos de la curva y se cumple la desigualdad 


Ifn(3—f(2)|<u<|1 (31. 

Pero de aquí, según el teorema de Rouché, se deduce que las funcio- 
nes f (3) y f() + Ilfn (o) —f (1 =f, (2) (n > v (y) tienen un 
mismo número de ceros en el interior de y, con lo cual se termina 
la demostración. 

Ejemplo 1. Hallar el número de raíces de la ecuación z? — 
— 4 + 2—áÍ =0, cuyos módulos son menores que 4. 

Apliquemos el teorema de Rouché. 

Para esto, representemos z2—áP?+ad en la for- 
ma f (2) + q (2), donde f (2) = —42! y q (2) = 2? + 22 — 1. Como 
para |z | =1 


Ip(2)])=]22+2—1|</2]4+]22] 44 =3 
y 
17()]|=142]=4, 


Ip(31<|/(1. 


Por consiguiente, según el teorema de Rouché, la función f (2) + 
+ q (2) = 23 — 42 + z3 — 1 tiene on el interior de la circunferen- 
cia |z| =4 tantos ceros cuantos tiene la función f (2) = —4z5, 
Pero esta última tiene un cero de quinto orden en el origen de coorde- 
nadas y, por consiguiente, el número de ceros que tiene en el cír- 
culo unidad es igual a 5. Por esta razón, la ecuación zi — 423 + 
+ z22—1=0 tiene cinco raíces en el interior del círculo unidad, 
es decir, tiene cinco raíces cuyos módulos son menores que la unidad. 
Ejemplo 2. Demostrar que la ecuación 


44 +a,cos 9 + azcos20+... +ancos nd =0, 
donde 0d 44 <a... < an, tiene 2n raíces distintas en cl inter- 


valo 0 <Ú < 21. Además, la ecuación dada no tiene raíces imagi- 
narias. 


se tiene 
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Demostremos primero que todos los ceros del polinomio 
Pp(2)=44+013+...-Panz” 


están situados en el interior del círculo unidad. Evidentemente, 
esto polinomio no tiene raíces roales positivas. Si 2 no es un número 
positivo, se tiene: 


o (=) (214) || anz"*1— [ay + (a, —a9) 2.4... + (An —4an_1) 21 |:> 
> |anz"*|—[ay+(a,—a)2+... + (An — Gn.) 3"|> 
> an 2191094 (0,29) ]2]+... +(4a —20-)]2/1. 


En ofecto, como los DÚMEerOoS Ap, 44 — Ap, . . ., An — An-¡ SON Positi- 
vos y el número 2 nu es positivo, los veclores ay, (4, — 4) 3. ... 
<<. (4n — Gp-1) 2" no pueden llevar una misma dirección y, por 
consiguiente, 


| do (0: —009) 25... (Un —Gn-) 27] < to (a, —a)|z1+... 
eo. (da — 4.1) 12)”. 
Si, además, |z |>1, entonces 
do + (01 —09) 13] +... + (0 —Gna1) | 2)" < 
«5049]z|"+4- (a —09) [4 ... —(4n —4n-1) | 3|"+!1 
= 09 + (4, —do) +... + (0 —42-)1/2 [5 =a,]2["*". 
Así, pues, para |z|>1 y 2 no positivo, se tiene: 
p(3)(E-1))>«|2["4—a,|2| 10, osea p(2 (2-1) 0. 


Pero de aquí se deduce que para z no positivo y en valor absoluto no 
menor que 1, p (2) + 0. Esto último es cierto también para z positi- 
vo y, por consiguiento, p (2) no tiene ceros fucra del circulo unidad 
ni tampoco en su circunferencia. Por esta razón, todos los n veros 
del polinomio p (z) están situados estrictamente on el inte- 
rior del círculo unidad. 

Supongamos ahora que el punto z describo la circunferencia 
Pz] = 1 en la dirección positiva. Entonces el vector que representa 
p (2), según el principio del argumento, tiene que dar en torno del 
origen de coordenadas un número de vueltas igual al número de ceros 
del polinomio p (2), es decir, n. Como en cada vuelta la curva que 
describo el extremo del voctor se corta con el eje imaginario al menos 
dos veces (una vez por encima y otra por debajo), tendremos al 
menos 2n intersecciones de éstas. Cada una de ellas corresponde 
a una posición determinada del punto 2 en la circunferencia | z | = 1, 
es decir, a un valor determinado del argumento Y, el cual varía 
en el intervalo (0, 23) al dar una vuelta. 
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Por consiguiento, tenemos al menos 2n valores distintos dol argu- 
mento $ on el intervalo 0 <Ú < 2x1, para los cuales el punto que 
representa p (2) = p (e4%) so sitúa en el eje imaginario. Para cada 
uno de estos valores de $ 


Re (p (et9)] =Re (a) + ajetó+.... + aneird) == 
= Re [44 — a, (cos 0 + ¿send)+... +4n (cos nÚd + 1 sen 0)) = 

=p + 4,005 Ú - ... —a, cos nú 

se anula; por consiguiente, queda demostrada la existencia de al 

menos 2n raíces de la ecuación 
dy +4a,cos+... ancosnd =0 

en el intervalo (0, 2x1). 

Demostremos que el número de todas las raícos situadas en este 


intervalo es exactamente igual a 2n. Con este fin, hagamos ei? = £; 
entonces, tendremos: 


AO y ¿O 


cos k) = 3 = 5 ; 


y, por consiguiente, 
do 74,008 d+... +4p Cos nÚ = 


= E (pr A a an"). 


Si ti, Lar - + -» Eon son los ceros del polinomio que figura en el 
segundo miembro, entonces todos los ceros del polinomio trigono- 
métrico que figura en el primer miombro satisfacen a la condición 
ei=t, == lb a: 

De aquí se deduce, ante todo. que la cantidad «(de ceros reales distintos 
del polinomio trigonométrico considerado en el intervalo (0, 231) 
no es superior a 2n. Como ya se hahía demostrado que existen nu 
menos do 2n ceros reales distintos de este polinomio en el intervalo 
(0, 211), el número total de cllos es igual a 2n. Obsérvese que los 
módulos de los números $, = e**) son todos iguales a 1; por lo tanto, 
entre los coros del pólinomio trigonométrico dado no puede haber 
ninguno imaginario. 

Ejemplo 3. Sea q (£) una función de variable real, positiva, 
continua y creciente en el segmento [O, 4). Consideremos la integral 


1 

(P(t) cos zz de. 

" 
Basándose en la observación hecha en el ap. 1.2 (pág. 388), a ésta 
se la puede considerar en cualquier recinto acotado del plano como 
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el límite de una sucesión de Sumas integrales: 
n—1 
1 k k 
Ín (2) = > ru (+) cos —Zo 
ka=0 
uniformemente convergentes en este recinto ”). 


Por consiguiente, esta integral representa una función f (2), 
analítica en cualquier recinto del plano, o soa, es una función entera. 


£ 
Evidentemente, f(z) 20 (por ejemplo, f (0) = ] ep (t) dt> 0) Por lo 


tanto, a la sucesión (f, (2)) y a la función f (z) se les puede aplicar 
el teorema de Hurwitz. Si z, es algún cero de la función f (2), entonces 
en cualquier entorno fijado del punto z, todas las funciones f,, (2), 
comenzando desde una de ellas, tienen que tener tantos ceros cuantos 
tiene f (2), es decir, al menos un cero. Pero las funciones f, (z) son 
polinomios trigonométricos que satisfacen a las condiciones del 


ejemplo 2 ( (on este caso 0o<a=t9(4)<am=o (32) 
y v=7) . Por esta razón, las funciones f, (z) no tienen ceros 


imaginarios. Por consiguiente, la función  cntera f(2) = 
1 

ll ¡ p (£) cos zi dt tampoco tiene ceros imaginarios: todos sus 
0 


ceros son números reales. 

3.6. Si f (z) es una función uniforme y analítica en cierto entorno 
z | > A del punto del infinito (a excepción, posiblemente, de este 
mismo punto), entonces en este entorno es válido el desarrollo: 


fl2)=...+ Am" +... +A? 4 AR A13+ + Anti+... 


FHallemos la integral de f (z) sobre la circunferencia Cy: ]z|= 
= 9, donde gs > R y la dirección del recorrido es tal que el entorno 
z | > a del punto del infinito queda a la izquierda del observador. 
Es natural considerar positiva tal dirección con respecto al recorrido 
en torno del punto del infinito. Mas con respecto al interior del 
círculo | z ] < a, es decir, con respecto al entorno del punto finito 
z = 0, ésta es negativa. Integrando término a término la serie de 
Laurent, resulta: 


] f (5) dz = A, (— 2x1) =2nt (—A.,). 


*) En el caso dado, esta proposición es fácil comprobarla directamento. 
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Para que cn cl caso de integración alrededor del punto del infi- 
nito Ja integral de la función también sea igual al producto del 
residno de la función por 2xí, es conveniente dar da siguiente defi- 
nición: 

Se llama residuo de una función, uniforme y analitica en cierto 
entorno del punto z = 00, respecto de este punto, al cocficiente de z”!, 
tomado con signo menos, en el desarrollo de Laurent de la función en 
este entorno. 

Entonces 


| f (2) dz — 2ni Res f (z), 


donde la integral so toma en la dirección positiva con respecto del 
punto del infinito, es decir, en el sentido segúa el cual Ja parle exte- 
rior de la curva queda a la izquierda (y no la parte inlerior como 
ordinariamente so hace). 

Aplicando esta definición, oblenemos el siguiente teorema: 

La suma de todos los residuos de una función uniforme y analitica 
que solamente liene puntos singulares aislados, es igual a cero. 

Bn efecto, el número de puntos singulares de tal función es finito 
(en caso contrario, existiría un punto de acumulación, finito o infi- 
nilo, del conjunto de los puntos singulares. el cual sería, por lo Llanto, 
un punto singular no aislado do la función). Describamos una cir- 
cunferencia | z | — O, con el contro en el origen de coordenadas, de 
modo que en cJla y en su parte exterior (a excepción, posiblemente, 
del punto z = 00) no haya puntos singulares de la función. Entonces, 
todos Jos puntos singulares finitos: %2;. Zg, . . ., 2, estarán situados 
en el interior de esta circunferencia, por lo cual, según ol teorema 
de los residuos, so tiene: 


sn 


| f (2) dz— 2ni y Res / (2). 


E k=1 1, 


Aquí se toma la integral en la dirección positiva ordinaria, es decir, 
de tal modo quo cl interior de la circunferencia quede a la izquierda. 
Pero esta misma dirccción será negativa con respecto al punto dol 
infinito. Por lo tanto, la misma intogral será igual a 


Í 1 (2) da — 2x1 Res f (2). 


f 
*9 


Restando la segunda relación de la primera, oblenemos defi- 
nitivamente: 


Zai [Res f (2) -- ... +- Res f (2) +- Res f (2)] = U, 


2==21 


29— 1199 
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o bien 
Resf (2) + ... + Res f (2) + Res f (z) = 0. 
cuz] z2=2n Zeron 

bl teorema queda demostrado. 

En particular, este teorema es cierto para cualquicr función 
racional, puesto que una función racional ticne solamente puntos 
singulares aislados de carácter uniforme (precisamente, polos). 

Obsérvese quo el residuo de una función respecto dol punto 
dcl infinito se determina mediante el cocficiente de uno de Jos 
términos de la parte regular del desarrollo de Laurent, 
mientras que el residuo respecto de un punto finito se determina 
modiante el coeficiente do uno de los términos de la parte prin- 
cipal (es menester recordar que el conjunto de las potencias nega- 
tivas del desarrollo de Lauront representa la parte regular para el 
punto z = oo y la parle principal para un punto finito). Dc aquí se 
deduce que el residuo respecto del punto z = oo puede ser distinto de 
cero, incluso cuando este punto no sea singular, es decir, cuando es 
regular, mientras que el residuo respecto de un punto rogular finito 
sicmpre es igual a cero. Así, por ejemplo, para la función f (2) = a 
el punto z = oo es regular (es un cero de primer orden). Sin embargo, 


aquí Res f (2) = —1 +0. 


$ 4, APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS 
AL DESARROLLO DE LAS FUNCIONES EN SERIES. 
INTERPOLACION 


4.1. Sea f (2) una función uniforme y analítica que no tenga 
en el plano finito otros puntos singulares más que polos. 
Designemos con C una curva cerrada rectificable de Jordan cual- 
quiera que no pase por los polos de la función f (2), y sea z un punto 
situado en el interior do C, distinto del origen de coordenadas y de 
los polos. Calculemos la integral de tipo Cauchy: 
1 | 1 (5) ae 
2m tz * 
C 


1(_) 


Evidentemente, los polos de la función q (ft) = en el into- 


-— Z 
rior de C son: el punto £¿ = z y todos los polos de e función f (z) 
situados en el interior de C. Designemas con Pj, ..., P,, todos 
aquellos polos que son distintos de cero, y con Gi; (2), . . ., G, (2) 
las partes principales correspondientes de los desarrollos de Laurent 
de la función f (z). Hagamos también fo = O, suponiendo que G, (z) 
es la parte principal del desarrollo de Laurent de la función f (2) 
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en un entorno del punto 3 = 0, de modo que Go, (3) es idénticamente 
igual a cero, siz = 0 es un punto regular de f (2), y Go (2) es una fun- 
ción racional con el único polo en el origen, si z = 0 es un polo de 
la función f (z). 

Calculemos log residuos de la función q (%) respecto de los puntos 
E=2Z. Pi .... Pn- Ante todo, obtenemos: 


neo (0) =/(). 


Sustituyendo luego f (3) en un entorno del punto fa por el desa- 
rrollo de Laurent correspondiento 


MO =- SIN + SE at) id AD (C—En + 
sl (gy 0 o 1 A+... 
e... =Gr (5) + Pa (0), 


donde G, (<) y Pa(£) son las partes principal y regular del desu- 
rrollo, respectivamonte, y obsorvando que para |¿—fa]<|z—fa| 


AN 1 da 
3 7 (BR —E—Bn) 

EI DOI <A TS 

y 2—fla (2 —Ba)?  (a—fiy oh 


hallamos que el término que contiene (£—f1)? en el desarrollo 
de pe) =/() 7 es igual a 
[A 4 Ms E E A 
=> PR yr > Ca (¿=p 
Por consiguiente, 
pe p (5) = —G; (2). 
Ba 


Así, pues, 
1 1 
ar a = 10 0 (0, 
o sea, 
n 
IP (4.1:4) 
0 


Esta fórmula podría haber sido obtenida de otro modo. Obsérvese 


n 
para usto, que 2 Cn (2) es una función racional que se anula cn 


29+ 
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el infinito; Lodos sus polos están situados en ol interior de C. La fun- 


ción EZ (z está siluado en el interior de C) posce las mismas 


propiedados y en el punto del infinito tiene un cero al menos de 
segundo orden. Por esta razón, gu residuo respecto del punto del 
infinito cs igual a cero, y, por consiguiente, 


n 
Y Ca (5) 


1 T 
zar | 7 4=0 
E 
do dondo 
nn 
J Ny d 1 )— DS Gr (6) 
be A '” 
2711 | EE- Zu ( t—z Ae. 
Cc 18 


n 


Poro la función / (2) — DG, (£) es analítica en todos los puntos 


intoriores a C; por lo cual, a la última integral se la puede aplicar 
la fórmula de Cauchy, obteniendo: 


! ¡DEC 5 
+= == 7 | — Ki = 1) Y Gato), 


” 
Curs 


es decir, resulla la fórmula (4.1:1). 

Supongamos que existe nna sucesión de curvas e recli- 
ficables de Jordan (C,,) que no pasan por Jos polos de la función 
f (2). donde cada una de las curvas (Cm) está contenida en el interior 
de la siguiente (C +1) y cuyas partes interiores, para m suficionte- 
mente grande, contienen a un círculo dado cualquiera |z]< 2, 
cumpliéndose para las curvas (,, la siguiente condición: 


lim pala 0, (4.1:2) 


in -» 00 ¿ni 


Entonces, ol número de polos do la función f (2), situados en el 
interior de Cp, dependerá de m: n= roy, y de la fórmula (4.1:1) 
hallamos: 

Y 


f (z) lim 5 pe 3 Cr (2). (4.1:3) 


1R =>» 00 
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es decir, la función / (2) se expresa en forma del límite de la sucosión 
do la suma de Jas partes principales de sus desarrollos de Laurent, 
respecto de los polos situados en el interior de C.,. 

La condición (4.1:2) queda satisfecha si, por ciemplo, 


Tim | 1/0) | ds < co. (4.115) 
dadas Cru 
En efecto, designando con rm la distancia desde el origen de 
coordenadas hasta Cm (fm —>00 cuando m-—o00) y suponiendo que 
2 pertenece al circulo |2|< RA, para rm>>R tendremos: 


1 ¡HA 4 A 
| ¿ui ] [—1 <a —R Ñ |f6) | ds — U 


- mt 


- mi 
cuando m —> 00. 

De esta acotación se ve que. con la condición (4.1:4), cl Lérmino 
complementario de Ja fórmula (4.1:1) tiende a cero uniformemente 
respecto de z, perteneciente a un círculo arbitrario | 2 | < R. Por 
estu razón, la sucesión (4.1:3) converge nniformemente hacia f (2) 
en cualquier círculo |z |< 4?. 

Se puede obtener una expresión para f (2) análoga a (4.1:3) en 
condiciones más generales. Supongamos para esto que on lugar de 
(4.1:4) para la sucesión de curvas (C,,) y un número entero no nega- 
tivo p se cumple la relación 


Tim y 44E ds < oo. (4.1:5) 
Cm 


Si se supone que las longitudes /,, de las curvas C,, crecen no más 
rápidamonte que 4Ar,,, dondo 2 os una constante (así será siempre 
que C,, scan curvas homotélicas rospecto del origen de coordenadas), 
entoncos hallamos que 


max (/ (23) 
PACA + tr Cm 
nr de < max —— <A —=—- . 
Ñ | Ñ pa = Cm | / o | do A a 
7 


De aquí se ve que la condición (4.1:5) quedará cumplida si se 
verifica la condición más simple 
__ Mmax|f(5)l 
lim —=—— < oo, (4.1:6) 
m0 Tm 


gue admite un crecimiento infinito del max | z (6) |, pero no más 
Cm 


rápido que el de rn. 
Haciendo la suposición de que se cumple la eondición (4.4:5) 
o (4.1:6), volvamos a considedar la relación (4.1:1) y sustituyamos 
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en la misma (¿ — 2)-* hajo el signo de la dé por la expresión 
1 1 1 3 3 3P+1 
TA AR 


Entonces tendremos: 


n P 
(mM=Namr NA 4 a | LO A (417) 
0 0 C 


gi+L 2 
Observando que los puntos fio, Bi, .-.. Ph son polos de la función 
1 (0 


nn situados en el interior de C, hagamos: 


Res 422—- po =AP  (¡=0, 1, ..., p). 
1=Br p/+ 


IEntonces obtenemos: 


35] La +... +42 > Y Puto, 
ende E (z) son eins de grado no superior a p: 
P; (2) = ajo + ANUZ+ coo AZ, (4.1:8) 
lin resumen, la fórmula (4.1:7) puede escribirse en la forma 
+1 
(2) = Y A rn E 
C 


Sustituyendo dl C por Cm y, por consiguiente, n por My, 
aplicando la condición (4.1:5), oblenemos que cl término comple- 
mentarjio de esta fórmula 

1 HD _ Pm 
ar | =p 
m 
tiendo a cero, y además, uniformemente con respecto de los pun- 
tos z, pertenecientes a cualquier circulo fijado: |z| < /1. En efecto, 
si mes tan grande que rm >*R, se tiene: 


1) rt FACAAALAS 
car 3 Pz PA <a ) IT 1 TE 1 a 


Ren ¡PACON 
po e e 
Em 


$ 4. APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS 455 


Poro, en virtud de la condición (4.1:5), las integrales j MEE ds 
Cc 


m 
están acotadas: 


Ñ Er ds < M< 00. 
ma 
Por consiguiente, 


| E 14 A Al < a >0 cuando m—> 00, 


Ez Er 1 (*m— A) 
m 
y de la fórmula (4.1:9) resulta el desarrollo 
f(2)= lim 2 16, (2) + Pa (2)). (4.1:10) 
My >00 


que converge uniformemente hacia f(z) cn cada círculo |z|<?7?. 
Este desarrollo puede escribirse en forma de serie 


[ (2) =1Go (2) + Po(z)1 + 3 (Gr (DA Pop (1 E + 
+ [6n OP, (231), (4.1:11) 


donde no se debo hacer igual a cero. 

Obsérveso que los primeros términos de la sucesión (4.1:10) 
a de la serie (4.1:11) se hacen infinitos en los puntos fo, . . -. Bum» 
es decir, allí donde se hace infinita la función f (z). Por esta razón, 
la convergencia uniforme de la serie (4.1:10) se debe entender como 
la convergencia uniforme de aquella serie que se obtiene de la dada 
después de despreciar unos cuantos primeros términos que licnen 
polos en el círenlo | 2 | < 11. Los desarrollos de la forma (4.1:10) 
(en particular, (4.1:3) o (4.1:11)) se llaman desarrollos de f (z) en 
fracciones simplos. 

4.2. El método expuesto de dosarrollo de las funciones en series 
pertenece a Cauchy. Apliquémoslo a unos cuantos ejemplos particu- 
larcs de gran importancia. 

1) Desarrollo de sec z. Tomemos por C,, los contornos 
de los cuadrados con los centros en el punto z = 0 y con los lados 
paralelos a los ejes de coordenadas y de longitudes 2mx. En los lados 
de Jos cuadrados, paralelos al eje imaginario, se tiene: z = + mx + 
+ iy, y, por consiguiente: 


m+i 


eos (Emil |coriy]  chy' 
lzn los lados de los cuadrados, paralelos al eje real, se tione: 
3=zx-=3Himan, y, por coosiguiente (véase la fórmula (3.6:11). cap. 
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segundo), 
í 1 
ROL 2 == ———_—————— e AAA 
| oca | cos (r + iman | * shma 
De estas desigualdades obtenemos para la integral j | sec E | ds 
. . e... Ca 
la siguiente acotación: 
hs d 
y e 1 
j |seci | ds < 2 Ñ 07 + MR 
Em —mr 
pa 
s . Y Am 
Como la integral j —3_ es conv 
g eh y 95 <on crgonto y rr O para mm — 00, 


se enmple la condición (4.1:4) y, por consiguiente, tambión la con- 
dición (4.1:2). Por esla razón, en el caso dado se puede utilizar la 
fórmula (4.4:3). 


i¿n cl interior de C,, la función sec z = 


tiene polos de la 
cos z 


”m. sn . . 
forma (27 — 1) S + donde — mH-1<¿< mm; todos ellos son sim- 
ples, puesto que los ceros de cosz son simples. Evidentemente, 

; 1 
Res —secz—= — ci (—1y, 
Ro E sen (1 n) a 
2231) y . 2 


y, Por consiguiente, la parte principal de soc z en el entorno del 
(—1 

YT 

:— (21--1) 


bién que z = 0 no es un polo para sec 2 y, por consiguiente, se debe 
suponer que la parte principal correspondionte es igual a cero. 
Do la fórmula (4.1:3) hallamos: 


punto 2 — (2j — 1) > os G) (3) = Obsérvese tam- 


vi 


—áiy 
secz - lim (1 == 
1i—w00 Para :—(2/—1) 297 
m Ú 


O E A A DE 


Sustiluyamos en la segunda de las sumas que figuran bajo el signo 
del límite j por 4—AX. Obtenomos que k varinrá entro los límites 
desde 4 hasta /m, y, por consiguionte, 

0 m '. 
S (— 1 E (=p: 


A A AS 
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Por esta razón, cambiando la notación k por 7, hallamos: 


mw. 


m . 
sec z= lim ==" ON AA Ñ 
he» 06 ju 2 (Y Jue 1 24 (110) 3 


= lim Y a 
il 


Mr wo | q (25 —1)2 - 


Hemos oblenido el desarrollo de secz en serie 


s ES y (21 --1) TU E 
s002= Y (- 1 — AG (4.2:1) 
o 


Del método de obtención de esta serie (un caso particular de la 
fórmula (4.1:3) con la condición (4.1:4)) se deduce que ella es unifor- 
memente convergente en cada círculo | z | < 4? (además, para hablar 
de la convergencia de la serie se deben excluir de la misma unos 
eunntos primeros términos, que tienen polos en el círenlo dado). 

2) Desarrollo de cotg z. Pomemos por C,, los contornos 
de los cuadrados con los centros en el punto z = 0 y con los lados 
paralelos a los ejes de coordenadas y de longitudes (2m + 1) a. 
lEntouces, en los lados de los cuadrados, paralelos al ejc imaginario, 


2 (mi) a+ iy, 
y, por consiguiente, 
cos [ + (m--7) n+ | 


sen | =+ (o <. y) 1419 | E 


En los lados de los cuadrados, paralclos al eje real, 


el —prY 


sen (iy) | ES 
O |<1. 


| colg 2 | ES cos (iy) 


2=5+i(m+ +) T, 


y. pór consiguiente, (véase la fórmula (3.6:11) del cap. segundo), 


, $ | 
cos [=+:(m++3) n] E ch(m+<y) 3 Ñ 
? t EA 1 0 
sen [++ (m+ 3) a] sh (+35) = 
(407 2n+br pe” pt 


q — e im+ da = (—e”* Ft 


| cotg z | = 
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En resumen, en los ¡lados de los cuadrados Cm el módulo 
|cotgez| satisface a la desigualdad 


EE 
—1 


Por esta razón, se cumple la ción (4.1:6) y, por consiguiente, 
también la condición (4.1:5) para p =0, y podemos aplicar la 
fórmula (4.1:10). 


En ol interior de C,, la función cotg z = — 
Siguientes: 0, +31, .. ., Hmm. Jos cuales todos son simples, puesto 
que todos los ceros de sen z son simples. Evidentementeo, 


Ros cotg z - O 
¿ht cos kn 


| cotg z |< 


tiene los polos 


por lo cual, la parte principal G, (2) del desarrollo de cotg z en el 
entorno del punto z = kx es igual u x= 


En el caso dado, los polinomios Pr (a) (véase la fórmula (4.1:8) 
son de grado no superior a p =0: 
Pr (z) = A = Res colg 5 . 
E==krt 5 
Pero, evidentemonte, la función Cote es par. Por esto, su 
desarrollo en serie de Laurent en el entornn del origen de coordenadas 
contiene sulamente potencias pares de £í y, por consiguiente, 


Res 283 _ y 
Por otra parte, los puntos ¿= Xx (k=*+0) son polos simples para 


<otg í 

== . Por lo tanto, 
Res cotBe_ cos LEE E 1 
tán $ er cos a Hit 


ln rosumen, 
Pol3)=0, Prla=x (20) 
y, por consiguiente, sogOn la fórmula (4. LO): 


coty z Jin [+ 3 (== — aio ea 2) +3 (ui km +1) ]= 


A +2 (ta )]=>+ z tu.) 
(4.2:2) 
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Hemos obtenido el desarrollo de cotyg z en fracciones simples. 
Del mismo modo de obtención de esta fórmula se deduce (de la fór- 
mula general (4.1:10)) que la serie (4.2:2) es uniformemente conver- 
gente en cualquier círculo |z |< R, si se excluye de la misma 
un púmero finito de términos que tienen polos en oeste círculo. 

Escribiendo la relación (4.2:2) en la forma 


cotg2—=—.- (2H ++ 55) 


integrémosla término a término a lo largo de una curva arbitraria £ 
que parta del origen de coordenadas y no pase por los puntos kx 
(k = +1, +2, ...). Obtenemos: 


(cotgz—) dz = 2 Ln ( q E) = 2 Ln (1 —-35) : 


donde en el segundo miembro figuran unos valores de los logarit- 
mos completamente determinados; precisamente los valores de las 
integrales correspondientes: 


) (+ 233+ kx ) dz. 


La integral del primer miembro es igual a uno de los valores 
de LInEZ.. Así, pues, 


al AE 


2 loe e. 


18 


Ln"! — lim Y) En (1-37) , 


no 


1 


de donde 


E sm (1 —+2.) 


N.->00 


lo cual, ordinariamente, se escribe mediante el símbolo del pro- 
ducto infinito: 


sen2== 1] (15) ; (4.2:3) 


Hemos obtenido el desarrollo de sen z en producto infinito. 
Este desarrollo se obtendrá de nuevo en el cap. séptimo, partiendo 
de unos razonamientos más generales. 
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3) Desarrollos de coscc3 y tgz. Do los desarrollos 
de las funciones sec 3 y cotg z so obtienen inmecdialamente los desa- 
rrollos de las funciones costcz y tg. En efecto, cosec 2 = 
= YO (+ — 2) . Por lo tanto, de la fórmula hallada anteriormente 
Y] ¡ 
gecz.= lim E 1) == 

MO m4 1 1 (LM) 
hallamos: 
mm , 
1)? 
CcoOsec z= lim y A = 
IR» 0) ¡A F— 1—(21—1) S 


rn. mm 
: — 1) : (—14)/-1 
= lim 9 —— lim My pais reí, 
O — 1 ((—1)—3 OA 1a(—1)+2 


Sustiltuyondo ¿—4 por k, obtendremos: 
m-— 3 ¡ye 
cosoc 2 -= Lim Y A 
mono, E 2 kn 
hee —r/ 
1 


ld atm) * 


1 1 : 1 
¡A TA 1 Y A E E E E m 
yl 1) la=5 7 14 (n— 1) 1 ) al) 1—mMmxX ] ] 
Agreguemos denbro de los corchetes un término más: (— 1)” x 
Xx 7 cuyo límite es igual a cero (uniformemente respecto do z, 
pertencciente a un circulo arbitrario |z|<<.R). Obtenemos: 
ar 1 2: 22 m 27 ]= 
coseca—= lim [Er 0" ap] = 


1 al q 23 
=>7+ 2 (—1) 23 —(ka)2 ; 


liste es el resultado pedido. 
Análogamente, para tg 3 tenemos: tg z—=cotg (F—2) , por lo 
cual, de la fórmula obtenida anteriormente 


cp — =+3 117) ) 


84. APLICACION DE LA TEORIA DC LOS RESIDUOS A61 


obtenemos: 
mt 4 a 
d 1 
tia de E 2 ( E —3—kn Bj Ll —24pka | o 
AE k=1 7 2 E! 
y 1 1 1 1 
e e) a, JN 
2 2 — 2 2 
1 1 í 
SS IN z ¿ 14 ¡ 
(2m — 1) LS — (2m — 1) e (2m -1) —: 
Despreciando enlro corcheles el término , Cuyo límite 


€s igual a cero, hallamos: 


rr << 
, 22 de 
te z— lim AMAN —— hn —KáÁ + 
TR 2 E Pa da 2 a (24 z E as 


Este es el desarrollo huscado de tg z. 

4) En particular, de los desarrollos buscados fácilmente se oblic- 
nen los desarrollos de Laurent de las funciones trigonométricas en 
el entorno del origen de coordenadas que fueron hallados anterior- 
mente mediante división de series (cap. tercero, ap. 7.2). 

Considorcinos sec z. Esta función es analítica en al círculo 


T . . JJ 0 
Lal << ST Y. por consiguiente, admite en el mismo un desarrollo 


en serio de 'Pavlor. La fórmula (4.2:1) expresa estu función en forma 
do seric: 


Tn 


sec z- >) a E 
, 4 


de Si ¡pra OTE RR lí 
1 


pa . In as JT. 
IO AIN 


la cual es uniformemente convergente en cada circulo y, en particu- 


a . T . e 
lar, en cl interior del círculo | z |< 5: Por cesta razón, basándose 


en cl icorema de Weierstrass sobre las series uniformemente conver- 
gentes de funciones analíticas, se pueden obtener los cocficientes 
de Taylor de sec z sumando los coclicientes correspondientes de Jos 
desarrollos de Taylor de cada una de das funciones que figuran entre 
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corchotes en el segundo miembro de la última fórmula (véase cap. 3, 
ap. 7.1). Pero 


A ra rra 
:—(2—1) y Sa 


A A A A 
(—1) 1% 5 li Tao E | 


=2(- 9) (1=1<(-05) 


¿Ta=a Ca 


Aquí, los coeficientes de potencias impares son iguales a cero. 
mientras que el coeficiente de z2” (m =0, 1, 2, ...) es igual a 
2 (141 -92(2 2m+t o (—41)-1 
2m4 1 7 (E) j— DIM 
[e +) 


Por lo tanto, los cueficientes de 'Paylor de las potencias impares 
de z en cl desarrollo de sec z, son iguales a cero (lo cual, evidente- 
mente, se podría habor observado inmediatamente, puesto que la 
función sec z es par), mientras que los coeficientes de las potencias 
pares 22” so expresan en forma de series: 


09 É 
2 m+ (—1)/71 
? ñ ) 2 (2¡— 138041 * 
Así, pués, 
(E ib ES (— 1)/71 gm 
sec z- 36 (5) o le , 
Recuérdese que en ol cap. 3, ap. a se obtuvo cste mismo desa- 


rrollo en otra forma: 


ar NN (ya Em y 

ser Z= e 1" + 
donde £»n son enteros, denominados números de buler (£y¿=1, 
E=-—1, E¿=5, Eg.«= —61, ...). Comparando los coeficientes 
de ambas series, obtenemos las igualdades: 


0 2 yo mpt S (ptr m A a 
2 (5) 2 A 
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y. en particular: 


A A A A ss 


a o 
A E 
TI CISTEA E E 


Consideremos también la función cotg z — =>, la cual es analí- 


tica en el circulo | 2 | < n. Para calcular los coeficientes de su doxa- 
rrollo de Taylor, apliquemos la fórmula (4.2:2), de la cual se deduce 
la siguiente expresión de esta función cn forma de seric: 


ca S (+++) ] 


Para cada término de esta suma se tiene el “siguiente desarroll« 
de Taylor: 


1 gl 


dez h =a 
2— ¡n ras a oO a y (—1) (pnya+! e 


ao 


=-20ÍÁ= (lal<ap. 


> (am 


Por lo tanto, los coeficientes de potencias pares de z en el desarrollo. 
de Taylor de la función cotg z — AE son iguales a coro (lo cual se 


observa inmediatamente, puesto que esta función es impar), mientras 
que los coeficientes de potencias impares z2”-!, se expresan en forma 
de series: 


24 Ey E O E am (m = E 2, e. .). 
ql J=1 
Por consiguiente, 


00 
POE NA 2 1 gm-1 
cotg 2. — = > [ — añ Y Gm ]: . 


ma 4 
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En el cap. tercero, ap. 7.2, se obtuvo este mismo desarrollo 
en otra forma: 


ía 
1 e tri 228 Bora am-1 
Coty 7-7. Y (-1) a, 
nin | 
Comparando Jos dos desarrollos se deduce que 
2 É€ 4 J2m 7 
2) 17 Y 
= EN A, Da 
n2m 2 jan a: 1) (22m * 
J=.1 


Como el primer miembro de esta igualdad es posilivo, el segundo 
también lieno que ser positivo, es decir, (—1)"71B,,— > 0. Do aquí 


se deduce que los números de Bernoulli B,,, (m=1, 2, 3, ...) 

tienen que allernár do signo (ya «e vio en cl cap. 3, ap. 7.2, que 
1 A _4 

Bor B=-—3 By O E 


Do la relación oblenida se deducen, en particular, las siguientes 
igualdados: 


1 y 7 
> Fozar RG 
j=1 
= 3d 7 4 
$ 1 
2 a =p > 
Jay 
149) 4 b é 
He qe EE 
== MO =p 
¿=1 


4.3. lixaminermos el problema de la construcción del polinomio de inter- 
polación para una función analítica dnda / (2). El problema consiste en que, 
dado un sistema de puntos 


Í1, Za. ...9 ¿m» 
pertenecientes a un recinto G, y dados otros tantos números naturales 
Ag, Ad +... mo Aj+QAzy! ... + Amy — 4,2 /R, 


se puede constenir un polinomio 1 (2), del menor grado posible, que satisfaga 
a los condiciones: 


ME»=I/ Ep»... pe? (2) PO et (2) (=1, 2... mM). 


El polinomio 11 (2) que selislace a estas condiciones se llama polino- 
mio de interpolación de la función f (2), correspondiente u los 
puntos de interpolación 3,, con los órdenes de multiplicidad e; (1 1, 2, ... 

. .. 41). 
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Si MU(z) es tal polinomio, ontonces para la diferencia 
R (2) =$ (3) —M (2) 
que, evidentemente, representa una función aunlítica en el recinto €, se lione: 
de (2) =U (=1, 2, ...,.m). 


Yur consiguiente, R (z) ticno un cero en cada uno de los puntos z3 le orden a) 
par lo menos. Supongamos qua Il, (z) es otro polinomio quo satisface a las 
eondicianes del problema. La función corrospondicnte 


Ry (2) =$ (2) —11, (2) 
tambión tendrá las coros 21, .... 23m. cuyos órdenos serán no menores quo 
%p +. ni lo mismo será cierto también para 
R (2), (2) =H, (2) —T (2). 


En resumen, Us (2) — TM (s) es an polinomio que tiene al monos a coros: 
20 zo es Zn le Órdenes Do Menores qUe Ay, La, -. .. Ay, do donde se deduco 
que 1, (22 — 11 (2) es divisible por el polinurmio 


H (23) == tl 


(2)! ... (:—2m) "=0 (z) 


de grado n. Por esta razón, si cada uno de los polinomios YI (2) y 1, (2) us de 
cado menor que z, Su diforencia tieno que ser idénticamonte igual a coro, es 
decir, entre los polinomios de grado tuenor que » oxiste no mós de un polinomio 
quo resuelvo ol problema planteado. 
Demostremos que tal polinomio verdaderamente existo y puede expresarse 
en furma de una integral 


o. j O oOd—0(8 ye (4.3:1) 


Zu Y) (0 L—z 


donde y os una cueva cerrada rectificable de Jordan cualquiera, situada on o 
recinto € junto con su parte interior, la cual contiene en su parte interior lo 


”n 
puntos 24, .... 23m. En efocto si w (=> Arz", resulta 
0 


n 
y ho gh 
w (5) — w (2) .ñn 2 a 
q 2 L—: 
A A E 
ST A E A AL A A A AE AA PES 
Bra E) Bn (0 251 + Bo (6) 2971, 


donde B,.-1(0). Bn-2(.), -... Bo (2) son polinomios respecto de E, cuyos gradus 
coinciden con sus Índices. Par consiguionte, IT (2) se puede exprosar en la forma 


n—1 


4 ] (5) h q 
=> j TI) Ss Bn-1-a (6) 3* de = 
y hd 
A E => 
== - Ax 
hd Y h=0 


30- 1109 
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donde 


pis al KCO) E ES 
PM Í Ena di (0, 1,2, 20 21) 
+ 


En resumen, lo expresión (4.3:1) representa un polinomo de grado no supe- 
rior y n—t. Formemos la diferencia R(2)=f(231—85U(z). Si el punto < ostá 
situado en el interior de y, entonces f (2) se puedo expresar en la forma f (2) +. 


-— j 10 a, y, por consiguiente, E (2) se puede transformar del modo 


E—< 
ra Y 
sigutente: 
A: O, _ 1? 1D) 0h)—0() 1. 
O==3 7 | 3 j o ($) LE 2 dy = 
Y ? 
A (5) 0(2) de 
ab | rr Y ia 
Y 
o bien, finalmente, 
7 (z) —w0 (3) ELA HOM de (43:21) 


¿nu ¿—: 0) 
Y 


Evidentemente, la intogral 
f (5) 
LH a 
21u AS 
y 


CI A 
¿ni [—z 0() 

? 
es una integral le Lipo Cauchy y, por consiguiente, representa una función 
analítica en el interior de y. Como wo (2) =(2—2,)* sb (:—2m) "2, la función 


: — =p) o a añ 
(8503 
f (6) 
5 CAES 
... (2— 2) Y ¡ E=i di 
? 


os analítica en un entorno del punto z; (o incluso en toda la parte interior ua y). 
Por esta razón, z = zy Os para 1 (2) un cero do vrden %, al menos, y. posible- 
mento, de orden superior. Pero esto significa que 


REO, RITO o, 


es decir, 
ayy O y nn y U=14, 2. ....m). 


Así, pues, hemos hallado el pouncinta de interpolación (4.3:1) de grado 
no superior u » — 4 que resuelve el problema planteado, En virtud de la obser- 
vación hecha anteriormente, éste es el único polinomio do grado inferior a a 
que satisface a las condicionos del probloma, 

La fórmula (4.3:1), que proporciona el polinomio de interpolación, y la 
fórmula (4.42), quo expresa la diferencia / (5) — TT (2), es decir, que peopor- 
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ciona el término complementario (2) de la fármula 
de intorpolación 

J (2) =11 (23) + E (2), 
se llaman formulas de Hecrmite, 


4.4. Mustecinos la importancia de lus fórmulas obtenidas en unos cuantos 
ejemplos. 

1) Snpongamos primero que m = f, de modo que solamente se tiene un 
punto de intorpolación z, de orden 2%, == n. Se trata de buscar el polinomio 
Il (2) = tha (2) de grado no superior 1 » — 4 que satisfaga a las condiciones: 


nar) = ld ta =P E TO (E) = JD (2). 


En el caso considerado 0 (2) = to, (3) --(2—2)” y la fórmula (4 3:1) nos da: 


E OD Ea E, 
tr] pr 
Y 
Pero 
1 E 2 (3297 
(L—1y)” f—2 a 
1 E Ñ M2 S 
== ie” A a el El TT 
E, O a a de z 0 ”_— - p-1 Ah: 
E—21 (E— 3,9? G 31), Ss | (E— 21)” (z 21) s (4. 1:1) 
Ohtencmos: 
ni 4 19 n—i yo (1) 
EA Errata. NU LEEN o yt .: 
tn (3)= e) Zn ' JA di (:— 21) =- » ñl (3 2). (4.4:2) 
k=0 Y h=0 


Memos obtenido el polinomio de ¡interpolación de 
Taylor, es decir, la suma parcial de la serie de Taylor (lo cual se debía de 
esperar desde el principio). El término complementario (4.3:2%) tione la forma 


1 FS 22)” 
a a pia 


Este os cd término complemontarío de la [fórmula de 
Taylor. En virtud del teorema integral Jima un sistema de cirenilos, sin 
valor no varía si Ja integración se cfoctúa sobra una circunferencia cualquiera 
Co: 16 — 21 1 = p, donde p es menor que la distancia A desde cl punto z, hasta 
la frontera del recinto G (en el cual f (2) os analítica). Por esta razón, para los 
puntos z situndus en el interior de C,, se tieno: 


ROT ) LO e q 


ni 2 (E 2)” 
a 


TE TETAS 

(Ra di< 3 1x1] p 
Hi IA J, resulta que R, (2) tiendo a cero cuando n-—=o0, 
de donde se obtiene de nuevo que la sucesión de polinomios de Faylor (£,, (2)) 
3yya 


Cotuo 
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converge hacía f (z) un el interior del circulo |z— z, | < 4. perteneciente al 
recinto de analiticidad de la función / (2). 

2) Sea m = n, de modo que se tienca » puntos de interpolación 21, Za, ... 
o... Zy, cada uno do orden 1 (% = ... =0, = 3). So trata de buscar cl 
polinomio 11 (2) = 2,_, (2) de orden no superior a n — 1, que satislaga a las 
conidlicianos: 


la ED=J(E0--— iaa (22=/ (2) ---» ln) En) =f (En). + 
En el caso dado. 
0 (2) =<0, (3) = (321) --. (2-39). 
y por la fórmula (4.3:1), resulta: 
I 4 FÍ)  On(t)—On (2) 
n—1 (2) cn - _ _ «—_——ÉÁk 


- 


e a) Ez di (4.4:4) 
Y 


Para calcular estu integral, lo más fácil es aplicar el teurema de los residuos. 
La función subintogral q (2), considerada como función de £, tiene polns simples 
en los puntos 2, (+ = 4, ..., nm). El punto £ == 5 no ns singular para la misma. 
puesto que el polinomio u,, (2) — O (2) os divisible por £ — z. Para los residuos 
de q (2) en los pantos s, resultan las expresiones: 


] (za) 0, (=) 
Ke Y = ——_—_— —, 
ar E (5) wo (2h) 2— 3h 


O, (2 á ¡ 
donde O =(2—24) ... [l2—24-4) (2—3n+1) --- (2—23pA) es un polinomio on z 
do grado n— 4. 


Por consiguiente, 


n n 
lr ()= Y) pa c=)>» o (4.4:5) 


Momos obtenido el polinomio de interpolación do ha Py do grado 
n—i. El término complementario do la fórmula de interpolación correapon- 
diente tiene la forma: 


a (DH 0, (2) Di 
Ra (3) ni 1 DO dí. (4.4:6) 
Y 


El comportamiento dol misma para r —> co deponde de la relación entre 
ta distribución de los puntos de interpolación (z,) en el interior del recinto 
G y el carácter de la función / (3). 

3) El polinomio de interpolación de Lagratuge puede escribirse de otra 
forma. 'Pransformeumos la expresión 

1_ _0%n (3) —0n (5) 
On (6) ¿—z 


«ue. como ya sabemos, representa un polinomio en z de grado rn—t. 
Para, n= 1 se tícne: 


n= 


1 2 —=(2=2) 1 


di= E 
: — Y E—2 f— 31 
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Consideremos la diferencia 


0, =04,1—0r = 1 WA 1 (6) — 04 +1 (2) A. wr (5) —on (2) . 


como 

+1 (E) =(E6— 2a+1) OR (E) y 

Ory1 (3) == (3— 3241) 02 (2), 
esta diferoncia puede representarse en la forma siguiento: 
¿—244+1) 05 (2) —(3 —3n.41) 0 (2) —(E— 3241) 06 (5) + (5 — 341 +1) On (2) 


da a. 062 
e (6 —2) 02 (1) — _02 (2) 
Wars (EME—2) — Orgr(t) 
n=-/ 
i = EEE TA A Ñ . 
Haciendo d¿=0,= i=a au o* formemos la suma 2 0, (0); 
obtenemos: 
n-!1 n-1 4 ) 
za SEE, A a Wai () 
2 Óx (5) o01+ A (0r+1 01) On 01 (7) + Wa (5) + ... + on (_ . 
En resumon, 
4 0. EP) an (7) 4 wm (2) Wa-1 (3) at 
e TAO ao taa 
Evidentemento, haciendo aquí zx, = ... = 3,. se obtiene «lo aquí la 


identidad (4.4:1). 
De la igualdad ¿4.4:7) se deduce que el polinomio de interpolación do 
Lagrango l,_, (z) se puedo representar on la forma 


n—1 
1 4 (10 M0) ._ 4 Doro 

E ET E EN ) 2 
(4.4:8) 


En esta forma, éste se llama polinomio de interpolación 
de Newton. La ventaja de la fórmula (4.4:8) ante la fórmula (4.4:5) con- 
siste en que, según la fórmula (4.4:8), para pasar de /, _, (2) a |, (z) es suficiente 


agregar (solamento) a ly, (2) un término de la forma ETT a! di- 0, (2), 


mientras que la fórmula (4.4:5) no sólo exige el aumento do un término, sine 
tambión la sustitución do cada término anterior por uno nuevo distinto. 

En párticular, si la succsión ¿4,4 (3 convergo hacia la función f/ (2), 
teniendo en cuenta la fórmula (4.4:8), en lugar do la relación 


Íf (1) = lim !n-, (z) 


se puede emplear la sorie 


NA 10 : 
f()= y TE | an 0 diwa(:). (4.4:9) 
? 
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lista sue Mama serie do interpolación de Newton. Evidentemente, 
Para 3 —to=...=29 =>... Orar (2) se huce igual a (Z—20%-1, wa (2) se hace 
igual a (2—z()*, y resulta la serie de Taylor como un caso particular de ba 
serie de Newton: 


a , 
a Al ma, (4.4:10) 
ñ 


e 2 «c+ ) 
s (S— 21) 


Obsérvese, por cierto, que ya establecimos las condiciones para la conver- 

ncia de la seric (4.4:1(), mientras que el problema general de la convergencia 

de Ja serie de Newton, es decir, el problema de las condiciones según las cuales 

el término complementario de la serie de Newton (4.4:6) (que es también el 

tórmino complementario de la serie de Lagrange) tiende a cero cuando n — oo, 

exigo un estudio particular, que tenga cu cuenta también la distribución de los 

nntos de interpolación y el comportamiento de la función f (3). Esto problema 
wm sido tratado por A. Guelfond. 

Doelengámunos también a examinar los coeficientes de la serio de Newton: 

1 ( 1 (5) e qe ; 

O (a) BS pise de a 

Y 


En el caso particular de la serie de Taylor estos corlicientes se expresan 
6) (a 
mediante las derivadas de f (2), precisamente se representan en la forma E : 


En el caso general. ellos se expresan mediante las dilerencias divididas do la 
función f (2) respecto de los puntes (z, ). 

Para obtener la expresión debida de estos coeficientes, apliquemos el teo- 
ruema de los residuos. Tendremos: 


. h4+1 wn a+ 1 1) 
an | 8 ap= Y hos 8) 2, (4:11) 
y j=1 


Or+1 (5) i=z, Wn+1 (5) di Det (z )) á 


donde 


DA + (2, == (224) ... (3—2;-1) (j— 1) e... (2; —21 +1). 
En particular, para £--1 obtenemos: 


Me E ' ANY q. LO Y 1 1 EN 
¿ni R us (5) EN 212 i 22— 21 — 3g — 31 y 
v 


Llamemos a esta expresión diferencia dividida primera do 
la función f (2) respecto de los puntos 2, y z2 y designémosla por 
Ad [f: 5. 22]. En geucral, sí ya se ha definido la diferoncia dívi- 
dida de ordena k — 1, llamaremos diferencia dividida de arden k de la fun- 
ción 1 (3) respecto de los puntos z,. 33, - - -, 2p +9 2 la expresión 
od], —AR=DI,- z 
Á e; 22. His _ Y; lr... al =a400 17; Zd» «> Uho £h+1). 
elh41 41 


Supongamos que ya se ha demostrado que 


1 (5) e a a Y . - 
pt ' di AU IA: Hs 00] 
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para cualquier sistema de puntos zq, ..., 2a; demostromos que entonces, 
JD) 


A | Ori (2) de— BMD [I(E, 210 +, 24> Znril: (4,4:12) 
y 


En efecto, debido a la hipótesis hecha, se tiore: 


1 ; , S 
ar j 7% ed Arte HD; Pro... 2h 44), 
> 


L— 24)... ((—21) 


1 O AS 4- -y> . 
EXE j (E—2) -.. (E—3h41) dE — A 1; 22 .... En4sl. 


Por consiguiento, 
A 


od FAQ A 14 O ICA 
Zh41— 44 
j [ Ñ ] : 
PE: E A e 
o ro —22---E—3nd GD Gaal > 


É 


PRE, L Yum (6 — 21) — (8 — 2441) di= tf 0) 
2h41—31 2m3 ) (E—31) --- Ez) "  2a . wr +1 (5) 


como se quería demostrar. IHuciondo también 


/ 1(6)d5 __1 A 
ETE | LE =p $ q=7 $=1/€1 =A01f <=), 
Y 


reprosentamos el polinomio de interpolación de Newton (4.4:3) en la forna 
n-1i 


Ina (2) = > AM f (3); 24, ---+ 34491 0n (2). 


hay 


De acuerdo a esto, la serie de interpolación de Neulon toma la forma 
siguiente: 


2 AL: 21 ++, Zagal 001 (2). 
h==U 


4) Finalmcute, examinomos cl problema de interpolación en el «que se 
dun «. puntos distintos: 31, ..., Zm, de ócdenos iguales 2%... ... = Gn =p; 
a conlipuación aumentaremos indefinidamente ol námero p, sin cambiar los 
mismos puntos de interpolación. Se trata de buscar un polinomio ¿yn p-1 (2) 
de grado no superior a mp—1 (que sutisfaga a las condiciones: 


bn p-1 (22) — 1 (24), ¡ (2) $" (2h)... 
co O (a) =D (2) 
(k=d, 2, ..., m). Ifaciondo 
> (e—24) -.. (22m) =4 (2), 
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Se tiune: 
Urna p 2=(=29P ... (22m) =10 (0]”, 
y, por consiguiente, 


( — 2 O) la (DI— fe mr. 
O ÓS 


Y 
Transformemos la expresión 


ta (HIP—I1g (01? 
tg (2)? E—z 


dol modo siguiente: 


A 19 MP —19 1" _ 
le (0314 [¿—z 
= A _..20-46) al as 
== MI la (a + 
2220-40 (1 _ 2080 y 10m 
+. +la (my = 25 TZ ro ++ or p 
Entonces tendremcs: 
ea "af 
fmp1 (2)= >) += | 1q pa AR ta. (4.4:13) 


n=0 Y 


Para las transformaciones ulteriores, apliuemos la fórmula (4,4:7), 
sustituyendo eu la misma 0, (2) por q'(2). Resu!la: 


1 q() —9 (2) E 1 [ t 0D —«() E 
lg (py y—:3 la? La ¿2 
Ñ 1 4 2—24 , laz) ... (:—2m-1) 
MTRO [== Se (E— 31) (6 —22) E (6 —=9) (6— 22) +.- (e —312) 
de dondo 


1 Í65)__ 4)—4(d yg 
CN Su ll 
> 


m-i 
= A (5 O ns a 
o 2 21 ) [a (O (E—21) --- —2 141) (221) -.. (—2)). 


lemos obtenido un polinomio Q,, (2) de grado no superior a mr — 4, CUyos 
covficientes son integrales du la furma 
1 F (5) d: 
2u ) [a (007. (Ez)... (6—<,-1) 


Mediante el teorema de los residuos so podrían haber halladu sus expresiones 


mediante los valores de la función f (2) y sus derivadas en los puntos Ej, - . -, Zon- 
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Volviendo a examinar la fórmula (4.4:13), hallamos: 
p—-1 
Imp-4(22= DY ln (3) le (17; 
Tue |) 


este último se llama polinomio de interpolación do Jacobi. 
Consideremos el turmino complementario de la fórmula «de intorpolación 
correspondiente 


Bapi=>5- | LO 1100 


ri 


Para hallar una cota, obsérvese que, desde el principio, a la curva y sola- 
mente se la han impuesto las E oleo: restricciones: y junto con su parte inte-- 
rior pertenece al recinto G en el cual la función f (z) es analitica y contiene en 
su interior a todos los puntos s;. .. -, Zm. Tomemos como curva y la lemniscata 
4, <on los focos en los puntos z,, ..., 2: 

lg()1=p" 
(véase el cap. 3, ap. 6.2). Ya sahemos quo olla encierra en su interior ns puntas 
Zi, +» +» £m, Cualquiera que sea p > 0. Supongamos ahora que po > U es un 
valor del radio tal, que f (2) es uniforme y analítica en el interior de Ap,: Y sea 


p >U un número positivo arbitrario, menor que po. Entuncos, para cualquier 
p” que satisfaga a las desigualdades p < p' < po la lemniscota Ap" portenoce 
al interior do Ap, y contiene el conjunto cerrado Gp. constituido por la parte 
interior de la lemniscata A, y la lemniscata misma. Como en todos los puntos 
z EG, se cumplo la dosigualdud 

le(m1<oe", 
y en Jos puntos FE Ap, se vorificu la igualdud 


(dO l=p"", 
tomando por y la lemniscata A,» y designando con Mi(p”) el máximo dc? 
módulo do /(z) en los puntos de la misma, tendremos: 
A 1 M (p) pp ym a 
| Roa p (2) |< Za db P) ( > ) long A,- (EC p), 

dondo se ha designado con ó (p, p”) la distancia ontro Ap Y Aj». 

Do osta fórmula so ve que Hmp(2) tiendo a cero uniformemente en el 
conjunto G¿, cuando p crece indefinidamonto. Como 

Pm p (3) =1 (3) —Im yy-1 (3) 

y p se puede tomar arbitrariamente próximo a Po, de aquí se deduce que la 


sucesión de polinomios mp-4 (2) convorge uniformemente un el interior 
de Ap, hacia la función MOS 


p-i1 
f(2)= lim Imp-1(3)=lim Y Q,, (2) (9 (3)]”, 
q?» 00 p- +00 nad 
es decir, resulta el desarrollo en serie 


ja es 


$(3)= Y Qa (3) [a 2)”. (4.4:14) 


y 
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sta se lama serio de inlberpolavión de Jacobi. 
En resumon, toda función [ (3), analitica en el interior de la temnisenta Ay, 


con dos focos 24, . . -, 2, puede dosarrollarse en serie de Jacobi (4.4:14), la cual 
«<onbverge uniformemente en el tnterior de Aj. 


Kkocordemos que q (2) =— (8 — 21) -. . (23 — lim) y 


m-—1 
1 1KX9) db 
A poa TA AFA IA. A TN — Y e... ma e 
e (2) 21 12 Ta ((—21) ed (—21+1) (2 1) (3 p 
3=0 > 


En el caso particular en que 7-4, Se tiene q (2) =2--:4, 
E. (9 »__ $0 (31) 
Cn (:) MNCTTE | E=zyutt di "al — y 
? 


y la serio de Jacobi ec convierte on la serie de Taylor; la demniscata Ap, 
20 conviorte on Ja circunforencia |z—=y |=: 4. 
Cuutulo m2, so tiene: q (5) -(—:1)G—230) y 


SSA (1D > gr 
Ca M0=33 EPA A 


l 1 (5) pica 
ar aa em 
Y 


Aplicasido a cada una de las integrules el teorema de los residuos y efee- 
tuando después unas tronsformaciones sencillas, resulta: 


Qe (e)== Hz) ca (221) , 
y patu » 31 S 
:)= - NN na ja 
=p ar 2 re E pe) 
kaU 
Pe ks 
—(—1y" pa=ko (21) («-4%3)] ] 


dondo 


para =— — 142 
do =1. Ai=r(n+1), py HP CFI (es 2). 


ku particular, faciondo 2 =—22=4, hallaremos que toda función f(z), 
analítica en el interior de la lemniscatu Ap,: 


|(E—4 (4 0!1=0, 
se desarrolla en serie: 


id (¿+ 0)—]Íf(—a) (3—a) 


A 
E (33 —a?) a Me E _, n—k a 
+2 ni (2ay+ 2 (La) [ (04 ya » (1) (++ u+a a) 
n= / ma 


(aya pecto a) («7 a) ]. 
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Es conveniente observar que mientras el interivr de la lemuniscala Ap, 


$ 
no sea conexo (lo cual ocurrirá para valoros suficiontemente pequeños de (po), 
la función analítica f (2) podrá definirse ea cada componente del conjunto 
ubiorto, cuya Frontera 0s Áj,, independientemente de como so dolina en las 
demás componentes del mismo conjunto. Así, por ejemplo, sim=2 y py lal, 
la lomniscata | (z — a) (z+ a) | = pi limita dos recintos simplemente conexos, 
sin puntos comunes. Hagamos 7 (2) igual a nno constante A cn aquel recinto de 


ústos que contieno al punto —a, € igual a una constante 4 en aquel recinto que 
contiene al punto a. Entonces, obtenemos la serie: 


B=+ A BA , B—A Si (n-A-1) ... (2n—1)2r 7 (12— a)” 
A A AA A 
1 


Ja cual converge en uno de los dos recintos limitados por la lemniscata hacia 
la constanto A y en el otro, hacia B. 

Por cierto, el último resultado se puede obtener mediente ol desarrollo 
binómico. En ofecto, sustituyundo en la fórmula 


1 o 
e ; E n (2 +1) .... (2n —1) ln , 
SS TS 
1 
22 — g2 y á 
d por «7 , en el juterior «de la lermniscata | 22—22=]| e [? se tiene 


Por consiguiente, 


Gu 
É (7 pa 1) ..». (2n — 1) a (22 — u?yn 
y] 


donde el signo en el primer miembro se dohe ologir de modo que para 2 = + a 
resulte la unidad; por esta razón, en el recinto limitado por la lemniscata y que 
eontiene al punto —rf (una mitad del «ocho», se debe tomar el signo menos, 
y en el recinto limitado por la lemniscata y que contiene al punto a (la otra 
mitad del «ocho»). el signo más. Del desarrollo obtenido se deduce que 


2D 
de Bd B—A K=A « (— yn (n 44)... (2n—4) 2n 2 (12 —a?)” 
1 


2 Ta + n122n adn 


de donde, finalmente, se deduce el resaltado indicado anteriormente. 

Para estudiar la teoría de interpolación recomendamos al lector leor lus 
libros V. Goncharov, Teoría de la interpolación y aproximación de las 
funciones, (cap. T. Interpolación por puntos) (8. Jl. Torriapos. Toopua eotep- 
conÚperaniia 1 apuóxmcinss yuri, M., Tocrexmanar, 1954 (ra. 1. Ponueu- 
Moe nmtepnozmpornamne) y A. Gneclfon d, Cúlenlo de diferencias finitas. 
(A. 0. Teaorpona, Heurmenenne koNcmex paamocteíí, «a, 3, allayko», 
1966). 
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$ 5, FUNCIONES INVERSAS TE IMPLICITAS 
5.1. Supongamos que 
t0=f (2) =Wy 24 (220) +... +0n(2=20)" +... (5.5:1) 


donde ay = f' (zo) +0. Consideremos un círculo |z— zo | < Po, 
cuyo radio sea menor que el radio de convergencia de la serie (5.1: 4) 
y on cuyos puntos, distintos de zp, la función f (2) tome valores 
distintos de f (2.) = 147 (véase el cap. 6.1, cap. 3). Designando con $ 
la dislancia desde ol punto we hasta la imagen de la circunferencia y: 
Iz—2z0|=po en la transformación uw = f (z), para cada punto 
ty pertenccionte al entorno ]w-—uw,l|<óÓ tendremos: 


¡[(23—wW|>|u—w| (Ev, 


de donde, en virtud del teorema de Rouché (véase el ap. 3.5), se 
deduce que ln ecuación 


f (2) —wo =0 
y 
f (2) —w,=f (2) —Uo-+ (10 —uv,) =0 


tienca un mismo número de raíces en el interior de y. Pero la 
primera de ellas solamente tiene una raíz 2; por consiguiente, 
la segunda también tendrá solamente una raiz z;: 


f (21) =w,. 


En resumen, en el enbtorno ]Jw — we | <Ó está definida una 
función uniforme 2 = «q (w), cuyos valores pertenecen al entorno 
Iz—z.!|<po y la cual es inversa con respecto de la función 
w = f (2) 

Aquí obtendremos para la misma un desarrollo en serie de poten- 
cias de ww — wo, convergente en el círculo | wu — way | < Ó, de donde 
se deducirá que la función « (2) es analítica en el círculo indicado. 
La serie que oblendromos representará la inversión de la 
serie (5.1:1). Queriendo establecer un resultado más general, 
consideremos una función arbitraria F (z), analítica en un recinto 
que contenga al circulo cerrado | z — Zo | < Po, y formemos el desa- 
rrollo en serie para la función F lp (w)l. En particular, haciendo 
F (2) = z, obtendremos el desarrollo de q (w). 

Si wos un punto arbitrario del círculo | 1v — we | < Ó, entonces, 
como ya se ha observado, la función f (2) — w tiene un cero simple 
único z = p (ww) en el o de y: |2 — Za | = Po. Por consiguien- 


te, la función P (6 — a Pe 
el interior de y, con el osiduo igual a F [q (9), de donde se deduce 


tiene un polo simple único q (u) en 
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que 
FI9 (0)1= 7 DS > de (5.1:2) 


Está claro, que la fórmula Vida es un caso particular de 
la fórmula (3.5:1). Para obtener de aquí al desarrollo on serio pedido, 
apliquemos u la integral (5.1:2) un método análogo al que se ecmplecó 
para obtener de la integral de Cauchy la serie de potoncias para una 
función analítica. 


Como |w—u,|<5, mientras que |f (%) — to L:2 6 (E € y), 


la fracción FAUD es desarrollable en serio de potencias de ¡22 : 
f0—w. FJ) — Uy 
PO _ (5 OO AC 1 _ 
(H)—e * JO —tep— (eu) (E) —0 E ai 
J(QO)—us 


y e A 
2 Tm ú)—w Jj * 
Haciendo max e dE | = M, halMlaremos que el módulo del término 
Y 
general do la seric obtenida no es superior on Tos puntos de Ja circun- 
ferencia y al número FAL y do donde se deduce que la 


serie es uniformemente convergente en y y puede integrarse Lérmino 
a término. Poniendo cste desarrollo en la fórmula (3.1:2), obtenemos: 


> a IF) 10 — 4 
A ro 3 A TIA Toa] %- 


1 FODIG > n = 4. 
= 2 ar | ET RS (w— (07) . (5.1:3) 
n— y 


Hemos obtenido una serie de potencias para F fp (10), cónver- 
gente para |u—uy|<Óó. ón particular, si F(z) -z, resulta: 


Ne | 
z=0Q (w) = 2 an ri a (—u)". (5.4:4) 
Y 


Esta es la inversión de la serie (5.1:1). Transformemos los cooficien- 
tes de los desarrollos hallados. Para n =0 obtenemos: 


t FOO 
21 E di é" (20), 
Y 
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puesto que en el interior de y la función subintegral tiene ua polo 
(simple) único en el punto £ = zy con el residuo igual a F (zp). 
Supongamos ahora que rn > 1. Entonces, empleando el método 

de integración por partes (el cual, evidentemente, es aplicable a las 
integrales de las funciones analíticas de variable compleja), obtene- 
mos: 

O A ASS) di = 

2ni ) | (G)— 1091171 E 


E nr 1 OS. (0 A 
antn | Ed ( [/ (5) —ugl” | Quin ] (E) —wpr" dt. 


Po (5) 
Y 1 — ep l" 
en el punto E= Zo (puesta que el denominador de la fracción 
|/f (E) — 291" tiene un cero de orden r en este punto). Par esta razón. 
(véase el ap. 3.4), 


: is) | rr Í- FP" 6201 1 
eS UL (5) —ur pl" (n— 91 den WI)—eal?  S t=2 " 
Maciendo, para abreviar, 


La función Lies. en el interior de y un polo de orden r 


Toa" 7, (2), (3. 1:5) 


donde, en virtud de las hipótesis hechas respecto de f(2), la (fun- 
ción x(z) es analítico en el círculo da resulta: 
' AMAS) 4 
ea | O ar jp" A (E) la Eire: (5.1:6) 
Y 


Por cousiguiente, la serie (5.1:3) puede escribirse deliniliva- 
mente en la forma 


19 (01 = E (0 Y) yy er O Gia eo uo)". (5.4:7) 


ra 1 


Psta serie, así como su caso particnlar (para /" (2) = 2): 


z - p(w) = zp -| st 


n==/ 


Ger + Dir (0 — 160)", (5.1:8) 


”n! 


sc llama serie de Lagrange. 
5.2. Examinemos cel problema de la inversión de una serio de 
polencias de la forma 


=> f (2) =p 0r [2 29) + rr (22)... (5.2:1) 
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dunde 


_ Jo) 
(Uy = ñ 


+0 yk>t. 
Consideremos el circulo Ar |2—2zp] < po. en el cual se verifica 
Ja relación 
|etass (2 — Zo) + 172 (2 — 20) +... |=/2 (3)|<l|za]. 
Entonces, en este entorno, para 23€ Zpg, Se tiene: 
[F(2)—w0]=|2—2)/"] 0474 (3) 1220111241 —/A(2)11> 0, 


es decir, f (2) no toma el valor Loy en las puntos distintos de zp. 
Interoduzcamos ahora la hinción 


É y 200 ay 


Como A (2) es analítica en el rele Ñ y cn éste se cumple la 
desigualdad AA <A, esta función posee en este circulo una 


rama ¡imilorme analitica p (2), que se expresa por la fórmula 


Y (2) = vh 0 [eos [q arz (1 + 27] + 


! + isen 5 arg ( E Ae )1) 


y Sy caracteriza por ES un sen toma ol valor 4 en el punto 
z =Zp, donde A (2) =0U. 

La [uución y(2) es desarrollable en el círculo A on serie 
de potencias 


y (2) = 140, (2— 20) + 2 (220) + ...., 
el cual $e puede obtener, por ejemplo, poniendo la «eric 


A(3) _ ¿fos A Tse a Ñ 
TA (2 — 20) + ==* (2— 29)* + 


en la serie binómica 


1 
vo [14207 - 
ESTE E A E 


Mediante las funciones introducidas aquí, se puede ropresentar 
la transformación w=f(z) en el círculo A del modo siguiente: 


w=f(2) =w,+4x (2 — 2p)* É y — 0 
= 0 + 04 (2 — 20)" (wp (2)1". (5.2:2) 
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Sustituyámosla por dos transformaciones, realizadas sncesivamente, 
una ras oLra: 


t=V [(2) —FU20) = Y da (2 — 20) y (2) = 
Y an (Z— 2p) — Yan a (220) -+..., (5.2:3) 
w= w+é. (0.2:4) 


lin virtud ¡de los resultados del apartado anterior, la ecua- 
ción (3.2:3) delermina z cn un entorno del punto ¿=0, como una 


función unjlormo y analítica de £ (el valor Y a, está fijado): 


00 
1 dr Y e 
2=20+), Ar aa (duo 1”, 
nes fi 


donde 


CEA MIRA 
1 


Observando que ¿=(w9—wo)” es una función k-forme de ww, la 
“nal es analítica para wu=*wy, sacamos la conclusión de que la 
función z==(w), invorsa con respecto de (5.2:4), cs una fun- 
ción k-forme de u, analítica on un enlorno x del punto ip, a excep- 
ción del mismo punto wpy. En este enborno, ésla se expresa por una 
serio dispuesta según las potencias fraccionarias de w — wy: 


n 


2% + >) =T q Vimeo lo). (5.2:5) 


n=1 


Si on el entorno indicado x» del punto w, se traza "algún radio, 
i 


entonces la función £= (w — w)* tendrá en el recinto que se 
obtiene de x excluycudo los puntos pertenecientes a estu radio, 
k ramas uniformes analíticas. A cada una de ollas la corresponde una 
rama uniformo y analítica detorminada de la función z = «q (e) 
(0.2:5). 

A un recorrido 1-ple del punto w por una circunferencia con de 


centro en wy le correspunderá el paso de una de las rarnas de (w — wp)* 
a otra y, debido a esto, cl paso de una de las ramas de la función 


2 =p (w) a otra. Como resultado de un recorrido /-plo alrededor 
1 


dol punto wy, cada rama de la función (w — w¿)* pasará a sí misma; 
por esto, también cada rama.dc la función z = q (tw) pasará a sí 
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misma, de donde se deduce que e) punto w = 10, es un punto de rami- 
ficación algebraico de la función «p (we) de orden k— 1. 

ln resumen, como resultado de invertir la seric de potencias 
(5.2:1) resulta una función analítica k-forme con un punto de ramifi- 
cación algebraico de orden k—4A en cl punto w— w. 

El lector extenderá fácilmente los resultados precedentes al caso 
ca que las series oslén dispuestas según las potencias negativas do z, 
o al caso en que cada una de Jas series, estando dispuesta según las 
potencias entoras de z — Zg, conlengáa un uúmero finito de potencias 
negativas de 2 — Zo. 

5.3. Examinemos «unos cuantos ejemplos de aplicación de la 
serie de Lagrange. 

Ejemplo 1. Sea 


(920 3 “5, 


donde a <U, 
Designando la función inversa como anberioemente, mediante 
¿=p (4), tomando £ ae “(0<0) y observando que en el caso 


dado z2=w= 0 y x(2) en, según la fórmula (5.1:7), oble- 
nenos: 


00 
n-1 
Fe lp (w)] ¿== gor (1) = 1 — y RT [Lebvtan v" 
1 


o 
+ an)yaol 
=1—)b >> CA o, 
1 


El radio de convergencia de esta serie se puede delerminar por 
la fórmuja de Cauchy-Hadamard: 


Haciendo b=«, obtenemos para 2 == q; (1): 
A leo E 
F (2 -e"" = o 


Por consiguiente, 


E pr A 
io o RS 
í 


31—1199 
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y 
00 00 
p (w) =w+ >) a” CRA Y A tn 
1 1) 
Ejemplo 2. A de Legendre. Sea 
w=23= ==, =1(2) (1 + 1). 
Aquí 
— — 1 
zp=f, wy=0, y (2) = =37 a = => ” 


y, por consiguionto, según la fórmula (5.1:8), en cierto entorno 
dol punto w=0 tiene que verificarso el desarrollo 


== A E, (5.3:1) 
1 


Dernostremus que esta serie es uniformemente convergente ros- 
pecto del parámetro £ en todo círculo |t| <R, si w es, respectiva- 
mente, suficientemente pequeño en valor absoluto. En efecto, los 
cooficientes de la serie se pueden expresar en forma de integrales: 


124 1 
4 qn El) E | 2 % 
=> (5) “ho = n 214 | AS 
1t-1]=1 
de donde, para todos los [t|-< RR, se tiene: 
CEN CE 
A 


Si, por consiguicnto, |< , donde O<O8<Í1, Ccntonces, 
| nto” | < 0”, 


de donde so deduce la convergencia uniforme de la serie. 
Teniendo estu en cuenta, derivomos término a término la sorie 
obtenida respecto de ?, manteniendo w fijo. Resulta: 


4-37 al a (5) Ye" 


Por otra parto, de a ecuación propuesta se puede expresar 
fácilmente Z= q (w) mediante las funciones elementales. Se tiene: 


¿=p(w) = VU R4i , 
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donde se debe tomar aquel valor de la raíz cuadrada que se hace 
igual a 1 cuando w = 0 (entonces, como fácilmente se comprueba, 
obtenemos: q (0) = £t, como tenía que ser). Te aquí hallamos: 


da 1 
9 Yi-2w4-w* 
Comparando las dos expresiones para +. obtenemos el desa- 
rrollo: 


Vi=arrA7 - Y PT Lar 5 a a a) 


el cual es uniformemente aii respecto de t en cualquier 
círculo | t | < R y respecto de w en ol círculo correspondiente de 
radio suficiontemente pequeño. Para determinar el radio de conver- 
gencia de la serie para un valor fijado £ = fo. es suficiente observar 
que la función que figura en el primer miembro de la igualdad sigue 
siendo analítica en un entorno del origen de coordenadas mientras 
en este entorno no haya puntos en los que se anule la oxpresión sub- 
radical. Para los puntos indicados tieno que verificarse la igualdad 


0-4 (0+3). 

Pero es sabido (véase el ap. 4.9 del segundo capítulo) quo la función 
= 5 (vo +5) transforma el interior del círculo |tw|<p<i 

e e exterior eS la elipse £, con los focos +1 y los semiejes 
3 (5 +0) y — 7 [5 p). Si el punto to está situado en la 


Aline Ep, (en Sl caso en que ty está situado en el intervalo (—4, +41) 
del eje real, se debe tomar po = 1), entonces, para nodo los w par 


tenecientes al círculo |w|-<po, los valores ¿=-> 7 (w += +) 
estarán situados en el exterior de la elipse E), y, por Pe 


no puede verificarse la igualdad f, = y E + +) . Lu resumen, 


la función A, es analítica en el interior do la circunfercn- 
V1— 210 +u! ] 
cia |w|=p.e<d1, cuya irmmagen en la transformación t= 


=>3 (w++) (la elipso £p,) pasa por el punto ty. En el interior 


de esta circunferencia es convergente la serie de potencias que hemos 
obtenido. 


Los cocficientes de la serie son funciones del parámetro £. Como 
nr 
(22 — 1)” es un polinomio en £ do grado 2n, de (2? — 1)” también 


31» 
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es un polinomio en E de grado », y, por consiguiente, las funciones 
Pair e 20 ls 


son polinomios en £ de grado rn. Estos se llaman polinomios 
de Legendre y se designan mediante Ph (£). 
Así, pues, 


P,, (t) = ST ( E (E 0, (5.3 :3) 


stos polinomios poseen muchas propiedados admirables. Seña- 
lemos algunas de ellas. 

a) Hagamos (t? — 1)" -- $; entonces, calculando la derivada 
logarítmica, tendromos: 


AS ==,0 bien ((—1)s' =2nts, 


de donde, derivando n+1 veces: 


(1 —1)se+b 1 2 (4 1) ¿s50+D 4- (nd) ns = 
= 2ntse+ 1) Zn (n + 1) se». 
Fu si” por 7”, (€), obtenemos: 
, 482P a (1) 
a Di aer TS 
Esta es una ecuación diferencial lineal de segundo orden, 


á la cual satisface P, (1). 
)) Derivando término a término el desarrollo (5.3:2) respecto 


do w, obtenemos: 


Sustituyendo aquí 


q A Le (a +4) P, (1) =6. 


Y 10 


A Y, nPa (€) una, 


(1 E 2w [- w?y? vz Í 


De aquí que 


Sol y == (1 — 2tw -- 10*) > nP, (1) wi = 
(1—21o0 + un)? m=1 
=P, (6) 4 2122 (1) —1P (0] w + 


+ > (+41) Pry1 (1) — Zn Pr (1) + 
n=2 


+ (n—1) Pa-1(t)] eo”. 
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Por otra parte, 


EL (0) Y) Pn (eu 
(1— 210 + 108)? sa 


=14 PP )— iio Y) [LP (1) —P 4 (2) 0”. 
"2 
Comparando Jos coeficientes de potencias iguales w” en los 


. . . t—w 
desarrollos obtenidos de la función ¡+ ballarcmos: 


(1 —2tu: fura)? 
P/(Q=t, — 2P2¿()—3P (0710, 
(+1) Pas, (€) —(2n + 1) €P,, (0) 2 nPn-y (€) < U (a 2 2). 


Estas relaciones permiten calcular los polinomios de Legendre tuno 
tras Otro. 


He aquí los polinomivs do Legendre de grados inferiores: 


t— 58 —3 
Par=t  Po=L Po A SA, 


TE UN: Ea 
pa (e) PAE a 


c) Señalemos, finalmente, la propiedad importante de ortogo- 
nalidad de los polinomios de Legendre, que se exprosa por las 
relacionos siguientes: 


1 
j PA(0PN()dl=0, si nom. 
1 
Para demostrar estas relaciones, apliquemos Jas ecuaciones 
diferenciales a las que satisfacen P, (t) y P.(£). So Lienc: 
(1 — 13) P;, (6) —21P; (1) + n (n + 4) Pa (1) =0, 
(1 —-£2) Pip (1) — 21 P mit) 4- m (m + 4) Pa (1) =0. 


MuJtiplicando la primera de ellas por P,, (t), la segunda por P, (£) 
y restando, obtenemos: 


(1 —12) [25 (2) Pr (t) —4'm (8) Ln (291 — 21 [Pr (2) Pm (e) — 


Observando que dos términos del primer miembro de esta vela- 
ción representan la derivada dol producto 


(1— 2) (Pa (£) Pm (£)— Pin (E) Pr (0), 
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e integrando la relación obtenida en el segmento [—1, +1], ha- 
llamos: 


LU — E) (25 (0 Pm tt) — Pin (2) Pay + 
+1 

+ (n —m) (n+m +1) | Pr (2) Pm (t) dt =0. 
— 1 


Como la expresión que figura entre llaves se anula para t= +1 
y (n—m)j(n+m+1)>3£0 para n=>em, resulta: 


+1 
Ú Pn(£) Pm (e) de=0. 
il 


Por lo tanto, queda demostrada la ortogonalidad de los poli- 
nomios de Legendre en el segmento [—i1, +1). 

Ejemplo 3. Ecuación de Kepler. Esta ecuación 
desempeña un papel importante en la astronomía, en la determina- 
on de la denominada anomalía excéntrica del planeta. Esta tiene 
a forma 


E —esen E=P 2, 


donde £ cs la anomalía oxcéntrica del planeta, e us la excentricidad 
de la órbita del planeta, t — T es ol tiempo transcurrido desde el 
momento del último paso del plancta por el perihelio, y U es el 
perívdo de rotación total dol planeta alrededor del Sol. Sustituyendo 


aquí E por z, e por w y E 2 por T, escribamos la ccuación de 


Kopler en la forma 


z—T 
sen 2 


YW = 


= f (2). 
Aquí z2=T=*kx (lk es un número entero) y, por consiguiente, 


m=0. 1(0)=3% 2 = sent. 


Por esto, según la fórmula (5.1:8), para la función z=0q (w), ten- 
dremos 


¿=14 $ (Gm (sen rr (S.3:4) 
1 


Esta serie resuelve el problema planteado, puesto que permite cal- 


cular z = E siondo dados w=e y T= > 23. 
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Para determinar el radio de convergencia de esta seric debe 
recordarse que, cuando se deducía la serie de Lagranre, se partía 
de un círculo | z — Zo | < f, en el cual f (2) era analítica y no tomaba 
el valor w, = O en los puntos distintos de zo, y dospués se determi- 
naba el número 


6= min |f(2)—f(z0)1 > 0. 
12-20 1=p 

La deducción hecha garantizaba la convergencia de la serie procisa- 
mente en el círculo | w — tw | < $. Evidentemente, entre los núme- 
ros distintos que satisfacen a las condiciones impuestas, nos inte- 
resa ol mayor posible. En el ejemplo dado se puede tomar por p 
un húmero positivo arbitrario, que no sea superior a la distancia 
desde el punto t hasta el cero de sen z más próximo al mismo, el 


cual representa nn polo de la función f (2). Hagamos, para precisar, 


+ s (por su mismo sentido, t = ns 2 varía desde O hasta 21); 


entonces se puede hacer variar p desde O hasta > , Puesto que los 
ceros de sen z próximos a T (2 = 0 y z = x) están a la distancia 
y de T. Si p está fijado entre estos límites, entonces el correspondien- 


te Ó es: 


. . 2 T 
min |f(3|= Min | = 
|--2 a |--3|=0 sen z 
2 2 
E E Tsenz| — max  [senmz| ' 
[-=3|=0 


1-3 =P 


Pero el valor z que satisface a la condición l:—Z| =p puede 


expresarse en la forma ¿=> +pelo, Por consiguiente, (véase 
la fórmula (3.6:11), cap. segundo), 


| sen 3] =| cos (pet?) | =| cos (p cos p + ¿p sen p)| < | ch (p sen p)] < ch p. 
Como para p= + se tiene: 

|sen z| =| cos (ip) | =ch p, 
sacamos la conclusión de que 


max [senz|=chp, 


2-Zlu 
3 =P 
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y, poc consiguiente, 


óÚ = min 11(2)1= 345=5(0). 


23 | =0 


No queda más que elegir p de modo que 6 (p) tome el valor 
máximo. Tgualando a cero la derivada logarítmica de $ (p), abtenamos 
ta ccuación: 


1 PS a ; »+ 3 
id $] »2f ra por 
m7 pr V o bien e pié 


de donde se puede deducir que p = 1,1997... <>. 


Para esto valor, 8 (p) verdaderamente alcanza el máximo, igual 


a Up 1 = 0.6627... =8. 


. «t - + 
En cosumen, si 1 — E el desarrollo (5.3:4) es convergente 


para |w |< 0,6627. Se puede demostrar que el valor hullado do 
$ coincide con el radio de convorgencia de la serio (5.3:4). 


5.4. Los resultados obtenidos al rezolver el problema de inversión de series, 
pueden considerarse como casos particulares de los leuremas «de las funcionos 
inplícitas. El final de esto capítulo está dedicado a estos teoremas, 

Previamente daremos unas nociones sobre las funciones enalíticas de das 
varinbles, finitándonos solamente a lo más imprescindible. 

Consideraromos uno función £ (z, w) do dos variables complejas z y w, 
aniforme y continua respecto del conjunto de las variabios paro EG ywe€nd, 
donde ( y Y son dos recintos pertenocientes a los planos 3 y w, respectivamente. 
Dirermos que ésta es analítica en el recinto de cuatro dimensiones € Xx 13%), 
si Ja función £' (2, wo) es onalitica en el recinto G para cuda y € D, y lua fun- 
ción F (z,, 2) es analitica en el recinto / para cada z. € G. 

Para precisar, supongamos que G y D sou rocintos simplemente conexos, 
y € y U son des curvas corradas rectifirables de Jordan, pertenecientes a (¿ y D. 
respectivamente. 

Consideremos Ja integral reiterada de segundo orden: 


LC F(,uUdt 
IÑa | End 
¡ az | (3— 2) (1—w) 

c PT 


donde 2 ustá situado. on el interior de € y u, en ol interior de J', y cada 
uno de los circuitos se recorre en sentido positivo. 
Entonces, observando que según la fórmula integral 
F(G Dd 


ENERO =2U4F (£, w), 


Y 


*) Es de cuatro dimensiones porque cada unto de sus puntos se determina 
por cuateo números reales: las partes real e imaginaria de la variable z y las 
partes real e imaginarin de la varíable w. La notación x designa el producto 
de dos conjuntos, es decir, el conjunto de todos Jus pares de elementos posibles, 
tomados cada elemento de una de los conjuntos dados. 
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podemos representar Y en la forma 


[ = 204 ¡ £60d__4n8f (a, 10). 


E—2 
C 
Do aquí se deduce que 
" 3 PP, T) dei 
A 
a T 


El lector comprobará fácilmente que so obtiene ol mismo resultadu par- 


tiendo de la integral 
(aj Eb 
(5 —2) (1—11) 
r c 


Por lo Llanto, es indiferento el orden de integración en la fórmula hallada, 


y % puedo escribir: 
A: F (E. 3) di du di 
F (2, 10) -= a) Í adm 2)" (5.4:1) 
pr 


Esta fórmula es análoga a la fórmula integral de Cauchy. 

Basándose en esta fórmula, de un mudo análogu ul empleado en cl up. 3.3 
del tercer capítulo pura las integrales de tipo Cauchy, se puedo demostrar la 
existencia de derivadas parciales de cualquior orden, las cuales se expresan 
por las fórmulas: 


Jam (2, mm) kim) o F (E, 1) dí dí a 
A | | Ga —eyan (0.4:2) 
CxT 


Estas fórmulas muestran que las derivadas parciales de F (z, te) uo depen- 
den del orden de derivación. Además, cada una de las derivadaz parciales os 
continua en el recinto que representa el producto de las partes interiores de las 
curvas € y T. En clfecto, sí M = max | F(íL, D|amCXx(f | 23|<r 
y [tu —ae | << p son des círculos cerrados situados dentro de € y Y, rospecti- 
vamente, /l es e] mayor diámetro de las curvas € y E y, finalmente, Ó (>0) 
es la menor de las dos distancias entre ]¿—2z2|=ryCy]|w—w|=pyT, 
A para 2” y 1 pertenecientes a los cireulas indicados, se verifica la doxt- 
gualda 


rap (200)  QRANP (2, ue) 
dz* gu" úzlt ¿uk 


dell (E— 2 (e — e e (E — 2 AH (e — 0 1 
as FA y —_—_——_ — Q_»>m—— el, e 
E 14 ld E— 2 (a — o e (¿— 24 (re — 10 pr did ios 
kim! A (E 3 JAH Ja —w AH (TU 0H] 
7” E » T [AAA 
* 41 IM ) ((— 27) +1 (T—u)]m+t (E —2)+1 (t—w'y"1+3 23 


((—3y0+1 (1 —w)ym+l E—394+1 add 
Pica Y al 2d Dt lt o 
5 4n2 Ps 324+2144 


di de]. 


long C long P. 


«90 CAP. IV. DIVERSAS SERIES. RESIDUOS 


Evidentemente, el segundo miembro de esta desigualdad puede hacerse 
menor que cualquier e > 0 para valores suficientemente pequeños de r y p. 


fh+m p 
For consiguiente, la función E es continua. Además, ésta es ana- 
z" 9w 


lítica respecto de z para w fijado y respocto de to para z fijado, puesto que existen 
k+1+ h+ 
las dorivadas Esad dl E a E . Por lo tanto, 
9¿2+1 Im 0z* G8wnwvtl 
-de cualquier orden de la función F (z, w) es analítica en el producto de las par- 


tes interioros de las curvas C y TI. Como éstas son unas curvas arbitrarias situadas 
dontro de los recintos G y D, sacamos la conclusión de que 


QH+mME (2, 10) 
dz* aw” 
.us analítica en todo ol recinto de cuatro dimensiones G X D. 
Mediante la fórmula (5.4:1) se puede obtener el desarrollo de una función 


analítica do dos variables en serie de potencias doblo: serie de Taylor de la 
función F (z, w). Con este fin, desarrnllumos en serie de potencias la función 


donde 


la derivada parcial 


IS—39l="”, |t—w|=p. |e—z|<r y [| w—w|<p. 
«Como 


1 E 1 = 1 2—Zn 
== "lonas es Len 
: 


1 a 1 pen 1 w— Wo 
40 0) 


y umbas series son absolutamente convergentes, el desarrollo de la función 


TG puedo obtenerse multiplicando término a término estas series: 


00 on 
1 » (¿—2z0* (w— wn" ; 
Di EMIR So PUN NE ETE , (5,4:3) 
(3) (0) LE — py (a —e0p + 


«ondo los términos de la serio obtenida, en virtud de su convergencia absoluta, 
30 pueden escribir en cualquier orden. 

Como para s y w fijos, cuando [ y t rocorren las circunferencias | É — 37 | = 
= ry|T— tw | = p, los módulos de los términos de la última serio conservan 
valores constantes, cesta serie es uniformemente convergonte respocto de É y 7 
7 so puede integrarla término a término. Poniendo el desarrollo (5.4:3) en la 

órmula (5.4:1), donde C y T' designan las circunferencias | [ — zo | = r y 
¿Tt—wo | =p, e integrando, hallamos el desarrollo: 


Lo] co 
1 F (E, t) dl dt h 
F (2, w)= >) > AS A _—_AAAAAAÁ (2 — 3) (w —w y”. 


(5.4:4) 
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SM lr, o es el max | 4 (£, 1) Jen CX TF, entonces para los coeficientes Axm 
de la serio obtenemos la acotación: 


¡drmt=| ff EDS 


4n Ae (A — gp) HH (1 — 10) + 


M2nr2ap _ M 
ánari+ipm+1 ppm 


de donde 


¡Añm (204 (0 <a 


[8.0] 00 
ñ Ll — ha 7 -— | m 
Como la serie > y) Pp es convergente para | —zp] <+ 


h=0 m0 
y [w—w|<p, de aquí se deduce gue la serio (5.4:4) convorge absoluta 
y uniformemente en el interior del recinto de cuatro dimensiones que repre- 
senta el producto de los dos círculos it pos y |w—wl<p. Los coefi- 
cientes 4rhm, Según Jas fórmulas (5.4:2), puodon expresarse en la forma 


h+m 
NE: nt y BMP ap, 1) 
xr 


Así, pues, dofinitivamente, para una función analítica de dos variables 
z y w obtenemos ol desarrollo de Taylor: 


00 co 
H+ME (zo, 
F tz, w) = » > A A (2— zp)" (10 — 9)”. (5,4:5) 
k=0 m=0 


Debido a la convorgencia absoluta de esta serie, ésta puede expresarse 
también en una de las duos formas siguientos: 


[22] m 

| 4 1 9%+mp (zo, 

Pa m= >) 7 [ 21 a (uy | (—20)*= 
hm tMi==() 


ea O A FO 4 09m (z,, 07) E 
= 2 mm [DS a] a de 
mur() k=0 


Evidentemente, las expresiones entre corchetes representan las derivadas par- 
ciales de la función F (2, w): 


354 Rh +m h 
0 


mi gzkh gym dzt 


[o] 

Rh+m 
DAS ma 
0 


_Omp (z, wa) 
k) 9x* gw — Ya) " 


ym 
Por osta razón, los desarrollos hallados también pueden escribirse en la forma 
5 1 9% (ap, 1) 


co 
— 24 =— 
kl 92) (s 2o) y 
h==0 ra0 


4 gnp lz, wo) 


F (2, w= mi dm 


(w— 0)". 
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Indudablemente, cuda uno de éstos podría habersu obtenido también directa- 
mento, considorando a F (z, w) como una función analítica do z (para w fijo) 
o bien como una función analítica de w (para z fijo). 

5.5. Considerando la teoría de las funciones impJícilas, examinemos la 
ecnución 


Fl (2, 19) =0, (5.5:1) 


dende F(s, w) es una función de dos variables, analitica en cl recinto 
[2=201< r. |w—w| <p. Supongamos (quo se sabe «que 


F (29, t0p)=0 y £ (zo. ) +0. 


En costas condiciones, es válida la siguiente proposición. conocida por el nombre 
de Leorema preparutorio de Weiorstruss. 

Ezxtste un entorno |23=2|<r <r, ]uvu—w|<p <p, en el cuál 
F (z, w) se expresa en la forma 


F (2, 0)=140 (+... + Ari (2) 01 4 101] db (2, 0), (5.5:2) 


donde Ao(2), -... Ap=s (2) son funciones analiticax para l2=z9 | <r', k 
oanF (30, wa) 
dv? 
(m=4, 2, .. .) que son distintas de cero, y D (2, w) es una función analitica 
en el recinto |2z=Zp | <r<r"r |w—w0]|<p <P, que no se anula aquí. 

De este teorema se deduce que en cierto entorno del punto dado (zm, wo). 
la ecuación (5.5:1) us equivalente a lu ccuación 


Aclao+d (aw... + Anos (3) w-1+w* =0, (5.5:3) 


la cual es algebraica respecto de ee. 

De este modo, cl teorema preparatorio de Weierstrass reduce cl estadio loca) 
del enso general do une función implícita w(z) al caso de una función implícita 
dada por una ecuación algobraica respecto de w (pero no respecte de 3). 

Pasando a demostrarlo, estubluzcamos primero la existencia de k soluciones 
de la ecuación (5.5:1) en un entorno del punta (zo, o), y demostremos después 
que lodas estes soluciones satisfacen a una misma ecuación de la forma (5.5:3). 

Consideremos la función P (zo, 6). Como ésta no es idénticamenle igual 


¿y 
9F o, 20) hay distintas de coro. Sea k (kx 4) 


el orden tnenor de las derivadas distintas de cero. Entonces la función F (z,, u) 
tendrá un cero de orden k en ol punto wp. Tomemos ua entorno cecrado 
w—uwl<p' <p del punto tw, tan pequeño, que £ (zo, w) no tenga coros cn 
ul mismo, distintos de wo. El mádudo | £ (z,, 0) | en los puntos de lu circunfe 
roncía y": | uw — wy | = q” tiene un míttimo positivo m. Si lzi—=zl|<r < 5 
os ua entorno cerrado del punto z, lan pequeño, que para uno cualquiera de sus 
puntos y para cualquier «e € y" se verifica la desigualdad 


IF wm—fFlwo<m, 
entonces, en virtud del toorema de Koucháú (véase el ap. 3.3), lus ccuaciones 
F (20, “)=0 y 1 (o, w) + [F (2, w)—F (Zo. 0)] 4 (2, w)=U0 
(en la última, = está fijuda arbitrariamente en el córculo cerrada |z— zo |< 
< r') tícnen que tener un mismo número de raíces en el interior de y”, precisa- 
munte k raíces. Asi, pues, homos establocido dan existencia de unos entornos 


[z=z!|<r',|w—Wwl< p” tales, que para cada z perteneciente ul primero 
de ellos, la ecuación 


es un número natural que coincide con el orden menor de las derinadas 


us coro, entre las derivadas 


F (2, 10) =0 
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pusea k raices (teniendo en cuenta los órdenes de multiplicidad) en ul interior 
del segundo entorno (es natural, que puede poscer también otras raícos, situadas 
en el oxterior a la circunferencia | u — w | = p'). Designando estas raíces 
con ej(2) Y= 3.2, ... k), formemos un polinomio respecto de tw, cuyas 
ecros sean uy (3): 


de 
|! po —. ¿ (2) =10 — [uy (2) $... + (2)] 0-14 [w (2) 108 (2)... 


ao ola (2) 104 (2) w=1—... +(—10% e, (2) ... ten (2) > 
=u bh Ap (3) 01 4 Ap gm 2 Y A (2 =P (=, 0). (5.9:4) 
Gomo es sabido del úlgcbra *), los cocficientes Ay (2) están ligados con 
las sumas de potencias 
$m (2) =0 (2) +... 4 ue (2) 
mediante las siguientes selaciones: 
Sm Sm-1lr-1— Sm-2-h-3 + + .- FRAR=m=0 (n= 1. 2, ..., k). 


De aquí se deduco que cada cocflelento As (3) so expresa medianto las sumas do 
potencias sy, (2) en forma do nn polinomio de coeficientes numéricos. Así, por 
ejemplo, 


4 4 
Ary (1= —314 (2), An-2 (1=>3 [sy (FG *2 (s) ote. 


nr esta razón, la anuliticidad de las funciones A, (3) vn un entorno del punto 
2, será consecuencia de la analiticidad de las funciones «,, (2) en el mismo entorno, 

Para calcular estas últimas funciones, npliquemos la fórmula (3.5:1). 
Sogún ésta, la integral 


OF (2, 10) 
: ys E n o. 
2ni j e Pz, w) die (0..9:0) 
y! 


equi z está fijado en el cfrenlo cerrado |3—2p9 |<. + es igual a da sana 
k -. A > 
y (3) +... Hu. (2) =8m (2), 


puesto que wy, (2) (Y =41, 2, .... A) son todos los ceros de la lunción F (:, w) 
en el interior de y”, y ésta no tiene polos (en el interior de y”). 

Peru P (z, w) y Ca son funciones analíticas de z en el circulo 
Zo | <>” para w arbitrariumente fijado en y/. Además, en este caso, 
u) no so anula (puesto que | PF (z, w) — F (zp, 00) ] < m, mientras que 
so. uU)|>m si lai—=2 | <r y |w— ito | — pp) Dehido a esto, 


aF (a, 1) 


dw 
F (2, w) 
que está, además, unilormemente acotada en valor absoluto, puesto que ella 
¿es contínua con respecto al conjunto do las variables = y 19 en el conjunto cerrado 
lz=zzl<"r., [w-—wo,| =p". Do aquí (véase el corolario del tvurema de 
Vitali, ap. 1.2) so deduce que la Integral (5.5:5), y, por lo tanto, la suma do 


pa — 
F (z, 
IF ( 


es una función analítica de z en el círculo |£—2Z%|<r', 


- *) Véaso A. Kurosch, Curso de álgebra suporior, Editorial Mir, 1988, 
$ 52. 
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potencias sm (3), son funciones analíticas de z on el círculo |z— zo |<". 
Por esta razón, Aj (2) (¿=0,4, ..., k a son funciones analíticas en el 
mismo círculo, €s decir, todos los coeficientes del polinomio (5.5:4) son funcio- 
nos analíticas de z en el círculo indicado. 

No queda más que demostrar que el caciente 


F (2, w) 


14») (2, => 


Como, para |3— zo | <r', las raíces tw, (2) (¿== 4, .. ., k) de la ccuación 
F (2, w) == 0 están situadas en el intorior del círculo | w» — wo | < p”, es decir. 


w— w| =p. Fijemos arbitrariamente r”, 0<rP< r'. Las funciones 
Aj(3)(=0,1, -.., *— 1) son analíticas en ol círculo | z — zg | < »*;: por 
lo tanto, ellas son continuas en el círculo cerrado | z— zo | < 7” y, por con- 


<S|w—wy)| <p”, tan ostrecho, que P (z, w) no se anula para ningún 2 y 10 


1 DE, _ 4 FF (2, 1) 
O (2 0) =3,] | ve “2 j PEDIE—a" 
| t-wolm=p” ft—vwol=p* 
e. r .. PF 2, T) 
para |2-z1|<r" y |¡w—vwo| <p”. La función Pu 05 
T y w fijados, representa el cociente de dos funciones analíticas de z y, por con- 
siguiente, también cs una función analítica de £ (P (z, 1) y 0). Estando de 
uvovo w fijado en el círculo ¡w — we | < p”, si z recorre ol círculo cerrado 
Iz=zm | <r y T recorre la circunferencia |t— us | =p”, ol numerador 
y el denominador de la fracción considerada serán funciones continuas de z 
y YT, y como ol denominador de la fracción no se anula, el módulo de esta última 
se mantendrá acotado. De aquí, en virtud dol conocido corolario dol teorema de 
Vitali (ap. 1.2), so deduce que O (z, w) es una función analítica de z en el cir- 
culo |z— zp | < »” para cada w del circulo | w-— wo | <p”. 
Demostremos, finalmente, que ésta es continua con respecto del conjunto 
de las vaciahles z y w en los círculos indicados. Para esto, obsérveze que la fun- 


ción P E = — eg continua con respecto del conjunto de las variables 
22 Tywsilzi=ri|<r.|tT—ul=p"ylw—wl< <p”. Las últi- 


mas condiciones caracterizan el conjunto cerrudo (del espacio de sois dimensio- 
nes); por esta razón, la función considerada será también uniformemento con- 
tinua, puesto que para cualquicr e > 0 so tendrá: 


F (2, 1) _ Foam) < 2xe 
Plz, Ty (tw) Plz, (1—:2) per” 


, para 


si 
229 <r", |w—tw9)]< pa, | +0 | =p” 


Je —21<0(0), | ww) <9 (e). 
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Por lo tanto, en las condiciones indicadas: 
JO (2, vA—0 (2, 0) | 


14 F (2*, 1) F (2—1) ] | 
=15 Pa, y (1—w) P(E—T)1—W) 2550 
(t-w4|=p" 
¿ F (2, 10) a 
Rosumivado, YD (z, w) Pa. ul) es una función contínua con respecto 


del conjunto do las variables un el recinto |e—=zx|<r |w—uwl|<p" 
y analítica respecto de cada una de las variables z y w. Por consiguionte, ésta 
os una función analítica de dos variables: z y w. No queda más que observar que 
Y” y e pueden tomarse arbitrariamente próximos a r' y p, respectivamente. 

n fin de cuentas, hemos abtonido quo, patals— zo] <r y [w—wl< 
< p'. la función F (z, 1w) se expresa en la forma 


F (2,0) =[40()+41() 04... +4Ar1 (2) 0-1] O (2, w), 


donde Aj (z) son [unciones analíticas en el círculo |2 — 2 | < ””, y O (z, w) 
es una función de dos variables que es analítica en el recinto |2— zx] <", 
| w — ip |<” y no se anula. El teoroma preparatorio de Woiorstrass queda 
domostrado. De este mismo so deduce inmediatamente la siguiente proposición: 
importante. 

Toovoroma de las funciones implícitas. Si F (2, w) es 
una función de dos variables analitica en el recinto |2 —3z | <r,|w—Wwl<p 
y satisface a las condiciones 

ÓF (20, Wo) 

FP (Zo, wy)=0, a =5 0, 

entonces, en cierto entorno |2= 39 | <r <r, |w=—wl<p! < p del punto 

lo, wo), la ecuación F (z, w) = O tiene para cade 3 una raiz w (2), y sólo una. 

"sta raíz es una función uniforme y analítica en el círculo | 2 — zo | < F' y repre- 

senta una función implícita, determinada por la ecuación F (2, w) = 0 y por lo 
condición complementaria w (zp) == top. 

Para demostrarlo es surficiente refcrira: al teorema preparatorio de Weier- 
strass, en virtud dol cual F (z, w) tiene on el caso dado (kx = 1) la [orma 


F (2, w)=j40 (2) +0] OD (z, w), 
dondo UD (z, w) +0. Por consíguiente, Bda liz < r” y |v—w)|<p” (los 
gmos 


números r' y p” se obtienen de la tración del teorermna procedente), 
la ecuación 


F (2, w)=0 
es equivalente a la siguiente: 
Ao (2) 4+w=0, 
de donde resulta: 
w=w (2) = — Áp (2). 


Como la ecuación ínicial dada se satisface para z=zp7 y w=tw, la último 
ecuación también tiene que satisfacerse para estos valores, es decir, se Liene: 


wy=vw (20) = — Áo (Zo). 


El teorema queda demostrado. 
Volviendo a estudiar cl caso general, consideremos la ecuación 


P (2, 0)=A 014 A (Qt... put=0 ( >1). 
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Ya sabemos que para cada z, |z— zo | << 7, esta ecuación posee A raíces 
w, (2) (distintos o algunas de ellas igualos), penes al círculo | —wo |<p”. 

Si para ul 3, =e zy dado y para uno do los valores tw, (21):= vw, lu derrvada 

,. , 0P (z,, 104) A 
parcial TE es dístinta de cero, entuncos, hasándose en ol icorema de las 
funciones implicllas, halluremos una función « (2), anulítica en un entorno del 
punto z,, que sylisfaoce a la ecuación P (z, (6) = 0 (y, por consiguiente, también 
a lu ecuación inicial F (2, 10) = 0), y toma el valor «ww, pura 3 = 24. 


> : 
Caleulando 9P tz, 6) 
dw 


ÓP (2, w) 
dw 


, hallamos: 


= Ay (2) +24) (2) w0+... + kurt, 


Por consiguiente, no se puede aplicar el teorema do las funciones implícitas 
solamente para aquellos pares de valores z y we, para los cuales se cumplen 
simeoltáveaimmente las dos ccunciones: 


ADIH A (ru. 0%==0, 
Ay (234-243 (3) 08... +(%—1) dh, (2) wt-2 1 hpt-1=0, 


Elininando entre éstas w, obtenemos el discriminantua «de la ecunción 
P(=, t0)=0 en la forma*) 


k yy En ... $1 
s £ $ .. 5 
Dobuga=| * — |=v, 


$h-1 5h 3kh44 ++. $2%-2 


donde sm = sm (2) £on Jas sumas de potencias que, como se vio anterjormento, 
representan funciones analíticas de z en el enturno considerado. 

Do aquí sa deduce quo el teoroma de las funciones implícitas puedo apli- 
cars a cualquier punto z, para el cual D (zy +0 y a cualquicra de los valores 
respectivos my (24) (1 =0, ld, .... + — 1). 

A priori hay dos posibilidades: D (3) ez 0 y D (2) =5 O. En ol primer caso 
no podemos hasarnos directamente en el teorema de las funciones implicitas 
para ningún par de puntos z, vw; (2). En el segundo casa se puede soñalar un 
entorno del punto zo lan pequeño. en el cual D (2) 40 mm lodos loz puntos, 
a excepción del punto mistno zo. Para cualquior punto z, de este entorno todas 
las rajees te, (21) (¿== 0, J), .... k— 1) serán distintas, y on el entorno del 

unto z, tondremos k funciones analíticas tw, (2) (que son las ramas uniformes do 
a Tunción :w (3)) que satisfacen n la ecuación dada y toman Jos valores 10, (24), 
respectivamente, para 3 = 3,. 

Aquí nos limitaremos a estas observaciones. A continuación (véase cl cap. 
ectavo) se hará un ostudio más detalludo, ligado con el estudio de las fincionez 
alygobraicas, Ahora ¡lustraremos la teoría que acabamos de exponer en uu ejemplo 
sencillo, cuindo = 2, os decir, 


OF (20, 109) ú ee (za, 19) 
do e du 
Para mayor sencillez, lomemos zy = wy = Y (sustituyendo 3 por 3 + 


y w por Y + ug resulta precisamente este caso). Entonces. según el tevrema 
peeparalorio de Woierstrass, la ccnación £ (z, w) = 0 será equivalente a la 


P Co, Lo) =0, == 4), 


0) Véase A. Kurosch, Cueso de álgobra superior, Editorial Mir, 1968. 
$ 4. 
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siguiente: 
Ap (2)+ As (2) 104 102=0, 


donde Aj (2) y Ay (z) sun funciones analíticas en cierto entorno del punto 3 - U: 
lz|<r. 


Para z = 0 esta ecuación tiene que tenor una raíz dnhle, ignnd a cero, por 
lo exal, 


A0(0)=0 y Ay (0)=0. 


El discriminante «de la ecuación se obtione eliminando w entre das dos 
ecuaciones: 


Ag (2) + Ay (5) 104102=0 


Ay (2) + 20 = 0, 
y liene la forma 


D (2) = [As (2)]?—44Ap (2) == 0, 


si 1) (2) 2 0, el teoroma general de las funciones implícitas no es aplicablo. 
Pero en este caso la ecuación dada puede escribirse en la forma 


E +74 0. 


de doude w:= —= A1 (2). Hemos oblenido aquí una [función unforme ann- 
Jítica. 

Supongamos ahora que D(2)=0, Como D(0)=[4y (0))2— 440 (0) =0, 
se puede señalar un entorno del origen de coordenadas, |2)<", de modo 
que en el mismo D (2) no tendrá coros para z + 0, Si z, es un punta de este 
entorno, que para precisar supondromos que satisfuco a la condición ¡2,|< 


“7 — entoncos en el círculo z—z,] <|z, | log coeficiontos Ap (3) y As (2) 
serán funciones anulíticas. D (2) =0 y, por cousiguiente, obtendremos «dos 


ramas uniformos y analíticas de la función w (2) que se exprosan par la fór- 
mula 


0,20)= 341 (243 VDO, 


donde cada rama wy (3) y wa (2) correspondo a una rama determinada de la ruíz 
VD(). En lo que se rofiere al comportamiento de w(z) en el origen de co- 
ordenadas, aquí son posibles dos casos, sogún «uo el origen de coordenadas 
sea un cero de urden par (6 impar de la función a 

En el primor caso, el desarrollo de / (2) tlene la forma 


D (2) =42m22" 4 22m 13 2M+ 15 . - (02m += O), 
de donde 


VD =Vim (+...) 
121190 


20 
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o)=—L Ar (04 Vin (m4...) 


Hemos obtenido dos ramas uniformes y analíticas de la función . (z) 
en el entorno del origen do coordenadas. 
En el segundo caso 
D (2) =4om_132"3 + 0gm22! >, . «(02m + 0), 
de donde 
2m-—1 


VDG)=Vimi: ? (14...) 


2m-t 


o)——3 41 (1+ V dom. 1 3 2 A+... 


Resulta una función biforme en un entorno arbitruriamente pequeño del 
origen de coordenadas, para la cual el origon de coordenadas es un punto 
algebraico de ramificación do primer orden, 


APENDICE 


DEL TRADUCTOR HECHO PARA LA ENICION 
ESPAÑOLA DÉ ESTE LIBRO 


Extracto del artículo E. Aparicio Bernardo, «Sobre la  jnclí- 
ñación mínima a cero de los soudopolinomios de coeficientes onteros algobrai- 
cos» (9. Anapucamo Bepmap10 ¿0 HAanMentinoM OTKNIOUCHBA OT HYJIA KBABUMHO- 
FOMICNOB C UPIIIMA aJNre6panuocruma kos3d uumenramn». Becróark MIY, N 2. 
1962, $ 1, 21 —24). 


SEUDOPOLINOMIOS ORTOGONALES 


Sea de, An - - -. An» - >. (Ro Ay > — A ) una sucesión” de 


números complejos distintos, numerada cn el orden de crecimiento 

de sus módulos, y en caso de números de igual módulo, en cl orden 

de crecimiento del argumento; T>0 es un númcro real. 
Examinemos los scudopolinoinios da la forma 


En (a) = 2) Ugnz 0, 7E(0,1), (1) 


de coeficientes complejos ax n. Se supone que qn er 10* donde 
ln x= significa el valor principal (In 4=0). 
Hagamos 


E, (1) = Zn Za, par 


(a designa el número conjugado con a). 
Hallemos una sucesión de seudopolinomios E, (x) ortonormales 
respecto del núcleo z* en el intervalo (0, 1) del eje real, es decir, que 
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satisfagan a la condición 


1 
a 3 0 si nm 
Tf y e e 
| Ent En(a)dz=| Eh : (2) 


Obsérvese que las condiciones de ortogonalidad de los soudopo- 
linomios (1) quedarán aseguradas si 


1 n 

' ( da, 20) ada d=0, q=0, 1,..., n—1. (3) 
0 hk=0 

Después de integrar resulta cl sistema de ccunciones 


A ES A 7 q=0, 1, .e..., n—i, (4) 
he=0 l+ir+ Att 


del cual se hallan los coeficientes aa,» dol seudopolinomio £, (x). 
Con oste fin, consideremos las [funciones racionales 


n 
lhk,n —_ Pr (z) 
2 dar EZ On a (5) 


km() 


donde 
n 
Pal) 2M4-.. y Quel) = [] (244147) 
son polinomios ordinarios de grados n y r+1, respectivamente, 
y €p= ») €a,n. Entonces, en virtud do (4), 
ha=U 


P, 0.9) =0, q =0, d ...y rn—i, 
por lo cual 


n-—i1 


Pr (2) = un (z—A1). 


Para determinar Gm, n(0-<m<n) multipliquemos ambos miembros 
de (5) por 24+-1+T+4Am y pongamos después 2= —1—T—Am; 
entoncos tendremos: 

Pa [—1—1— Am) 


Um, n= En 5 


mad, 4, ..., (6) 
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Hagamos ahora 
n. n-—1 
N = 4 1 A a Pp == ¡ 2—A * 7 
Om (2) = [] (¿+14+7+4). Palo)= |] (64) (7) 
entonces la expresión (6) para Jos cooficientes dm, . puedo escri- 
birso en la forma 
e e : On-+1 Om) 
14+T+ Am tbn Pg Dem) 


El factor €, lo hallaremos ahora de la condición 
1 


| En (e) En (2) dr=1, 


m:«==0, 4, ..., R. (3) 


Umn,n 


la cual. en virtud de (3), se puede sustituir por la condición 
n - 


A 4) 
0.2 21 + An Bes 


Similarmente a (5) se puede obtener también la identidad 


Y» , ho 2 == €£n Po E ) y 
¡E AA bz Ona a) 


de la cual, haciendo z= An, hallamos que 


n == — 
Ss h.n SEN e P,, (An) 
I+r+tdatdn Ones Un) * 


k=0 
De aquí, teniendo en cuenta (9), obtenemos que 


E, — Pues And (10) 
Ga, nPa (An) 


Por otra parte, haciendo m=»x en (8), hallamos que 
Ann UIT A HA Py y (A) 
Orts An) 
Multiplicando (10) por (11) y teniendo cn cuenta que 

Pr (An) == P, Qu), 


€, = . (11) 


obtenemos la igualdad 
|En (2 — 1414 An +A» 
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de la cual hallamos definitivamente que 


n= V 14 74H +A, 


puosto que £, sae puede suponer real y positivo. Los cocficien- 
toS Am, n se puede hallar ahora de la fórmula (8): 


¡AUTTTA AS On+1 (A) (12) 
IFT+FAmEXn  Payi (Am) 


Gm, n= 


En particular, para el coeficiente superior resulta 


1 ¿rss (Am) (13) 


a AA = 
V 1+t+4An Hd En (An) 


Por lo tanto, queda demostrado el siguiente teorema. 
Teorema. Jos seudopo)inomios 


EPT On+1 Am) 
En(ay=V 1 E E O Di A A Y 
(1) =Y 14 144,2 "27 A Pu xim, (14) 
n=0, 1, ..os 


donde P.,, (2) y Qn+ (2) están definidos por las fórmulas (7), for- 
man un sistema ortogonal y normal en el intervalo (0, 1) respecto 
del núcleo z* (1 > 0) ”). 

Fácilmente se comprueba que los seudopolinomios (14) pueden 
expresarse en las siguientes formas integrales: 


En (1) + Vi3- in ¿n ( d | Ora a Ona rd 


2xila E dell An 4) Pes 

y ASAS — 
E, (a) = ARE hn j y” = On+1 (2) a 
7 (¿+ 4n + 140) Pn41 (2) 


donde el circuito cerrado simple C está situado en el semiplano 
Rez>— > y oncierra los puntos Ag, Ay, .--, An. 
De la teoría de los polinomios ortogonales se deduce que entre 


5 z dad 1 
2) El caso T==0, siendo A, números complejos arbitrarios (1o An >—3). 


fuo estudiado por el autor del presente apéndice en la tosis defendida por él 
en el año 1954. 
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todos los scudopolinomios de la forma 


n—1 
Pla =2m4 2 c4z» 


el seudopolinomio 
| 


] En (x) 
RN 
proporciona el valor mínimo de la integral 

1 

(2) P7yaz. 

¿ 


P, (1) = 


Según (2) y (12), cesto valor mínimo es igual a 
1 


SA | ln ta 2 ut de =(4 47 +2Reán) 


Pan) |? 


— 


Oa+1 (An) 


Para T=0 y 2%. =/ los seudopolinomios (14) 'son los polino- 
mios de Legendre. 
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